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Ozet: Yakin zamanda Burgers denklemlerinin rolativistik modellerinin bir ¢ok ¢esidi elde
edilip, bu modellerin farkli uzay-zaman geometrilerindeki versiyonlar1 da gelistirildi. Bu
makalede daha onceki ¢aligmalarda kullanilan teknikler gelistirilerek Reissner-Nordstrom
uzay-zaman geometrisine uygulandi. Bunun sonucunda, enerji-momentum tensorlerinden
yararlanilarak Euler ve rolativistik Burgers denklemleri elde edildi. Uzay-zamani kiiresel
ve elektrik yiiklii bir kitle olarak tasvir eden Reissner-Nordstrom metriginden elde ettigimiz
modelimizin statik ¢oztimler icerdigini gézlemledigimiz bu ¢aligmada, bu ¢oziimlerin
davraniglart da ayrica etiit edildi. Bunun yaninda sonlu hacim metodlar1 kullanilarak gok
ve seyrelme dalgalarinin yayilimi bir ¢ok niimerik hesapla gosterildi.
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Abstract: Recently several relativistic versions of Burgers equations are derived and
developed on different spacetime geometries. In the current work, we apply the technique
used in the recent works to the Reissner-Nordstrom spacetime geometries. As a result,
by using the energy-momentum tensor equations, we obtained the Euler system and then
the desired relativistic Burgers models. In this article we observed that the relativistic
model, obtained from spherically symmetric, electrically charged Reissner-Nordstrom
metric, contains static solutions. We examined these static solutions and their behaviors in
detail. Besides, using the finite volume methods, we analyzed shock and rarefaction wave

propagation by several numerical tests.

1. Giris

Genel gorelilik teorisinde 6nemli bir yeri olan Einstein
alan denklemlerinin agikar olmayan kesin ¢oziimleri
Schwarzschild tarafindan kendi adiyla adlandiralacak olan
kiiresel simetri 6zelligindeki metrik kullanarak elde edildi.
Reissner ise hemen sonra bu ¢éziimlerin elektrik yiiklii nes-
neleri de icine katarak genellemesini yapti. Aynt zamanda,
Reissner’dan bagimsiz olarak Nordstrom da bu ¢oztimleri
elde etti; bulunan metrige bu yiizden Reissner-Nordstrom
metrigi denildi. Bu metrik Einstein alan denklemlerine
¢6ziim sagladig icin astrofizikte onemli bir yere sahip-
tir. Reissner-Nordstrém metrigi uzay-zamani kiiresel ve
elektrik yiiklii bir kitle olarak tasvir eder. Bu uzay-zaman,
kainat1 total olarak notr olarak tanimlarken, evrendeki nes-
nelerin elektrik yiiklii oldugunu one siirdiigii icin, Reissner-
Nordstrom ¢oziimii gercek hayattaki durumla tamamen
uyumlu degildir. Bunun yaninda uzay-zaman kavramin
anlamamiz bakimindan literatiire katti1 derinlik ve Ein-
stein alan denklemlerine ¢6ziim saglamasi bakimlarindan
onemlidir. Bu ¢aligmada Reissner-Nordstrom geometrisini
ele alip, metr1gini ve baz1 6zelliklerini hatirladiktan sonra,
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bu uzay-zaman geometrisinde elde edecegimiz Burgers
modelimizin davraniglarini inceleyecegiz.

Cok yonlii bir teknik olan sonlu hacim ve sonlu fark metod-
lari, fizik ve miihendislik bilimleri alaninda bir cok uygu-
lama sahas1 bulmustur. Bu yontemler 6zellikle dogrusal
olmayan hiperbolik denklemlerin zayif ¢éziimlerinin yak-
lagik hesaplamasina olanak sagladiklarindan, en basit
hiperbolik denklemlerden biri olan Burgers denklemi bu
metodla ile incelenebilmektedir. Uzay-zaman geometri-
lerinde hiperbolik korunum yasalar icin sonlu hacim ge-
malarinin yakinsadiklari ilk kez LeFloch ve meslektaglari
tarafindan gosterilmis [2, 9], bu teori daha sonra difer-
ansiyel formlar icin genisletilmistir [10]. Literatiirdeki
calismalarda, klasik (rolativistik olmayan) Burgers den-
kleminin dogrusal olmayan hiperbolik korunum yasalar1
icin 6nemli bir model oldugu ve sikistirilabilir akigkanlarin
Euler denklemlerinden elde edilebildikleri de gosterilmigtir
[12]. Benzer sekilde sifir basin¢li Navier Stokes denklem-
lerinin tek boyutlu sisteminden de vizkozlu Burgers den-
klemine; vizkoz terimi ihmal edildigindeyse bu sistemden
klasik Burgers denklemine ulagacagimizi akigkanlar di-
namiginden biliyoruz. Bu bakimdan Burgers denklemi
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sikigtirilabilir akigkanlar i¢in temel modellerden biridir.

Rolativistik Burgers denklemlerinin elde ediligleri teorisi
ise uzay-zaman geometrilerinde LeFloch, Mahklof ve
Okutmustur [8] tarafindan baglatilmig ve daha sonra or-
tak calismalarla gelistirilmigtir [3-5]. Diizlemsel ge-
ometri ile baglanilan bu ¢aligsmalarin ilkinde, sikistirila-
bilir rolativistik Euler denklemleri kullanilarak hiperbolik
denge kanununa uyan rélativistik ve rolativistik olmayan
Burgers denklemleri olarak adlandirilan modeller elde
edilmis, daha sonra Schwarzschild, Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker (FLRW), de Sitter ve Schwarzschild-
de-Sitter uzay-zaman geometrilerini kapsayacak sekilde
genigletilmistir [3-5]. Elde edilen modellerin rolativistik
denklemler olarak adlandirilmalarinin en 6nemli nedeni,
literatiirde var olan rolativistik Euler denklemleriyle bir
¢ok ortak 6zellige sahip olmalar1 olarak ifade edilmistir.
Bunlardan baglicalari, Lorentz degismezlik 06zelligini
saglamalari, 151k hizinin ¢ok biiyiik degerleri icin mod-
ellerin rolativistik olmayan durumlarina dénmeleri ve ko-
runum yasalarini saglamalar1 olarak sayilabilir. Yapilan
calismalarda ayrica bulunan modellerin sonlu hacim yon-
temiyle bir ¢cok niimerik davraniglari da incelenmistir.

Bu makale uzay-zaman geometrilerinde, enerji-momentum
tensorlerinden yararlanilarak rolativistik Burgers model-
lerinin elde edilip, bu modellerin sonlu hacim ve sonlu fark
yontemlerinden yararlanarak ilgili geometrilerde teorik ve
numerik incelemelerinin yapildigi 6nceki ¢alismalarin bir
devamu olarak degerlendirilebilir. Bu amagla makalem-
izde Reissner-Nordstrém uzay-zaman geometrisi esas
alindi. Uzay-zamani kiiresel ve elektrik yiiklii bir kitle
olarak tasvir eden Reissner-Nordstrom metriginden elde
ettigimiz Burgers modelimizin statik ¢oztimler icerdigini
gozlemledigimiz bu ¢aligmada, bu ¢oziimlerin davraniglart
da farkl kiitle ve elektrik yiikii sabitleri i¢in incelendi.
Niimerik hesaplar i¢inse sonlu hacim ve fark metodlarin-
dan yararlanildi. Birinci ve ikinci mertebeden semalarin
kullanildig1 bu metodlarla Burgers modelimiz i¢in sok ve
seyrelme dalgalarinin yayilimi incelendi.

Hiperbolik korunum yasalart i¢in sonlu hacim metod-
larinin Lorentz uzay-zaman manifoldlarinda yakinsamasi
ve geometrik formiillerinin elde edilisi i¢in LeFloch ve
meslektaglarinin makaleleri incelenebilir [8—10]. Ayrica
diizlem geometrisinde korunum yasalarinin teorisi i¢in
Kruzkov’un makalesine bagvurulabilir [7]. Godunov
semalart ile ilgili detaylar i¢in Guinot [6], Leveque [12]
ve Van Leer [14] kaynak gosterilebilir. Son olarak genel
gorelilik teorisi ve uzay-zaman geometrisi ile ilgili olarak
da[l, 11, 13, 15] referanslarina bakilabilir.

Makalemizin taslagi su sekildedir. ~ Oncelikle uzay-
zaman ve metrik kavramlarim kisaca ele aldik. Reissner-
Nordstrom uzay-zaman ve metriginin bazi temel 6zellik-
lerini verdikten sonra, Christoffel sembolleri ve tensorler
yardimiyla Euler denklemimizi elde ettik. Buradan sifir
basin¢h Euler sistemine ulagip, bu sistemin ¢oziimiinden
de modelimizi bulduk. Modelimizin temel 6zelliklerini
inceledikten sonra statik ¢oziimler ve bunlarin grafiklerini
ele aldik. Son olarak sonlu fark yontemlerini kullanarak,
modelimiz icin birinci ve ikinci dereceden semalar dizayn
edip, bunlarin niimerik ¢oziimlerinden sok ve seyrelme
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dalgalarinin davraniglarini grafiklerle gosterdik.
2. Materyal ve Metot

Bu calismada Reissner-Nordstrom uzay-zaman geometrisi
esas alindi. Benzer uzay-zaman geometrileri icin kul-
lanilan teknikler, geometriye bagl degiskenlerin duru-
muna ve dis faktorlerin de etkisi dikkate alinarak bu ge-
ometri i¢in de gelistirilerek uygulandi. Burgers modelim-
izin bulunmasi amaciyla 6ncelikle sikistirilabilir akigkan-
larin Euler denklemlerini bulmamiz gerekiyordu. Bu den-
klem sistemine, Christoffel semboller ve sikistirilabilir
akigkanlarin tensorlerinin hesaplanlanmasi ve bunlarin
enerji-momentum denkleminde kullanilmasiyla ulasildi.
Bunu takiben, kaynagimi Navier Stoke denklemlerinin sifir
basin¢li formlarindan Burgers denklemine ulagmaktan alan
bu teknik, bu kez once sifir basin¢ghi Euler sistemi elde
etmek, sonra da bu denklemlerin ortak ¢6ziimiinden rola-
tivistik Burgers denklemine ulagmak i¢in uygulandi.
Modelimizi bulduktan sonra, kiitle ve elektrik yiikii ter-
imlerine bagl olarak bazi sonuglara da ulastik. Once-
likle Reissner-Nordstrom uzay-zaman metrigi tekillik
noktalar1 icerdiginden, ayni tekillik durumunu model
denklemimizde de gozlemledik. Ayrica elektrik yiikii
sifira yakinsadiginda (yani uzay-zaman nétr oldugunda)
Schwarzshild Burgers modeline, hem elektrik yiikii
hem de kiitle sifirlandiginda Minkowski Burgers mode-
line ulagtik. Bunlarin yaninda modele 6zgiin bir 6zel-
lik kattigin1 goézlemledigimiz zamandan bagimsiz statik
coziimler elde ettik. Burgers modelimiz bu yoniiyle
FLRW uzay-zamaninda elde edilen modelden ayriliy-
orken, Schwarzshild uzay-zamaninda elde edilen Burgers
modeliyle benzer 6zellik gosterdi. Bu durum Reissner-
Nordstrom uzay-zaman metriginin i¢erdigi elektrik yiikii
teriminin notralize oldugu zaman Schwarzshild metrigine
yakinsamasi 6zelligi ile agiklanabilir. Statik ¢oziimler bu
calismanin dnemli bir parcasi oldugundan, ilgili altbaglikta
detaylica analiz edildi.

Niimerik kisimda ise modelimizin davraniglarini incele-
mek icin sonlu hacim ve fark yontemlerinden yararlandik.
Bunun i¢in her bir uzay araligi i¢in Riemann problemini
¢ozen onceden olusturulan semalari gelistirildik. Bu se-
malarin, rolativistik Burgers modelimizin sok ve seyrelme
dalgalar1 barindiran, siirekli olmayan ¢oziimler icerdigini
bu kisimda gosterdik. Bunun yaninda niimerik hesapla-
malar neticesinde, sonlu hacim semalarinin yakinsadigini
ve sok ile seyrelme dalgalarinin iterasyon sayisi arttikca
yayilim 6zelligi gosterdiklerini gézlemledik.

3. Uzay-zaman ve Metrik

Genel gorelilik teorisinde kiiresel simetri 6zelligindeki
n+ 1 boyutlu bir Lorentz uzay-zaman geometrisi igin
metrik (—,+,---,+) ile ifade edilir. Burada n uzay boyu-
tunu, 1 ise zaman boyutunu temsil eder. Yapilan ¢aligmalar
ve teori kisimlari n+4 1 boyut i¢in olsa da, ilgili uzay-zaman
geometrisindeki modelimizin tam formiiliiniin tespiti ve
bunun niimerik olarak analiz edebilmesi i¢in makalem-
izde 3 4 1 boyutlu metrikleri inceledikten sonra modelim-
izi 1 + 1 boyutunda formule edecegiz. Bunun i¢in 6nce
genel metrik ve buna bagli Christoffel sembolleri verecegiz.
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Daha sonra Reissner-Nordstrom metrigini ve dzelliklerini
detaylica inceleyecegiz.

3.1. 3+ 1 boyutlu uzay-zamanda metrik

Bu boliimde 3 + 1 boyutlu uzay-zaman metriklerinin genel
formalar ile Christoffel sembollerin bu metrik formlartyla
ifadesine kisaca deginecegiz. Bunun i¢in kiiresel koordi-
natlar1 (r, 0, ¢) kullanacagiz. Buna gore

x=rcosBsin¢,y=rsinOsin¢, z=rcos¢
icin herhangi bir uzay-zaman metrigi

ds* = guydx*dx¥

0 2 _

seklindedir. Eger koordinatlar1 x° = ct,x! = r, x> =
6, x> = ¢ biciminde yazarsak, ilgili metrigimiz matris for-
matinda yazilabilir :

goo 8o1 802 803 8t 8r 86 8¢

_ |80 81 812 83| _ | 8 &r 86 8r¢
Sy 820 821 822 823 8ot 8or 866 86¢
830 831 832 &33 8ot 8or 896 8¢9

Einstein alan denklemleri statik ¢oziimler icerdiklerinden,
metrigimizin bilegsenleri zamandan bagimsiz olmalidir.
Ayrica uzay-zamanimiz hareketsiz oldugundan, uzaysal
koordinatlar zamansal olan tanjant vektorlerinin yoniinde
degismezler. Bu yiizden zamansal tanjant vektorleri (e;),
uzaysal tanjant vektorlerine (ey) ortogonal olurlar. Yani

e.eq =eq.¢; =gaq = ga =0, efert # a.
Buradan
8t = 8ir =810 = 86r = 1o = 8pr =0

elde edilir. Uzay-zamanimiz kiiresel simetrik 6zelligini
sagladindan, rotasyon durumunda degismezlik gosterir.
Metrigimiz (¢,r,0,¢) — (t,r,—0,9) ve (¢,r,0,¢0) —
(t,r,0,—¢) doniisiimii kargisinda degismezlik 6zelligi gos-
terdiginden,

80r =80 = 8¢r = 8rop =8¢0 = 869 =0

esitlikleri elde edilir. Bu verileri biraraya getirirsek, ilgili
matris formuna ulasiriz:

go O 0 O
0 gn 0 O
Sv=1o0 0 gn 0
0 0 0 833

Sonug olarak kiiresel simetri 6zelligini saglayan 3 + 1
boyutlu uzay-zaman metrigi su sekilde yazilir:

ds* = goo di* +g11 dr* + g2 d6° + g33 9>
Metrik bilesenleri

r ve t parametrelerinin sabit oldugu hiperyiizeylerde, 2-
kiirenin metrigi

ds® = r*(d6? +sin® 0d¢?)

seklinde olur. Burda 45 kiire iizerindeki yiizey uzakliginin
acisal koordinatlara (d0 ve d¢) bagli degerini ifade eder.
Dolayisiyla metrigin bilesenleri g2, = r2 ve g33 = r2sin> 6
olur. gog ile g1 ise ¢ ve r parametlerine bagh bilinmeyen
iki degere kargilik gelir. Bu degerlere sirasiyla A(z,r) ve
B(t,r) diyelim. Metrigin isaretinin (—,+,+,+) oldugunu
bildigimiz icin en genel halini su sekilde yazabiliriz.

ds® = —A(t,r) di> + B(1,r) dr® + r*(d6* + sin® 6 d¢?).
(1)

Genel metrik icin Christoffel sembolleri

(1) metrigini sirasiyla kovaryant elemanlar1 ve kon-
travaryant elemanlari cinsinden matris formunda yazarsak,

—A(t,r) 0 0 0
B 0 B(t,r) O 0
(gij) - 0 0 r2 0
0 0 0 rsin%0
ve
1
— X0 o1 0 0
0 - 0 0
A e B(t,r)
(817) 0 R
1
0 0 0 2(sin 6)

elde edilir. Bu verileri kullanarak herhangi bir metrik i¢in
Christoffel sembolleri asagidaki formiil ile kolayca hesa-
planabilir.

1
FZB = Eg“v(_avgaﬁ +aﬁgav+aagﬁv)- 2

Burada a, B, 1, v € {0,1,2,3} degerlerini alirlar. Bunlar
(2) denkleminde yerine yazarsak

1
rgo = 5800(—30800 + dogoo + dogoo)
= %A*I(t,r)c)o(A(t,r))
= %A*l(t,r)al (A7),

1
Iy = F}OEBA(E’WO(B(I,F)),

Ol = 387 (03 (B(.0))

1
Tho = 587 (6.1)3 A1),

I=-rB '(t,r), Tiy=-rB'(tr) sin’6,

1
2 2 3 3
1ﬂ12:F21:F13:F31:;

1"%3 = —sinfOcos 0, F33 = ng =cot0

elde ederiz.
3.2. Reissner-Nordstrom uzay-zaman metrigi

Reissner-Nordstrom uzay-zaman metrigi Einstein alan den-
klemlerine kiiresel simetrik ¢6ziim saglayan metriklerden
biridir. Bu uzay-zamanda, kara delik ve elektrik yiikii mev-
cuttur. Reissner-Nordstrom uzay-zamanini Schwarzchild
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karadeliklerinden ayiran fark elektrik yiiklii olmalaridir.
Isik hizim1 ve yergekimi sabitlerini uygun bi¢imde normal-
ize ettikten (c = G = 1) sonra Reissner-Nordstrom metrigi
su sekilde tanimlanir

_ 2M QPN 2M | Q*\L o,
g——(1—7+r7>dt+(1—7+r7) dr
+r*(d6* +sin® 8d@?).

3
Bu metrik asimtotik olarak diizlemseldir. Yani eger po-
lar koordinatlarda yaricap c¢ok biiyiik alinirsa, metrik
Minkowski metrigine doniigiir. Yani (3) denkleminde
r — oo olursa Minkowski metrigi

ds* — —dr* +dr* + r*(d6* + sin® 0d @?)

elde edilir. Eger D diyagonal matris olacak sekilde

2
—(1-242) 0 0 0
AN
D 0 (1-2+%)" 0o o0
0 0 r 0
0 0 0 r*sin?6

yazilirsa, Reissner-Nordstrom metrigini matris formunda

dt
dr
do

de

g =gijdx'dx) = (dtdrd@de) D

carpimlar1 halinde yazabiliriz. Bu durumda kovaryant ve
kontravaryant bilesenler sirasisyla

oM Q? 2M Q3N -!

gooz—(l—f—&-fz), g11=(1—f+7) ,
r r r r

g =12, ¢33 = r’sin’ 0,

ve

00 2M O\ M | 0

(-2 8)" (-2,

r r r r

gzz_l p__ 1

2’ r2sin’ @’
olur.

Reissner-Nordstrom uzay-zamanin baz ézellikleri

Reissner-Nordstrom metrigi piiriizsiizdiir ve zamana baglh
olmasi bakimindan Lorentz manifoldu sinifindan olup kiire-
sel simetrigi 6zelligindedir. Metrik elemanlari olan kiitle
M, yarigap r ve elektrik yiikii Q arasinda

“

iligkisi vardir. Dikkat edilirse Reissner-Nordstrom metrigi
(3), elektrik yiikii Q = 0 oldugu durumda Schwarzchild
metrigine, elektrik yiikii ile kiitlenin Q = M = 0 oldugu
durumda da Minkowski metrigine doniisiir.
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Olay ufku

Karadelikteki olay ufkuna ait bir noktada ¢cekim kuvveti
o kadar kuvvetlidir ki, 151k bile bundan kacamaz; ciinkii
tekillik noktasinin yakininda olmak, kagis i¢in sonsuz hiza
sahip olmay1 gerektirir. Tekillik noktasinin bu mesafedeki
yakinlik bolgesine karadeligin olay ufku denir.

Reissner-Nordstrom metrigi igin olay ufku 0 = goo = — i
durumuyla tasvir edilir. Yani

oM Q?
800:1*7+7
r r

0= 1> —2Mr+0Q*=0

iligkisinin saglandigi durum bize olay ufkunu verir. Elde
edilen r’ye bagl ikinci dereceden denklemin kokleri

re =M++/M?—Q?

olacagindan, M? and Q? arasindaki iliskiyi incelersek, olay
ufku hakkinda daha fazla bilgi edinebiliriz.

« Birinci durum (M? < 0?): M? — Q? < 0 olacagindan
kokler r+ reel olmaz ve r = 0 noktasi zamansal
dogrudur. Bu durum i¢in olay ufku yoktur. Bu ¢6ziim
genelde fiziksel olmayan ¢6ziim olarak adlandirilir.

« ikinci durum (M? > 0?): Bu secenekte M> — Q0 >0
olacagindan, iki reel kok

re=M-+\/M>*—Q%>>r_ =M-—

bulunur. Ayrica (3) metriginim ilk iki terimi olan

ifadesi eger ri. degerleri ile tekrar yazilirsa

M2_Q2

(r— r+3§r— r_)dtz N ((r — r+’)ér —r.)

-1
- ) dr*
elde edilir. Dikkat edilirse r =r,,r=r_ ve r=0
metrik icin tekillik noktalaridir. Bu secenek i¢in

r-<M<ry, M>Q

saglanir. Burada ayrica r ile ry degerlerine bagh
olarak da ii¢ bolge s6z konusudur. Bunlar i)r; <
r<oo, ii)r_<r<ry, ii)0<r<r_bolgeleridir.
Konuyla ilgili detaylar i¢in [1, 11, 15] kaynaklarini
referans verebiliriz.

+ Uciincii durum (M? = 0%): Bu durum ekstrem
Reissner-Nordstrém ¢oziimii olarak bilinir. M? = Q?
oldugu i¢in, olay utku ry = r_ = M esitligi ile ifade
edilir. Yukaridaki metrik esitliginden » = r1 oldugu
durumda, gop = 0 olur.

4. Reissner-Nordstrom Uzay-zamanminda Euler ve
Burgers Denklemleri

Bu bolimde Reissner-Nordstrom geometrisinde Once-
likle Euler sistemini, ardindan da Burgers modelimizi
elde edecegiz. Burada yapilan hesaplar, verilen uzay-
zaman metrigi farklar1 diginda, [3-5] makalelerinde verilen
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teknikle benzer oldugundan, teknik detaylar i¢in bu kay-
naklari referans gosterebiliriz. Genel gorelilik teorisinden
bildigimiz enerji-momentum tensoriinii kullanacagimiz bu
hesaplamalar icin Christoffel sembollerine ihtiyacimiz ola-
cak. Tlk boliimde herhangi bir metrik i¢in Christoffel sem-
bollerin hesaplanmasi ile ilgili genel formiilii vermistik.
Bu formiilleri Reissner-Nordstrom metrigi icin uygularsak
asagidaki sonuglari elde ederiz:

1
1'80 = 5800(—90800 + dogoo + dogoo) = 0,
1 1
), = Egoo(—aogm +digoo + dgio0) = Egoo(algoo)
(M _ Qi)
2
= —2
(1 Wy %)
(M _ Qi>
2 3
1—81 = F(l)O = : - ’
(1 M %2)
_ 2
L (#%)
'y = wm 02\’
(1 =+ rT)
M Q M QP
- (4-9)(-2-2),
00 23 r + r?
oM Q?
1
Fzszr(l—7+r7)a
2M
l_%3 = —V(l - T + %) Slnzev

1
F%z :rgl = F?3 :Fgl = P

F§3 = —sinfOcos 0, 1"33 = F%z =cot0.
Elde ettigimiz bu Christoffel sembollerini kullanirken Eu-
ler sistemimizin sadece ¢ ve r parametlerine bagli olmasini
istedigimiz icin acisal bilesenleri (8, ¢) ihmal edecegiz.
Metrigimiz 1 4 1 boyuta doniisecegi icin, asagidaki
u®) = @’ u"), u®ug=—1, u*@,r)=u* (5)
esitlikleri elde ederiz. Ayrica (u°)? ve (u')? terimlerinin
birim oldugunu bildigimiz i¢in, buradan

—1=u%g = llug+u'u, = goo(u0)2 +g11(u1)2

ifadesine ulasiriz. Daha 6nceden hesapladigimiz ggg ve
g11 terimlerini bu denklemde yerine yazarsak

M Q? 1
(12 G ey
A )
(6)
denklemini elde ederiz. Buradaki u” ve u' terimlerini
bulmak bir v parametresi tanimlayacagiz:

%

c I/t1

Vi= —————— . @)
(8"
Bu esitlik (6) ile beraber goz 6niine alinirsa, u® ve u' ter-
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imlerini v cinsinden elde ederiz:

() = ¢
(1 —27M+%2)(62—v2)
i @®)
v? (1 - Q*)
(u')? = L
@
Buldugumuz bu iki terimi
T = (pe* + p)u®u + pg?, ©

esitligi ile verilen enerji-momentum tensor denkleminde
yerine yazacagiz. Buradan biitiin tensor terimlerini bulu-

ruz:
TOO _ (pCZ +p)M0u0 +ngO

B pct + pr?
(cz—vz)(l—ZTM—F%)
701 _ 710 _ cv(pe +p)
@
2
- cz(l—ZTM—i-%)(vzp—i—p)
T @
722 _ P 3__ P
r2’ r2sin’ @’

702 _ 703 _ 12 _ 13 _ 720 _ p21
— 23 _ 30 _ 31 _p32 _
Bu tensorleri Christoffel sembolleri ile beraber
0=VoT% = 9,7% + T T + T, T =0 (10)

esitligi ile verilen Euler denkleminde yerine yazacagiz. Ik
denklemimizi elde etmek i¢in 6ncelikle (10) esitliginde
B =0 yazanz:

0T + TG, T +T0, T =0.

Bu son esitlikte o,y € {0, 1,2,3} verilerini ve ilgili tensor-
leri kullandiktan sonra, basing i¢in p = 0 yazilirsa

a0(<1

; )
2
— W1 2 (2-12)

oM 20%

% % - 2
+a](2 2)+ b} (rz r3) +*:|:0
2—v (c2—12) (172M+Q722> r

r r

(1)
denklemi elde edilir. Benzer sekilde ikinci denklemimizi
bulmak i¢in (10) no’lu Euler denkleminde 3 = 1 yazariz.
Buradan elde ettigimiz

0o T + TG, TV + T4, T* =0

esitliginde aym sekilde a,y € {0,1,2,3} verileri ile ilgili
tensorler kullandiktan sonra, basing icin p = 0 yazilirsa

2
P 3 v2(1—27M+%)
0(62,‘,2)"' 1 2 _ 2
+L(%_Q>+L(—ﬂ LQZ+%)_O
Z2_2\2 3) T a2\ T2 3 g 12;

denklemi elde edilir. Elde ettigimiz (11)—(12) denklem sis-
temini Reissner-Nordstrom uzay-zamaninda sifir basin¢h
Euler sistemi olarak adlandiracagiz.
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4.1. Modelin elde edilisi

Modelimize ulagsmak i¢in elde ettigimiz sifir basingli Eu-
ler denklemlerini (11)—(12) ortak ¢oziip tek bir denklem
seklinde yazacagiz. Bu islemlerin sonunda (151k hizini
¢ = 1 olacak sekilde normalize edip, dy = d;,d; = 0,
doniistimiinii yaptiktan sonra)

M 2 2 M: M
a,v+(1——+%)a,(i)— -3
r 2 r r (13)
V2Q2 Q2
3 =l

veya, konservatif formda yazarsak,
2 2
y 2M  Q

amra(Sa-M, 2

(v) + 2( . + r2)

modelini elde ederiz. Bu denklemi Reissner Nordstrom
geometrisinde rolativistik Burgers denklemi diye ad-
landiracagiz.

Modelin ozellikleri

Elde ettigimiz Burgers modeli (14) icin su gozlemleri ya-
pabiliriz:

 Elektrik yiikii katsayis1 olan Q = 0 olursa, (14) den-
klemi Schwarzschild geometrisindeki Burgers mode-
line doniisiir ([8]).

* Eger hem M = 0 hem de Q = 0 olursa, (14) denklemi
klasik (viskozitesiz) Burgers denklemini verir;

dhv+0,(v*/2) =0.

Benzer sonuglar de Sitter, Schwarzschild-de Sitter ve
FLRW geometrisinde geometriye bagli olarak koz-
molojik sabit ve diger parametlerin 6zel durumlarinda
klasik (rolativistik olmayan) Burgers denkleminin
elde edilisinde de gozlenmsti. Bu bakimdan mod-
elimiz onceki modelleri destekledigi icin tutarlidur.

5. Burgers Modeli icin Sonlu Hacim Semalari

Hiperbolik korunum yasalart i¢in sonlu hacim metod-
larinin uzay-zaman geometrilerinde yakinsadiklarinin 1s-
patt [2, 10] makalelerinde yapilmisti. Aym ¢caligmalarda
bu sonlu hacim semalarinin geometrik formulasyonlari
ve kartezyen kordinatlardaki 6zel durumlar ile diger de-
taylar da verilmisti. Bu boliimde Reissner Nordtsrom ge-
ometrisinde elde ettigimiz modelimiz i¢in olusturacagimiz
sonlu hacim semalarinin yakinsama ozellikleri i¢in de
[2, 10] calismalarini referans gosterebiliriz. Klasik Burg-
ers denklemi i¢in Riemann problemi ile baglayacagimiz bu
boliimde, model denklemimiz i¢in yazacagimiz birinci ve
ikinci mertebeden sonlu hacim semalart ile statik ¢oziim-
lerin davraniglarini inceleyecegiz.

Riemann problemi

Modelimiz i¢in sonlu hacim semalarina gegmeden once,
standart (viskozitesiz) Burgers denklemi

v+0,(v*/2) =0 (15)
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icin Riemann problemini ele alalim. Buna gore ry ve vz, vg
sabitleri i¢in baglangic degeri

VL,
Vo =
VR,

olarak verilsin. Bu durumda Riemann probleminin ¢6ziimii

r <ro,
r>ro,

VL, r<spt+ro,
v(t,r) = q =2, st +rg <r < sgt+ro, (16)
VR, r > Sgt+ro,

olur. Burada Rankino Hugoniot kosullarindan hatir-
ladigimiz sy, ve sg degerleri

5 — VL, VL < VR, oo — VR, vL < VR
L=9 vty R =9 vptv
%7 VL > VR, %a VL > VR
17

iligkisi ile verilir. Klasik Burgers denklemi i¢cin Riemann
problemi ile ilgili detaylar i¢in [12] ve onun referanslarini
adres gosterebiliriz.

Sonlu hacim semalari

Semamiz1 yazabilmemiz icin oncelikle notasyonla ilgili
detaylar1 verelim. Ag 1zgaramizin zamana ve uzaya bagh
uzunluk araliklarini sirastyla Ar ve Ar ile belirtip

t, = nAt, rj=2M+ jAr, n>0,j>0
olarak secelim. Sonlu hacim semamiz, model den-
klemimizin bir bolge tizerinde integralinin alinip, zaman
ve uzay boyutuna bagl elde edecegimiz terimlerin gerekli
ortalama degerlerinin alinmasindan sonra elde edilir.
Bunun i¢in model denkleminin (13)

1, XIJ' = [tmthrl] X [rj;%,rﬂ%]

bolgesi iizerinde integrali alinirsa

/rH% (V(tn+],}") fv(tn,r))dr

r. 1
o1 M Q?
+/ (1- +=
I r. 1 reo

=2
Jt3

esitligi elde edilir. Eger ortalama degerler

r. 1 r. 1
Vj":/"+2 V(ty,r)dr, Vj“' :/’+2v(t,,+1,r)dr,
Jr. 1 r. 1
/72 72
2
B tntl oM Q2 v (t’rji%)d
Gy =) U= 0 PR
" VES ) jE
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almip yukardaki integral denklemi tekrar yazilirsa mode-
limiz i¢in sonlu hacim semasi

At /e
+1_ 2
VI =V (G~ G y) A (2V] _1)(ﬁ_ﬁ
J J
(19)
elde edilir. Burada
Gjil =H(rji%,Vj’-’,Vj”_1)

ve q(ur,ug) degeri (16) iliskisinde verilen Riemann prob-
leminin » merkezindeki ¢oziimii olacak sekilde alinirsa,
niimerik flaks olan

oM Q?

2
VLV,
|2 Oy a (Ve Vk)
r r

H(raVL7VR):( )

(20)
elde edilir.
Birinci ve ikinci mertebeden semalar

Bu altbaglikta Burgers modelimiz i¢in birinci ve ikinci mer-
tebeden Godunov tipi sonlu hacim semalarini verecegiz.
Burada kullanacagimiz Godunov semalari ile ilgili genis
izah igin [6, 12, 14] kaynaklarim referans gosterebiliriz.
Oncelikle Burgers modelimiz (13)

oM Q> WV
81V+ (1 — T + 7)8,(3) = S,
g_M? M N Q?
) P2 3 PR

seklinde yazalim. Eger (18)—(19) ile elde ettigimiz se-
mamiz, Gy = h;l 112 g;f L2 terimi geklinde diizen-
lenirse, semamiz

At
=V - E(h;Jrl/Z g?ﬂ/z - hl}fl/zg.’;fl/z) +A1S]
(2D
halinde de yazilabilir. Bu semadaki terimler, (13) modelin-
deki terimlerin ayristirilmig hali olarak

n+1
Vi

L MVP M 22 g
T e T
2M 0?
h’; =1- n + n ’
172 (rjil/z) (rjil/z)z

g;%fl/ZZF(V]nth;l)a g.r;+1/2 :F(ana jn+1)a

bi¢iminde yazilir. Buradaki F(vy,vg) = f(v*) degerleri
Godunov niimerik flaks fonksiyonlar1 olup goyle tanim-
lanur:

ve,  vezve |f(vR) = fvL)l/Ive —ve| >0,

VR, ve=>VR, |f(vR)—g(vL)l/IvR —ve| <0,
F(vp,vg) =< v, v < VR, vg >0,

VR, vp < VR, vg <0,

0, v < VR, v <0< vpg.

(22)
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Ayrica semanin stabil olmas: icin CFL kosulunun da
saglanmas1 gerekir. Bunu

At 2M 0?
—max|1— + <0.5
Arj (’"711/2) (r;'lil/z)z

esitsizligini saglamakla elde ederiz.

Ikinci mertebeden Godunov semalari ve detaylari icin de
[6, 12, 14] kaynaklarin1 referans gosterebiliriz. Buna gore
(13) modelimize ikinci mertebeden sonlu hacim metodu-
muzu uygularsak, semalarimiz

n+1/2 At n r
Vierp =Vizp— E(”?H/zé’jﬂ/z_h:fq/zg}q/z)
At ,
T 5012
At
1 n+1/2 n+1/2 n+1/2 n+1/2
Vit =V - g a8~ hitiagio)e)
+At5n+]/2

J

(23)
formunda olur. Bu mertebe icin ara stepleri de kul-
lanacagimizdan, her n iterasyonu icin #"* parametresi

tn+1/2 — (tn +tn+1)/2

ile ifade edilir. Bunun disindaki diger terimler soyle olur:

+1/2
g2 _ M(V,n / )2 M
j - +1/2 T a2
(r;-' / )2 (r;' / )2
n+1/2
B (Vj+ / )2Q2 ) 0>
(r7+l/2)3 (r;l+l/2)3
2
nt1/2 M 0
h/il/Z T 2y a2y,
(rjil/Z) (rjil/z)
n+l1/2 n+1/2 ,n+1/2 n+1/2 n+1/2 ,n+1/2
8 =FViei Vi) g =FV Vi

Buradaki F(vy,vg) degerleri yukarida tamimladigimiz (22)
iligkisinde verilen niimerik Godunov flaks fonksiyonlaridir.

6. Burgers Modeli icin Statik Coziimler

Bu kisimda model denklemimiz (14) i¢in zamana bagh
olmayan statik ¢oztimleri inceleyecegiz. Bunun i¢in (14)
denklemindeki ¢ parametresine bagli kismi tiirev ile ilgili
terim sifir olur. Modelimizde d,(v) = 0 yazdiktan sonra
yeni denklemimiz

1./, 2M Q? ) Q?
olur. Bu denklemi tekrar yazarsak
oM Q? M Q?
( r * l"2 vy (V ) I"2 r3

esitli1gini saglayan bir adi diferansiyel denklem elde ederiz.
Bu denklemin ¢oztimii icin uygun bir parametre degisimini
uygulayip gerekli cebirsel hesaplar yapildiktan sonra biitiin
statik ¢coziimler

vy(r) :i\/1—1<2(1

M 0
——+Q—2), K>0 (25)
r I

).
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esitligi ile tasvir edilir. Bu denklemi

_2\2
_ - 6

biciminde de yazabiliriz.

Diger taraftan, uzaydan (r parametresinden) bagimsiz
¢oziimlerin mevcut olmadigint da gozlemleyebiliriz. Eger
mevcut olsaydi d,(-) terimleri sifirlanacak ve modelimiz

)

denklemine doniisecekti. Ancak bu denklem r parametre-
sine baghdir. O yiizden model denklemimiz (14) sadece
statik ¢oziimleri kabul eder diyebiliriz. Modelimiz bu
bakimdan FLRW modelinden ayrilmaktadir.

M_&

o= (2% — 1)(r2 27)

73

Statik ¢oziimlerin o6zellikleri

Statik ¢6ziimleri v (r) uzaysal parametre r’ye bagl olup,
bu c¢oziimlerin davraniglar1 sabit bir say1 olan K ile kiitle
M ve elektrik yiikii Q degerlerine bagl olarak farklilik
gosterebilir. Asagida baz1 6zel durumlari gézlemleyecegiz.

» Uzaysal parametre r cok biiyiik degerler aldiginda
(r — o0), statik coziimler K sabitine bagli olarak sinir-
lanir; bu durumda K € (0, 1) igin,

limv(r) =+V1-K>< 1

r—oo
olur.
* K — 0 limit degeri i¢in, vy — 1 oldugunu gorebiliriz.

M _ 0

* K =1 oldugu durumda, vy = £+ “r elde edilir.
Bu durumda dikkat edilirse r — oo iken statik ¢oziim-
ler sonsuzda sifira yakinsar (v — 0). Ayrica K =1

iken ZTM = %2 esitligi saglanirsa, vy statik ¢oziimleri

yine sifirlanir; bu noktalari da tekillik (sifirlama) nok-
talar1 diye adlandirabiliriz.

* K > 1 degerlerini alirsa, bu durumda v; — 0 asagidaki
kosulda saglanir:

(

(= (M +-V/M7 = 07)) (= (M = /M7 = Q%) K* =,

denklemini buluruz. Burada K > 1 oldugundan K bu
denklemin ¢6ziimii olamaz. Bu yiizden denklemin
¢oziimleri

=

r=M++\/M?*—Q? < oo
esitligini saglayan sonlu r degerleri olur. Bu kosul
saglanirsa vy = 0 olur. Dolayisiyla bu noktalara da
tekillik (sifirlama) noktalar: diyebiliriz.

Burada M? = Q%, M? > Q% ve M* < Q? &zel durum-
lar1 ayrica degerlendirilebilir. Bu durumlar Reissner
Nordtsrom metrigi altbagliginda ele alinmigt.
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Bu verilere bagh olarak Burgers modelimiz i¢in M? > Q>
kosulunu saglayan statik ¢oziimleri ele alip grafikleyebili-
riz. Bunun i¢in kiitle parametresini M = 1 olarak segelim.
Asagidaki grafiklerde K, Q, M degerlerine bagii olarak ii¢
ayr1 durumu inceledik:

1.Durum: K=050<Q<M-=1:

Ik olarak K ve M degerlerini sabit tutup, farkl elektrik
yiikii degerleri i¢in statik ¢oziimlerin davraniglarini in-
celedik. Bu durum icin statik ¢coziimiimiiz (25)

1

+
2r  4r2

vg(r)

VL
B 4
seklinde olur.

Sekil 1. Statik Coziimler: vy >0, K =0.5,0< Q<M =1

1
———
—Q=1/2
0.99P -
Q=1
0.98> ]
5 0.97F O
0.96 SN
0.95F
0.94 : T
2 2.5 35

r

Buna gore K = 0.5 ve M = 1 durumunda, statik ¢oziimlerin
pozitif ve negatif kisimlarini, elektrik yiikiiniin Q € [0, 1]
arasindaki degerleri icin ayri ayri ele alip, pozitif ¢oziimler
icin Sekil 1. grafiklerini, negatif ¢oziimler icinse Sekil 2.
grafiklerini elde ettik.

Sekil 2. Statik Coziimler: vy <0, K=0.5,0<Q0<M=1

-0.94 ——
_ —
-0.95+ P —Q=1/2
) ——Q=3/4
-0.961 pd Q=1
///
7
S -0.971
-0.98)
-0.99p
_1 L L
2 2.5 35

r

Burada statik ¢oziimlerin Sekil 1. ve Sekil 2. icin sirasiyla
(0,1) ve (—1,0) arasinda oldugu gozlemlenebilir.

2Durum:0.5<K<150=Q<M=1:

Ikinci durumda elektrik yiikii igin Q = 0 ile Kkiitle
parametresi i¢cin M = 1 degerlerini atayip, farkli K
sabitleri i¢in statik ¢oziimleri inceledik. Bu durumda
elektrik yiikil sifirlandig1 i¢in 6zel bir durum belirtir.
Bagka bir ifadeyle, Reisnerr-Nordstrom metriginde Q =0
oldugunda Schwarzschild metrigini elde ediyorduk.
Dolayisiyla statik ¢coziim grafiklerinde Q = 0 egrisi aym
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zamanda Schwarzschild modelindeki statik ¢oziimlerin de
davramgini gosterecektir. Bu durumu Sekil 3.’te inceledik.
Burada da r = 0 noktasiin tekillik noktasi oldugunu
gorebiliriz.  Ayrica K degerleri biiyuidiikce egrilerin

Sekil 3. Statik Coziimler: 0.5 <K <1.5,0=0<M =1

-0.5

r-eksenini kestigini gozleyebiliriz.

3Durum:05<K<2 05=Q<M=1:

Son olarak elektrik yiikii icin Q = 0.5 ile kiitle parametresi
icin M = 1 degerlerini atayip, farkli K sabitleri icin statik
¢oziimleri inceledik. Diger durumlardan farkli olarak
bu durumda elektrik yiikii Q sifirlanmayacak sekilde
fakat kiitle parametresi olan M den kiiciik olacak sekilde
secildi (0.5 = Q < M = 1). R-S uzayzamanimizla uyumlu
olan bu durum, farkli K degerleri ele alinarak Sekil
4.’teki grafiklerde incelendi. Bu grafiklerde K degerinin
biiytidiik¢e egrilerin asimptotik davranistan vazgectikleri
ve r-uzay eksenini kestikleri gozlemlenebilir.

Sekil 4. Statik Coziimler: 0.5 <K <2,05=0<M=1

S
0.5
T ——K=05
~~_ ——K=0.75
K=1
> 0 ——K=1.25

e K=15

Sonug olarak, Sekil 1.-Sekil 4. arasinda statik ¢6ziim-
lerin davraniglarim grafikleyerek inceledik. Kiitle parame-
tresi M = 1 alinarak, K ve Q degerlerine bagli olarak
yazilan statik denklemlerin tiimiinde » = 0 noktasinda tekil-
lik durumu goriildii. Bunun nedeni Reisnerr-Nordstrom
metrigindeki tekillik noktalaridir. Olay ufku altbagliginda
degindigimiz bu durumu, M? > Q? seceneginde izah et-
mistik. Bu grafikler bir sonraki boliimde kullanacagimiz
niimerik metodlarda r-uzay parametresini segerken
re =M++/M?*—Q?

durumunu dikkate almamizi; daha 6zel olarak da uzay ko-
ordinatmi r > r = M + +/M? — Q? tekillik noktasindan
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kacacak sekilde se¢memiz gerektigi sonucunu ¢ikarabili-
riz.

7. Niimerik Sonuclar

Olusturdugumuz sonlu hacim semalarinin sok ve seyrelme
dalgalarindan olusan davraniglar1 Sekil 5.—Sekil 10. grafik-
lerinde etiit edildi. Bu figiirlerde » ile ifade ettigimiz
deger, semanin iterasyon sayisini gosterir. Biitiin figiir-
lerin uyumlu olmasi i¢in iterasyon sayilarini esit ttutuk.
Buna gore her sema i¢in n = 50, 100,200 say1l1 iterasyon-
lara baktik. Birinci ve ikinci mertebeden buldugumuz
grafikler benzer oldugu i¢in, sadece ikinci mertebe ge-
malar1 i¢in buldugumuz sonuglari bu béliimde kullandik.
Biitiin bu semalarda stabilite kogulu olan CFL degerini
CFL= 0.2 < 1 olarak diizenledik. Elektrik yiikii olan Q
ve kiitle parametresi M degerlerine bagl olarak her bir du-
rum i¢in Once seyrelme dalgalarini, daha sonra da sok dal-
galarinin yayilimin analiz ettik. Bunlar1 yaparken, tekillik
durumlarindan kaginmamiz ve semalarin dogru ¢aligmasi
icin kiitle ve elektrik yiikii terimlerinin

r>re=M+/M2—Q% veM > Q

durumunu saglamasina dikkat ettik. Buna gore Reissner-
Nordstrom geometrisi icin sectigimiz M =1 ve Q = 0.5
degerlerine uygun olan uzay arah@im 1+ +/3/4 <r<5/2
olarak ayarladik. Schwarzschild geometrisi i¢in ise » > 2M
olmas gerektiginden, bu model icin (Q =0, M = 1) uzay
araligini r > 2M = 2 olarak belirledik.

Sekil 5. ve Sekil 6. grafikleri, M = 0, Q = 0 degerleri i¢in
ikinci mertebeden Godunov semalariyla elde edildi. Tlk
boliimden hatirlayacagimiz iizere, bu kosul bize diizlemsel
geometrideki (klasik) Burgers denklemini veriyordu.
Kiitle ve elektrik sarjindan bagimsiz olan bu model i¢in
sok ve seyrelme dalgalarinin yayilimini bu figiirlerde agik
sekilde gorebiliriz.

Sekil 7. ve Sekil 8. grafikleri, M = 1, Q = 0 degerleri
ikinci mertebeden Godunov semalariyla elde edildi. Bu
kosul bize Schwarzschild geometrisindeki rolativistik
Burgers modelini veriyordu. r = 2M ig¢in tekillik degeri
s6z konusu oldugundan, bu kosulu dikkate alarak
elde ettigimiz grafiklerde sok ve seyrelme dalgalarinin
yayilimini gozlemledik.

Son olarak Sekil 9. ve Sekil 10. grafikleri, M =1, 0 =0.5
degerleri ikinci mertebeden Godunov semalariyla elde
edildi. Reissner-Nordstrom geometrisindeki rolativistik
Burgers modelimiz i¢in elde ettigimiz bu sonuglarda
1+ \/ﬁ < r < 5/2 uzay arahigim dikkate alarak
elde ettigimiz grafiklerde sok ve seyrelme dalgalarinin
yayiliminm gozlemledik.

Biitiin bu sonuglar1 kiyas etme sanst buldugumuz bu
makalede, Reissner-Nordstrom uzay-zamaninda elde
ettigimiz yeni modelimiz ve bu model icin sonlu hacim
yontemleriyle elde ettigimiz bulgularin, diger uzay-zaman
geometrilerindeki model ve semalarla tutarlilik icinde
oldugunu gostermis olduk.



B. Okutmustur / Reissner-Nordstrom Uzay-zamaninda Burgers Modelleri

Sekil 5. Model Denklem igin ikinci Mertebe Godunov Semalari-Seyrelme Dalgalarinin Yayilimi; (M = 0, Q = 0)

n=200

n=50 n=100
12 12

Sekil 6. Model Denklem icin ikinci Mertebe Godunov Semalari-Sok Dalgalarinin Yayilimi; (M = 0, Q = 0)

n=50 n=100 n=200
12 12 12
R 'Hm 1 "
* ; *
] * i
08 i 0.8 o 0.8 i
* ; i
i ! ¥
06 l 06 4 0.6 i
5, ! 5, 3 5, i
! i
04 i 04 ; 04 i
! i
+ ! !
02 i 02 ; 0.2 *
i i
| 2 i
0 m 0 ‘_‘ 0 SR
02 02 02
12 14 16 18 2 22 24 12 14 16 18 2 22 24 12 14 16 18 2 22 24

Sekil 7. Model Denklem icin ikinci Mertebe Godunov Semalari-Seyrelme Dalgalarinin Yayilimi; (M = 1, Q = 0)
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Sekil 8. Model Denklem igin ikinci Mertebe Godunov Semalari-Sok Dalgalarinin Yayilimi; (M = 1, Q = 0)
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Sekil 9. Model Denklem icin ikinci Mertebe Godunov Semalari-Seyrelme Dalgalarinin Yayilimi; (M = 1, Q = 0.5)

n=50 n=100 n=200
12 12 12
1 W 1 1
z
08 * 0.8 0.8 :
t H :
+ ¥
06 *: 0.6 ¢ 0.6 x
] Por 3
> % > B > *
i *
04 K 04 P4 04 ; M
i ¥
* *
02 i 02 B 02
DiM 04
02 02 02
186 18 2z 22 24 26 186 18 2 22 24 26 16 18 2 22 24 26




Sekil 10.
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Model Denklem igin Ikinci Mertebe Godunov Semalar1-Sok Dalgalarmin Yayilimi; (M = 1, Q = 0.5)
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8. Tartisma ve Sonug

Makalede varmis oldugumuz sonuclar1 sdyle 6zetleyebili-

Bu calismada Reissner-Nordstrom uzay-zaman ge-
ometrisinde sok ve seyrelme dalgalari iireten dogrusal
olmayan bir hiperbolik model {izerinde calistik.

Model denklemimizi, enerji-tensér denklemleri
ile Christoffel sembollerinin Reissner-Nordstrom
metrigine uygulanmasiyla bulunan sifir basingli Euler
denklemlerinin ¢6ziimiinden elde ettik.

Bu makalede yakin zamanda yapilmis ¢caligmalarin,
geometri (uzay-zaman ve metrik) degistirilerek ben-
zer bulgular elde edilmesi, uygulanan tekniklerin
genellenebilir olmasinin sorgulanmasi ve ayrica bulu-
nacak modelin 6zgiin 6zeliklerinin incelenip ortaya
c¢ikarilmast fikirleri amaglanmig, bulunan sonuglarin
onceki caligmalar1 destekler nitelikte oldugu gézlem-
lenmigtir.

Niimerik sonuglar olugturdugumuz gemalarin yakin-
sak olduklarin1 gosterdi. Dizayn ettigimiz sonlu
hacim gemalarinin rolativistik Burgers denkleminin
sok ve seyrelme dalgalar1 barindiran, siirekli olmayan
¢oziimler igerdikleri de numerik olarak gosterdik.

Bu calisma sonlu hacim metodunun elde ettigimiz
konservatif model denklemiyle tutarli oldugunu;
bunun neticesinde sok ve seyrelme dalgalarinin mey-
dana geldigini gosterdi. Bu bakimdan Reissner-
Nordstrom uzay-zaman geometrisindeki sonuglar
diger uzay-zaman geometrilerinde de ettigimiz bulgu-
larla uyum i¢indedir.

Elde ettigimiz Burgers modelimizde, kiitle ve elektrik
yuki terimleri sifir oldugunda klasik Burgers den-
klemini elde ettik. Ayrica sadece elektrik yiikii sifir
iken, metrigimiz Schwarzschild metrigine, modelimiz
de Schwarzschild geometrisindeki Burgers modeline
doniistii.

Reissner-Nordstrom uzay-zaman geometrisinde
buldugumuz modelimizin, FLRW geometrisindeki
modelin aksine, Schwarzschild geometrisindeki
model gibi statik ¢oziimler igerdigini gozlemledik.

Statik ¢oziimlerin  K,Q,M degerlerine bagh
davraniglarini grafiklerle inceledik.
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» Niimerik hesaplar sonucunda elde ettigimiz sok ve

seyrelme dalgalarinin tekillik noktasindan uzaklaga-
cak sekilde yayiminin gozlemledik.
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