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Ulas AKKUCUK*

Ozet:Pazarlama bilim dalinda algisal haritalama, tiiketio ¢esitli markalari nasil gérduklerini iki-boyutlu diiziee
yansitmak icin kullaniimaktadir. Bu algisal haritaka yontemlerinden en 6nemlisi de ¢ok boyutlu 6lepié
teknigidir (kisaca MDS). Cok boyutlu 6lceklemgami, en basit tanimiyla, markalar (veya bilim daligore farkli
nesneler de olabilir) arasindaki algilanan farkigirdi olarak alp, bu fark bilgisini ¢éli boyutta (marka/nesne
sayisindan kiigiik olmak tizere) haritalagiamidir. Olgekleme slemi igin mevcut onlarca algoritma bulunmasina
ragmen en eskilerinden biri Torgerson’un, “Klasik Cktgme” olarak da bilinen 6lgekleme tekidir (Torgerson,
1958). Bu ¢akmanin en 6nemli amaci bu tefim matematiksel temellerini tanitmak ve sik¢a kuillan bir baka
teknik olan temel bilgenler analizi (PCA) ile benzerliklerini ve farklariagiklamak olacaktir. Ayrica ikinci bir amag
ta bu tekniklerin kullanimini érnekler ile aciklaybir acik kaynak istatistik yazilimi olan “R” pnagni ile makalede
anlatilan tekniklerin nasil uygulanaeal gostermektir.

Anahtar Kelimeler: Cok boyutlu 6l¢cekleme, Torgerson, Temel Béeler Analizi, R Yazilimi

Torgersen Scaling as a Multidimensional Scaling Mettd and Comparison with
Principle Components Analysis

Abstract:In the field of marketing, perceptual mapping &ed to reflect how customers visualize differersniols
onto the two-dimensional plane. One of the mospartant techniques used in perceptual mapping is
Multidimensional Scaling (MDS for short). Multidimsional scaling, in its simplest definition, takes input the
perceived differences between brands (or otherctbjim other scientific disciplines) and maps thissimilarity
information in different dimensionalities (but leggan the number of objects/brands). Although treee tens of
different scaling techniques, one of the oldestasgerson’s Scaling, also known as “Classical MDB3rfjerson,
1958). The main aim of this paper is to show théheraatical principles behind this scaling technigné explain
the similarities and differences with Principle Campnts Analysis (PCA). In addition to this, a se@mgdim is to
illustrate the techniques with some examples andoastrate the application of the techniques inphper by the
open source statistical software “R”.

Keywords: Multidimensional Scaling, Torgerson, Principle Gmnents Analysis, R Software

GIRiS

Farklilastirma ve konumlandirma stratejilerini gturmaya cakan pazarlamacilarin birgo, kendi markalarinin
diger markalara goéreceli olarak gtérilerin goziinde nasil bir yere otugdnu gérmek amaciylalgisal haritalar

kullanirlar (Kotler ve Armstrong, 2008). Algisalrtalar bir grafik tizerinde (genelde iki boyutlugsitli markalarinx

ve y eksenlerinde belirtilen iki 6zefle/desiskene gore nasil ayrildiklarini gosterir. Bu haritdxidirine benzeyen
markalar yakin, benzemeyen markalar ise uzak liitaga konumlanacaktir.

Algisal harita yapmanin gélli yontemleri vardir. Bir yontendzellige dayahalgisal haritalamadir. En basit haliyle,
hicbir matematiksel yontem kullanmadan, belirleniki 6zellik x ve y eksenlerinde gosterilerek trinlerin algisal
haritasi yapilabilir. Ornigin ¢esitli otomobil modelleri icin beygir giici ekseninde fiyay ekseninde gosterilerek bir
harita cikarilabilir. Bu iki dgisken, algilanan iki désken de olabilir, 6rngin, markalarin miteriler tarafindan
algilananrahathigi ve algilananprestiji. Ozellige dayali algisal haritalamada, cok fazla 6zellik da desisken
mevcutsa bu dgskenlerin az boyuta indirilmesi sirasinda hangiigkenlerin kullanilacg problemi ortaya ¢ikar. Bu
problem de Temel Bikenler Analizi (Principle Components Analysis - PCK) mevcut dgiskenlerin bir dgrusal
fonksiyonu olan birbirinden Izamsiz baka deiskenler bulunmasi yoluyla giderilebilir. Bu yeni dmsiz
degiskenlerin birkac tanesi orijinal veri setindekindedésiskenligin biylik kismini agiklayacaktir. Bu durumda
ortaya gikacak ve algisal haritada kullanilacak gepiskenlerin yorumu ilk durum kadar basitgilelir. Ancak yeni

1 Yrd. Dog. Dr., Bgazici Universitesi.i.B.F, isletme Béliimi Sayisal Yéntemler ABD.
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degiskenlerin orijinal dgiskenlerle olan korelasyonlarini hesaplayarak yorukwlaylik s&lanabilir. Desiskenlerin
nicel desil de nitel olmalari durumunda ise haritalama icin farkli yémter kullanilabilir. En dnemli yontem
uygunluk analizja dauyum analiziolarak bilinen yontemdir (Greenacre, 2007; Sureelikaglu, 2008; Uzgdren,
2007).

Ozellige dayalialgisal haritalamaya alternatif isenzerlge dayalialgisal haritalamadir. Bu durumda markalarin
birbirine ne kadar benzedikleri (ya da ne kadanléydari) tiketicilere sorulur. Elde edilen bu lzenlik bilgisi
(benzerlikya daayrilik halinde olabilif) ise Cok Boyutlu Olgekleme (MDS) yontemleri ile bayutlu uzayda bir
harita ile gorsellgirilir. MDS temel mantg benzerlik bilgisini kullanarak algisal haritalany@pmak ise de,
ozelliklerden benzerlik bilgisi tireterek (6gfie bu 6zellikleri kullanarak iki marka arasindakkl@d mesafesini
hesaplamak) de MDS analizi gercekillebilir. Tablo 1 ve Tablo Dzellige dayalive benzerlge dayaliydntemlerin
veri girdisini kasilastirmaktadir. Bu iki tabloda verilen érneklerde tanesrhayal Griini ebilgisayar markasi
kullaniimaktadir. Tablolardaki rakamlar rasgeleilseigtir. Tuketicilerin cevaplamasi gereken toplam seayisi
kullanilan 6zellik sayisina ve marka sayisinglidar. Ozellige dayall metot, her bir tiiketicidemmarka vep 6zellik
icin n x p kadar veriye ihtiya¢ duyarken benzgelidayali sistem(n-1)/2kadar veriye ihtiya¢ duyar.

Tablol: C1 ile C5 olarak belirtilen ebilgisayar markasini tiiketiciler, Gi¢ 6zellik Gzeten 1-7 rakamlari arasinda
degerlendirmglerdir, bunlar kolay kurum, hizgalik. Bu tabloya tiketicilerin ortalama gerlendirmelerinin
konuldysunu varsayalim.

Kolay Kurulum Hiz Asirlik
C1 5 2 7
C2 3 5 6
C3 4 4 5
C4 7 2 4
C5 1 1 3

Tablo2: Bu tabloda miterilere bg bilgisayar markasi ile ofturulabilecek tim olasi ciftler verilmive genel
anlamda ne kadar benzediklerini 1-7 arasi (7 ¢cokéel az benzer olmak tizere) bir rakamla beligmétenmgtir.
Goruldigu gibi bu tablonun bir satir ve bir stitunu fazladir

Cl| C2| C3| C4 cCH
Cl 7 1 5 4
C2 4 3 2
C3 1 2
C4 7
C5

GCOK BOYUTLU OLCEKLEME VE TEMEL ESASLARI

Cok boyutlu dlgcekleme (kisaca MDS) analizi temebdglarak n(n-1)/2 adetbenzerlik/ayrilikbilgisini alir ve bu
bilgiyi az boyutlu uzayda en iysekilde temsil etmeye c¢alr. Veri ihtiyaci marka sayisinin karesine orantil
arttigindann arttikga ¢ok yiksek rakamlara sdbilir. Sekil 1'de bu arty grafik olarak gosterilngtir. Burada da
goruldigl Gzere 10 markadan sonra veri ihtiyact 50’nin fisti20'den sonra ise 200’Un Ustline ¢ikmaktadinndsl
daha az veri ile istenilen dlgekleme mumkin olabBunun icin eksik verileri tahmin igin 6zel birggedird bulunan
bir MDS programi kullanilabilir (Winsberg vd., 2008a da eksik veriler MDS programi 6ncesinde co#tif
(multiple imputation) gibi bir teknik uygulanarakrhamlanabilir (Rubin, 1987).

2 Buradabenzerlikingilizce “similarity”, ayrilik iseingilizce “dissimilarity” kelimelerinin kapnliklari olarak
kullaniimaktadir.
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Sekil 1: Marka/nesne sayisina gorezddendirme miktarindaki asti

Cok boyutlu dlgekleme denilgii zaman dg@rusal regresyon gibi tek bir teknik agilanamalidir. Dgrusal regresyon
denildiginde herkesin anlagh uzun yillardir kabul gérmiien kigik kareler ydntemi ile, ganh bir desisken ve
bagimsiz dgiskenlerin arasinda bir gki bulan, ve matematiksel formilasyonu belli olanyntem anlalir. MDS
teknigi icin ise seneler icinde onlarcagigk algoritma geltirilmi stir. Bunlarin bir kisminin veri girdisi bile farkhd
Temelde bircok MDS algoritmasi, girilen benzerligrileri ile sonu¢ olarak ortaya cikan haritadakbkdinatlar
arasindaki uyumu belirten bir “uyum fonksiyonunwdysal optimizasyon yontemleri ile minimize etmegaisir.
Algoritmalar kullanilan uyum fonksiyonuna ve deydleime (optimizasyon) yontemine gére birbirinderkfdasirlar.
Ayrica kullanilan eniyileme yontemi farkli fangi¢ noktalari icin farkli sonuglar verebilir. Buroblemeyerel
minimumproblemi denir. Gergek global minimumu bulmak igirogramlari farkl rasgele Kangi¢ noktalarindan
baslatmak gerekebilir. Bu makalede anlatilacak Torgersekngini diger algoritmalardan ayiran en énemli nokta
yontemin matematiksel temeli olmasi (tekilgde ayrstirmasi — singular value decomposition SVD) ve lfark
baslangic noktalarina gerek duymamasidir. Ayrica émiye algoritmalari icin bgan belirtimesi gereken
parametreler (6rrgn yineleme sayisi, adim blyiikli, sonlanma kriterleri gibi) Torgersen ydnteminddidniimaz
(Borg ve Groenen, 2005; Cox ve Cox, 2001).

KLAS iK TORGERSON COK BOYUTLU OLCEKLEME TEKN iGi

Kisaca “CMDS” olarak da bilinen klasik ¢ok boyutlugékleme tekrdi, temelleri Young ve Householder'in
ayristirma tekngine (Young ve Householder, 1938) kadar gitse dedta 1958 yilinda Warren Torgerson tarafindan
ortaya atilmgtir. GUniimiizde bu kadar ¢ok dlgcekleme algoritmagurisa da, yaygin kullanilan istatistiki paketlere
giren MDS uygulamalarinda CMDS uygulamasini bulmalmkiin dgildir. Ornegin SPSS paketinde bulunan
ALSCAL ve PROXSCAL seceneklerinde Torgersen algor#imancak minimizasyon algoritmasininslaagic
noktasi opsiyonu olarak verilmektedir.

CMDS uygulamak i¢in en kta girdi olarakn nesnenin birbirlerinden ne kadar uzak @dou gosterem x n bir
ayrihk matrisi gerekir. Ayrilik bilgisi yerine beerlik bilgisi varsa, benzerlik bilgisi ayrilik lgiisine déngtirilmesi
gerekir. Bu ise 6lga tersine gevirerek mimkiin olur. Otgie Tablo 2'deki benzerlik verileri, 6lgekte 7-1,26-5-3,
4-4, 3-5, 2-6 ve 1-7 dénumi yapilarak ayrilik verisine dostartlebilir.

CMDS Algoritmasinin Matematiksel Esaslari
CMDS ybnteminin en dnemli ve temel varsayimi,rbx n matriste bulunan ayrilik bilgisinin nesnelerinazyutiu

uzaydaki haritadaki konumlari arasindaki uzgkldgsru orantili oldgudur (Lattin vd., 2003). Matris simetriktir ve
kdsegen @eleri sifirdir. Ashinda matris simetrik olgundan sadece kégenin Ustiindeki ya da altindaki kisim yeterli
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bilgiyi icerir. Bu tiir yarim matrislere tst kegen (upper diagonal) ya da alg&gen (lower diagonal) da denir. MDS
uygulamalarinda ender olarak simetrik olmayan &ybllgisine de rastlanabilir. Bu durumda dahi tataa alarak
matrisi simetrik hale getirmek mimkindir. Bu matAseéersek gagidaki gibi gosterilebilir.

0 I, O
o, O

A= 0 , 5”. = 5,1 (1)
Oy 0 |

Bu matristeki ayrilik verilerini mutlak uzakhk verne dongtiirmek icin belirlenecek bir katsaylyr eklemek dre
Bu katsayiy! bulmak icin birgok yontem bulunmakladizer Torgersen’in 6nedi(1958) ve “tek-boyutlu altuzay”
(one-dimensional subspace) yontemi bunlar arasewayisidir (Lattin vd., 2003). Bu yonteme gore, iajr

verilerine 2. denklemdeki gibi bulunan sabit birtdey1 eklenir, dyle ki bu katsayi eklenince ayré@rileri 4.

denklemde gosterilen Ucgesitsizligini saglarlar. Asagidaki denklemlerde buylem 6zetlenmtir.

Cc= rlnﬁg(dj — Ok ~0) @)
dij = 5". +C (3
d; <d, +d; bitini, jvekclileri igin sglanir (4)

Bu noktadaA matrisinden lcgensisizligini saslayanD matrisini elde etrgioluyoruz. CMDS'te bir sonrakisama
bu D matrisinden, lizerine tekil ger ayrstirmasi uygulanacak matrisini bulmak olacaktir. Bunun i¢l? matrisine
oncelikle “cifte ortalama” (double centering) olkradlandirilanglemi yapmak gerekmektedir. Cifte ortalangkeimi
icin matrisin her @esinden satir ortalamasini, ve sutun ortalamaskarip, genel ortalamayi eklemek gerelBr.
matrisini elde etmek icifD? matrisini cifte ortalayip gelerini -1/2 ile carpmak gerekir. Denklem 5Bematrisinin
OgelerinderB'yi elde etmek i¢in yapilarsiem dzetlenmektedir.

1 1-d] 1497 1
Tl T a2l
J J

B matrisinin temel 6zelli, bu matrisin bulmak istegimiz koordinat dgerlerini iceren matrislerin i¢ carpimi
olmasidir. YanB = X X' olarak ifade edilebilir. Bu gerge matematiksel ve geometrik olarak ¢ikarimi Tosger
(1958) ve Carrol ve Chang (1970) tarafindan ayrimti¢imde verilmitir. Olgeklemenin sonsamasi ise biB
matrisine tekil dger ayrstirmasi (SVD) uygulamak olacaktir. Bu adim ayricadainraki bélimde anlatilacak olan
temel bilgenler analizi ile CMDS'’in benzer ol@u bir adimdir. Tekil dger ayrstirmasi yapilan simetrik bir matris
asagidaki gibi ifade edilebilir.

2
dic

= 5)

B = UAU'’ ya da (6)
B=UAY2AY 2U' )
X X'

BuradaU 6zvektorleri iceren bir matris v& kdsegen @eleri biylikten kifige dgiru siralanmy olan 6zdgerler olan
matristir. 7. denklemde gorildi gibi aradgimiz koordinatlari icereiX matrisinin bir stitunu (yani o sutuna denk
gelen boyutun koordinatlari) ilgili 6zvektorin, kéuk gelen 6zdgerin karekoki ile carpilmasiyla bulunur.
Ozdeserler, B matrisinin kesin arti (positive definite) olmasurdmunda pozitif olacaktiB matrisinin kesin arti
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olmasi 2. denklemde bulunankatsayisinin ayrilik derlerine eklenmesi durumundagkmacaktir. Ya da gr
CMDS girdisi gergekten (6rigin 2-boyutlu uzaydan hesaplanan) Oklid mesafeederi ise zaten ba katsayisi sifir
cikacaktir veB kesin arti olacaktir. Zaten bu durumda CMDS uygalamereksizdir ¢linkii gnilan koordinatlara
geri dondlecektir. Yanliz uygulanan sayisal yonem{érngin Ozdeerleri ¢ikarmak igin uygulanan “power
method”) ve yuvarlama hatalari bunu miimkiin kilmiatealde 2-boyutlu (ya da herhangi piboyutlu) uzaydan
mesafe hesaplangsa ilk 2 (ya dg) 6zdeser cok biyik geri kalan ise ¢ok kicik veya sifkaciB matrisi kesin arti
degilse, bazi 6zdgerler negatif ¢ikabilir ki bu da koordinatlari hpkken karmgik sayilar kullanmayi gerektirir.
Ama genelde pozitif olan 6zgerler dgerlerine oranla ¢ok biylk olacaktir ki bu da binski bolimde anlatilacak
olan boyutsalliin bulunmasi konusunda kullanilan bir gercektir.

Boyutsallgin Belirlenmesi

CMDS'te ve genelde MDS algoritmalarinda bir 6nemblgem de dgru boyutsallgin ne oldgudur. Sadece ayrilik
ya da benzerlik verileriylesé balanildig icin yapilacak algisal haritada ka¢ boyutun kulizcai hangilerinin
onemli oldgu analiz icin 6nem tamaktadir. CMDS sonuglarina gére 6gdderi kullanarak bu boyutsat
belirlemek mimkiindiir. Daha 6nce de belirfildigibi en mikemmel durumdaA matrisi gercek Oklid
mesafelerinden oluyorsa, Oklid mesafelerinin hesaplandkoordinatlarin boyutsafi ne ise o kadar ¢zger
pozitif digerleri sifir ¢cikmalidir (ya da pozitif 6zgerlere gére ¢ok kiiguk cikmahdir). Bu yoldan harkket
Ozdeserlerinin biylkl@inu kullanarak herhangi bir boyutsallik igin bagum katsayilari (Goodness of Fit - GOF)
gelistirilmi stir. Ozdeserlerin sadece grafine bakmak da yeterli olabilir ama bu uyum indiskeize sayisal bazi
temeller sglar. Mardia (1979) tarafindan onerilen iki kriterdedeerlerin mutlak dgerleri ve kareleri kullanihr.
Buna gorek boyutsallgi icin uyum orani segidaki iki sekilde bulunabilir.

k k
>l >

i=1
- veya

>l >

i=1

(8)

8. denklemdeki katsayilar en fazla 13deni alabilirler bu da boyutsafiin nesne sayisingieolmasi durumunda
gerceklgir. 0.80 genelde iyi bir uyum igin yeterli sayiliEveritt ve Hothorn, 2006). Tabii CMDS vegér veri
analizi tekniklerinin temel amaci verilerin az btyuuzayda temsil edilmesi olduna gére boyutsafiin nesne
sayisina yakin olmasi zaten ideagitthr. Ancak bu katsayilar bize boyutsallik artzkeklenen ilave boyutlarin bize
ne kadar kazang getigdni gostermesi bakimindan énemlidir. Ogire 2 boyutta 0.80 olan uyum orani 3. boyut
eklenince 0.82 oluyorsa bu ¢ok da dnemli bir kazalngayabilir. Burada boyutsallik belirlenmesi, PCAakzinde
kullanilan “Scree” testi ile oldukga benzerlikita Sibson (1979) tarafindan énerilen 2 farkli &ritlaha vardir:

1. [z Kriteri: Pozitif 6zdeerlerin toplami, toplam Ozgerlerin toplamina gt olacak sekilde boyutsallik
secilmelidir.Bu kriter tabii ki bazi 6zderlerin negatif olmasi durumundgeiyarar yoksa uygulanamaz.

2. Buyiklik Kriteri:Mutlak deser olarak en buylk negatif 6zgerden dnemli dlclide biyuk olan pozitif 6zdeerin
sayisina gt olan boyutsallik secilmelidir.

Boyutsallg belirlerken elbette matematiksel hesaplamalardtan elde etfiimiz algisal haritalarin yorumlanabilir
olmasi da 6nemlidir. Boyutsallik biyik de olsa @&in 8) her boyut bize nesneler arasinda anlamli bzgllikleri
belirtiyor olabilir. Ama o6rngin 8-boyutlu bir haritayr gérse§érmek mimkin olmadgh icin 2-boyutlu tim
kombinasyonlarini alarak, 28 ayri harita yapmalegierki bu da ¢ok fazla olacaktir. Dolayisiyla hbisile uyum
orani arasinda bir 6deih bulunmaktadir ve analiz yaparsikiin tecriibesi ve deneyimi burada énemirta

TEMEL B iLESENLER ANAL iZi (PCA)

Temel bilgenler analizi ya da ana bjlnler analizi olarak bilinen, vingilizce Principle Components Analysis
kelimelerinin ba harflerinden esinlenerek PCA olarak kisaltilan ifrekalede de PCA olarak kisaltilacaktir) analizin
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amaci ¢ok boyutlu veriyi az boyutlu uzaya, bilgyi az derecede kaybedegekilde yansitmak olarak 6zetlenebilir.
Faktor analizi ile benzerlikleri olsa da tam ola@ni analiz dgildir ve dnemli farklan vardir (Albayrak, 2006).
Temel bileenler analizinin temel girdisi x p bir veri matrisidir (Tablo 1'de gdsterilen mathsna drnektir). Burada
genelden gozlem sayisinp ise dgisken sayisini belirtir ve genelde sosyal bilimlessarmalarindan’in p’den gok
blyulk oldgu gozlemlenmektedir.

Temel bilgenler analizinin ¢iktisi, girilep desiskenden, en fazlp sayida (ama daha az da olabilir) “temel sl
(Principle Component ya da PC) elde etmektir. Bu tesilesenlerp desiskenin dg@rusal bir fonksiyonu olacak ve
birbirleriyle ilintisiz (uncorrelated) olacaktir.yica ilk temel bilgenden bglayarak sonuncusuna g veri igindeki
degiskenligi agiklama orani buyikten kig# dgsru gidecektir. Temel bikenler analizi yoluyla toplam g@éekenligin
o6nemli bir kismi birkag temel bienle agiklanabilir. Bunun yaninda algisal haritalagesindan ilging bir sonug da
mevcuttur. Buna gore az-boyutlu uzaydaki temelsbitder cinsinden nesneler arasinda Oklid mesaféatekaresi
hesaplanirsa, bu karelerin, orijinal cok-boyutlurideki nesneler arasindaki Oklid mesafelerinin laieile
aralarindaki fark en az olacaktir. Matematikseintéar ile 9. denklemde verilen ifadeyi herhangi bayutsallik icin
minimize eden temel bigenlerdir.

> (d? - dAf) ©)

n
i=1 j=1

Burada dij2 az-boyutlu uzayda temel bjlenler ile hesaplanan mesafelelﬁiij2 ise ¢ok-boyutlu orijinal uzayda

nesneler arasindaki mesafeyi belirtmektedir. Bu uasunda CMDS ile PCA arasindaki 6nemli benzerliéer de
bir tanesidir, ve PCA ydntemini de algisal haritadaa kullanilabilecek bir yontem olmasin&lam matematiksel
bir gerekce szar.

Matematiksel Temeller

ik temel bilgen vektoriine, ilk temel bilgen belirlenirken kullanilacak katsay! vektorimelersek, elde efiimiz
ilk temel bilesen orijinal dgiskenlerimizi talyann x p X matrisi cinsindegdyle ifade edilebilir

z=Xu (20)

Burada elde etmek istegitiniz sonugz vektorindeki dgiskenligi (varyansi) maksimize edecskkilde u vektorini
bulmaktir. Burada iki problem dikkat cekicidir: (1) vektdrindeki dgerleri ¢cok bulyik secerek varyansi sonsuza
dogru biyutmet mimkin olacaktir dolayisiyla vektoriine kisit koymak gerekmektedir, (X) matrisindeki
degiskenler ¢ok dgisik olceklerde olabilirler ve de ortalamalari ¢okkia olabilir bu daz'deki varyansi farkl
degiskenlerin farkli oranda etkilemesine sebep olabilic. problemin ¢6zimiu vektérinin birim uzuniga
getiriimesiyle ¢6zilir, dolayisiylau = 1 kisiti ile bu sorunu gidermek mumkiindir. 2useriki degisik bakis agisi
vardir. Birincisi, X matrisini situn toplamlari 0 olacaiekilde ortalamak, yani @gékenlerin her birinden situn
ortalama dgerlerini ¢ikarmaktir. Bu yontemle yapilan PCA anal&i‘kovaryan$ matrisi Gizerine yapilan PCA
analizi denmektedir. Bu makalede anlatilacak yontemsd, X matrisi standardize edilmektedir, yani hegigdlen
hem toplami 0, hem de karelerinin toplami 1 olagekilde dongturilmektedir. Bunun ydntemi ortalangni
degiskenleri standart sapmalara bolmektir. Bekilde yapilan PCA analizine is&kdrelasyoii matrisi kullanarak
yapilan PCA denmektedir.

Bu noktadan sonra artik matrisinin standardize olgunu varsayagaz. 10. denklemde bulgumuz temel bilgenin
varyans! 1/(n-1u'XX'u olacaktir. AncakX standardize oldtundan 1/(n-2X'X korelasyon matrisR ile aynidir.
Sonugta ilk temel bikgeni bulma problemju sekilde yazilabilir:u vektériiniu'Ru ile belirtilen varyansi maksimize
edeceksekilde veu'u =1 olacaksekilde belirle. Bundan sonraki temel aleri bulmak icin de bu temel bjlen
vektdrinin ilk bulunanlarla ilintisiz olmasi kisgdetirilir ve ayrica ilk bilgen tarafindan agiklanan varyans 6zel bir
yontemle matristen ¢ikartilir. Bglém son bilgeni bulana kadar devam eder.
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Bu problemin ¢6zumu, fazla teknik detaylara girmedematrisinin 6zdger 6zvektdr aygtirmasidir (tekil dger
ayristirmasi). 6. denkleme benzeyen gkilde simetrik bir matris olaR matrisinin 6zdger ve 6zvektorleri bulunur
(bu islemde cgitli sayisal yontemler kullanihr, kapali ¢6zimib®yut ve 3 boyut icin kolay olsa dagdrleri icin
oldukca kargik olup bir polinomun kéklerini bulmay gerektirifdzdegerler biyiikten kiigie gére siralanip tekabiil
eden 6zvektorler de ayni sirada verilipsep bir matris olarR matrisinin ayrtirmasisu seklide ifade edilir.

R =UDU’' aynca D=U'RU (11)
D =diag(4,,4,,---1,) (12)
p

Z,L =p J13

BuradaD matrisi, kdegenlerinde dzderleri bulunduran bir kegen matristir, ve dzderlerin toplamip’'ye ssittir.
Ayrica dzdgerlerin matristeki sirasi blyikten kiggidgrudur. Vurgulanmasi gereken dnemli nokta, korelasyo
matrisinin her zamakesin artioldugu, dolayisiyla 6zdgerlerin ya sifir ya da arti derler olacgidir. Ozdegerlerin
bir kisminin sifir olmasK matrisinin kertesinirp'ye esit olmamasi, yani bazi @akenlerin dgerlerinin dgrusal
kombinasyonu olmasina gladir. Kertep'ye esitse hicbir 6zdger sifir clkmaz.

Burada son ve pratikte dnemli ilkjléem temel bilgenlerin olyturdusu Z matrisini ve temel bilkgenler ile orijinal
degiskenlerin korelasyonlarini veren hjn yikleme matrigt’yi bulmaktir.

Z=XU 14)

F =UDY? (15)

Z matrisinden istedimiz sayida temel bikeni alip (6rngin ilk 2) bunlar algisal haritadave y eksenleri 1. ve 2.
temel bilgenlere denk gelecejekilde gdsterebiliriz. Bu eksenlerin hangi 6zellidedenk geldiklerini anlamak da
algisal harita yapmakta dnemli bgtemdir, bunun icin dé= matrisindeki ilk 2 bilgene denk gelen yiklemeleri her
orijinal desiskene bir vektdr denk gelecejekilde ayni haritada gdsterebiliriz. Biekilde drngin Tablo 1'deki
verileri, 5 bilgisayar markasi birer nokta (natrisinden), 3 dzellik (kolay kurulum, hiz, h&kj ise birer vektor
matrisinden) olmak Uzere algisal haritada gdstkreldukca anlamli bir algisal harita hazirlamluruz.

Boyutsallgin Tespiti

CMDS algoritmasinda oldw gibi temel bilgenler analizinde de kag¢ temel Biain kullanilacg 6nemli bir
konudur. Burada da 6zgerlerden gidilerek, CMDS'te oldw gibi boyutsallik tespiti yapilabilir. PCA ydntentin
temel 6zellgi (korelasyon matrisi kullanilirsa) 6zgkerlerin toplaminin désken sayisinast olmasidir. Hesaplanan
temel bilgenin orijinal verideki toplam dgskenligin ne kadarini yansifi ise,

k

iz (16)

oranindan tespit edilebilir. Bu oran en fazla 1 akig. Boyutsallgin belilenmesinde bu oranin en az belirli bir
degerin Ustinde olmasi kolu getirilebilir (6rnegin 0.70, 0.80). Bunun ginda boyutsallik belirlenmesinde kabul
gérmis 6nemli Ug farkli ydontemden bahsedilebilir.

1. “Scree” Grafigi: Bu yontemde 6zderler blylkten kiigte siralisekilde bir grafge konulur ve biiyuk bir diistin
ardindan gelen duzlukeklinde tarif edilebilecek bir “dirsek” noktasi ara (Cattell, 1966). Bu dirsek noktasi
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Ustiindeki bilgen sayisi esas alinir. Bu yontemin mantrtan bilgen sayisi ile agiklanan varyans ylizdesi arasinda
bir denge kurmaktir. Artan bgen sayisi varyansin artik giderek azalan bir miktaacikliyorsa bu noktada artik
bilesen sayisini arttirmanin anlami yoktur. Bu yontenmindaemli dezavantaji ise siibjektif olmasi ve goddatak
dirsek noktasini ayirt etmenin her zaman mimkiraoiasidir.

2. Kaiser Kurali: Daha 6nce de bahsedigibi toplam 6zdger sayisi dgisken sayisinasétir (kovaryans matrisi
kullanilirsa ise orijinal déiskenlerin varyans toplamingitir). Bu durumda bir bilgen 1'den az bir 6zdere sahipse
varyansa ¥ den az bir katkisi olacaktir (butlingikkenlerin git katkisi oldgu disiinulirse birim katki 1o olur).
Buna gore Kaiser (1959) 1'den fazla 6geles sahip olan temel bilenleri tutmayi 6nerngtir.

3. Horn ProsediriiBilgisayar simulasyon yontemlerinin getiesi ile Horn (1965) tarafindan 6nerilen bu yéntem,
uygulamak icin orijinal verilerle ayni boyutlarahsg, fakat rasgele secilen rakamlardansatubir matris Uretmek
gerekir. Bu rasgele secilmierilere yapilacak PCA sonucu ¢ikan &zeler ile orijinal X matrisine yapilan PCA
sonucu bulunan 6zgerler kasilastirilir ve sonucta kritik dger rasgele analiz sonucu ¢ikan Gzeféerin orijinal
analiz sonucu ¢ikan Ozglerleri ne zaman gegine gore karar verilir. Bu yontem kritik ger olarak her zaman 1'den
fazla bir dger ¢ikaracak ve Kaiser kuralindan daha azéildéutmaya sebebiyet verecektir (Lattin vd., 2003)

ORNEKLER VE “R” PROGRAM KODLARI

Acik kaynakli bir program olan “R” programi Intertieb bedava olarak indirilip Unix ya da Windows &alh bir
isletim sisteminde kullanilabilen bir istatistik pragnidir (R Development Core Team, 2009). Acik kayolakasinin
yanisira, komut satinyla cstligi icin, bir makalede verilen R kodlarinin aynen uggunasi sonucu analizlerin
tekrarint mumkin kilar ve bu yénden SPSS gibi miaféanh programlara akademik gatalarin yayilimasi agisinda
Ustiinlik sglar. Bu ydonden bu makalede verilen érnekler R progiknsunulacaktir.

CMDS ile Ornek Uygulamalar

R programinda CMDS igin dnceden hazirlapimir modil bulunmaktadir. Dolayisiyla bitigiemler “cmdscale”
komutuyla yapilabilmektedir. Ancak bu komutun bikapsiyonu bulunmaktadir. Bunlardan en dnemlisicde
katsayisinin eklenip eklenmemesini kontrol edeniyopsiur. Eklenmemesi secilili anda negatif 6zdrlerin
¢ctkmasi oldukca muhtemeldir ve secilen boyutgallyére birgcok boyutun koordinati hesaplanamaz egram hata
verir. R programinin icinde gelen “Eurodist” verile 6rnek bir CMDS uygulamasi en bagikliyle asagidaki gibi
yapilabilir. “Eurodist” aralarinda Paris, Barcelog&i kentlerin de bulundiu 21 Avrupasehrinin aralarindaki
mesafeyi km. olarak vermektedir. Bekliyle program 20 boyuttta ¢ozimi verec&kparametresi maksimum-1
olabilir), ©6zdegerleri verecek (eig=TRUE), c¢ katsayisini bulup e&sk (add=TRUE), ancalB matrisini
vermeyecektir (x.ret=FALSE).

>cmdscale(eurodist, k = 20, eig = TRUE, add = TREet = FALSE)
Bu islem sonunda R programi c¢ikti olarak, ghrin 20 boyuttaki koordinatlarini, 6zgexleri, ve uyum oranlarini
(goodness of fit, GOF, bkz. Denklem 8) verecel@islindak 20 secildginde uyum oranlari en fazla ger olan 1

cikar, ki bu beklenen bir @erdir. Ancak 6zdgerler incelenerek ayrica hesaplar yapilarak boilugsakarar
verilebilir. Bu drnekte 6zdgerlerin grafgi Sekil 1'de gorilebilir.
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Sekil 1. “Eurodist” verisinden CMDS uygulamasi sonucu ¢ikagederlerin grafgi

Bu grafikten de anlalacasi gibi 4. boyuttan sonra eklenen boyutlarin GOEetllerine ciddi bir katki yapmagh
aciktir. Aslinda verilerin orijinali ikisehir arasindaki diiz gizgi Oklid mesafesgitdir, bu yiizden bu elde efiimiz

grafik dasaldir. Bu grafik ve konu hakkindaki bilgimiz (dinyaryuvarlak olmasi gibi) 3-boyutlu ¢6ziimiin en uygun

oldugu kanaatini verebilir. Amaehirlerin konumlarini her zaman 2-boyutlu haritagtameye aktigimizdan, 2-
boyutlu harita daha anlamli olacaktir. 2- boyuttizigm sehir isimleri saretlenerek Sekil 2'de verilmitir. Su da
unutulmamalidir ki MDS sonuglari yansima ve dondgifdikgen dondiirme) gibi bir takim veri d@tiinleri sonucu
Ozellik kaybetmez, ¢clinkii noktalar arasindaki mésefeyni kalir. Ama dikgen olmayan dondirrgkei mesafeleri
degistirecesinden MDS sonucuna uygulanmamasi gerekir.
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Sekil 2. 21 Avrupasehrinin 2-boyutlu diizlemde gdsterimi.
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PCA ile Ornek Bir Uygulama

PCA uygulamasi icin makalenin gsada Tablo 1'de verilen 5 bilgisayar ve 3 6zglkapsayan matris kullanilacaktir.
R programinda PCA uygulamak ve 2-boyutlu algisal thadikarmak icin prcomp ve biplot fonksiyonlarini
kullanmak yeterli olacaktir. Verileri R programinkutmak icin bir metin dosyasi hazirlamak yeteraaktir (baka
formatlarda da veri okutmak elbette mimkindir). yads ilk satir dgisken isimlerini icermelidir, ilk situn ise
nesne isimlerini. Arada herhangi birghek karakteri olabilir. Verilerin “comp.txt” isimlibelgelerim klasériinde bir
dosyada oldgnu varsayarsak sagidaki islem verileri okutup, sonra gérmemiz amaciyla ekrgaasitacaktir.

> comp<-read.table("comp.txt")
> print(comp)
KK HZ AG

Ci1527

C2356

C3445

Ca4724

C5113

Bundan sonra PCAslemi uygulanabilir. Burada aslinda hergd#enin 6l¢egi aynidir ve standardizasyona gerek
yoktur. Standardizasyon sec¢gnsecilmezse PCA otomatik olarak kovaryans matrisiggulanmg olur. Asagida
standardizasyon secdiieile PCA uygulamasi ve c¢iktisi gortlmektedir. Buratidandard deviations” olarak
verilenler 6zdgerlerdir ve toplamlari dgsken sayisinasdtir (burada 3). “Rotation” olarak verilen matrig\iektor
matrisidir, ve standardize edilgniorijinal desiskenlerin hangi sayilarla carpilarak temel fdelerin olyacaini
belirtir. Bazi programlarda “component scores” dtadla verilir. “Summary” fonksiyonuyla verilenleresizdgerler,

ve Ozdgerlerin karesinin toplam d@gken sayisina oraniyla bulunan varyansin aciklannaaio(proportion of
variance) ve son olarak birikimli orandir. Buradaigdigu gibi ilk iki temel bileen toplam dgiskenligin % 85'ten
fazlasini agiklar.

> comppca<-prcomp(comp, scale=TRUE)
> print(comppca)

Standard deviations:

[1] 1.2482409 1.0000000 0.6647516

Rotation:

PC1 PC2 PC3
KK -0.3583553 -8.620690e-01 -0.3583553
HZ -0.6095748 5.067910e-01 -0.6095748
AG -0.7071068 -2.767968e-16 0.7071068
> summary(comppca)
Importance of components:

PC1 PC2 PC3

Standard deviation  1.248 1.000 0.665
Proportion of Variance 0.519 0.333 0.147
Cumulative Proportion 0.519 0.853 1.000

Son olarak temel bijenlerin hesaplanmak istenmesi durumunda predidsfganu kullanilabilir. Bu fonksiyon ile
hesaplanan gerler ayrica daha dnce verilen dzvektorler ve maljiverilerin standardize edilmesi ile ayrica peogr
disinda da hesaplanabilir. s&g1da birinci temel bilgenin elde edilmesi gosteriimektedir. Burada gorgldigibi

birinci bilesenden en yiiksek skaZ5 markasi tarafindan en gik ise C2 markasi tarafindan alingtr. Aslinda
Ozvektorlerdeki katsayilar eksi olgundan buC5in misterilerden daha k6tiC2nin ise daha iyi dgerlendirmeler
aldigini gésterir. PCA sonuglari yorumlanirken bu hugastikkat edilmelidir.

> predict(comppca)[,1]
Ci1 C2 C3 C4 5C
-0.7579082 -1.1030981 -0.4451705 0.2632098 26AP9
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Yukarida gosterildii gibi birinci temel bilgen ¢ikarildiktan sonra ikincisi de ¢ikarihp bunkar 2-boyutlu haritada
gosterilirse bir 2-boyutlu algisal haritasoius olur. Ayrica temel bilgenlerin &zelliklerle olan korelasyonlari
(bilesen yuklemeleri ya da component loadings) da ayritautk birer vektor olarak gosterilirdgiplot olarak bilinen
bir harita olymus olur. Bu haritay elde etmek icin de R programindavoot bir prosedir kullanilabilir. gagidaki
komutlaSekil 2'deki haritay! elde edebiliriz.

> biplot(comppca, col=c("gray", "black"))
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Sekil 2. Bilgisayarlarin ilk iki temel bilgen sonuclari ve 6zellikler ile korelasyonlari (vikolarak), ayni 2-boyutlu
harita Gzerinde gdsterimi.

Burada gorilebilen vektlerin gostegtliyone en yakin olan bilgisayarlarin o 6zellik limden yiksek puan algi
olmalaridir. Orngin, hiz yonine en yaki62, hizdan en yiiksek derlendirmeyi almy, C5ise en az dgerlendirmeyi
almistir. Vektore dik birbirine paralel cizgiler diinlirsekC5 ve C2nin pozisyonlari daha acik agliacaktir. Ayrica
harita bilgisayarlarin birbirine nispi uzakliklariorijinal 3-boyutlu uzaydakilere en yakigekilde gdstermeye
calismistir (bkz. denklem 9). Buna iki 6rnek vermek gerekistandardize dilrgi5 x 3 orijinal veri matrisinden Oklid
mesafeleri hesaplanginda en yakin olan ¢if€2 ve C3 ‘Un birbirlerine olan uzakfn 0.956'dir. PCA tarafindan
verilen iki bilesenli uzayda ise en yakin iki bilgisayar markasieg€@ ve C3'tiir ve aralarindaki mesafe 0.985'tir. En
uzak bilgisayarlara bakarsak, 3-boyutlu uza@aC5 cifti arasindaki mesafe 3.180 iken az-boyutlu uza@.213
olmustur. Butiin mesafaler hesaplanip az-boyutlu uzay ¢idé-boyutlu uzay arasindaki korelasyon katsayisi
bulundigunda ise 0.94 ortaya ¢ikar. Katsayinin karesimsal, agiklanan varyans mesafeler cinsinden % &lol
ortaya ¢ikar. Bu da PCA tarafindan raporlanan geder ile bulunan sonuca (% 85) oldukga yakindir.

SONUC

Klasik 6lcekleme olarak da bilinen Torgersen dleekésinde amag x n benzerlik (ya da ayrilik) bilgisinden,x k
bilyukligiinde bir matrisle verilenk(< n olmak Uzere), ve bu ayrilik bilgisini aiwrdusu distinilen az boyutlu
uzaydaki koordinat derlerine ulamaktir. Az boyutlu uzayin iki-boyutlu olgu durumda, bu koordinatlar bir
haritada gOosterilebilir dolayisiyla bir algisal it@relde edilm§ olur. Bu Olcekleme metodundaki en 6nemli
matematiksel adim tekil ger ayrstirmasi (SVD) adimidir. PCA yontemi ise CMDS'tenkfarolarak birn x n
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matrisi deil, n x p (geneldep < n olmak Uzere) matrisi alir ve bu matristeki bilglaha az déskenle temsil etmeye
calgir. Bu anlamda iki yontem de ¢ok boyutlu uzaydanbalyutlu uzaya veri indirgenmesini en az veri kil
sazlamak icin @rasir. PCA yonteminde de SVD adimi 6nemli bir adimahcak bu SVD, CMDS'te oldiu gibi 6zel
bir yontemle (katsayr ekleme ve cifte ortalama almdagistirilen ayrilik bilgilerine dgil, n x p matrisinden
hesaplanan korelasyon matrisine uygulaikr.ydntem arasindaki benzerlik sadece SVD adimsytarli degildir.
Boyutsallgin belirlenmesinde 6zderlerin kullaniimasi da benzerliksta

PCA yonteminin CMDS yontemine 6nemli bir avantaji,ylbbarin yorumlanmasinda bglen yuklemelerinin
kullanilabilmesidir. Ayrica PCA’da veri ihtiyaci dalaz ve dgisken sayisina dwu orantili artarken CMDS'te nesne
sayisinin karesiyle @gou orantili artarrf ve p’nin aldigi 6zel dgerlere bgli CMDS veri ihtiyaci da daha az olabilir).
Ancak CMDS'te farkliliklarin dl¢tilmesi icin belli géskenlerin dnceden belirlenmesi gerekmez, PCA'da hangi
Ozelliklerin miterilere sorulaganin belirlenmesi icin “pretest” yapmak ya da uzngirisi almak gerekebilir,

ybénden CDMS, PCA'ya gore daha avantajlidir.

Bu makalede, CMDS ve PCA, faydal birergnana yontemi olarak, teorik esaslar ve pratik uggwa hususlarina
deginilerek, sosyal bilimlerden agarmacilara sunulmaya callmistir. Ayrica makalenin bir bka amaci da agik
kaynak istatistik programlarinin kolay kullanilabite diger istatistik programlarina alternatif olglinu gostermek ve
sosyal bilimler kullanicilarina varliklarini haatiak olmugtur.
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