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Ozet: Oklid geometrisi kapsaminda {iggen konusu ile ilgili galismalarda énemli bir yere sahip olan Gergonne noktast,
licgenin i¢ teget ¢emberinin kenarlara degdigi noktalar ile karsi kdseleri birlestiren dogrularin kesisim noktasi olarak
tanimlanmaktadir. Bu ¢aligma, kapsamli bir literatiir taramasindan hareketle, Gergonne noktasinin diizlemdeki farkl
noktalarla arasindaki uzaklik iligkilerini incelemeyi ve bu baglamda yeni geometrik bagintilar ortaya koymay1
amagclamaktadir. Calismanin ilk asamasinda, Gergonne noktasinin {iggenin koselerine olan uzakliklarma iliskin
hesaplamalar elde edilmistir. Bu siiregte, Gergonne noktasi ile diizlemdeki herhangi bir nokta arasindaki uzakliga
yonelik daha genel bir bagint1 tespit edilmis s6z konusu bagnt1 teorem hélinde sunularak ispatlanmigtir. Bu sonugtan
yararlanilarak, Gergonne noktasinin koselere olan uzakliklari ile iicgenin kenar uzunluklari arasinda yeni bir baginti
kurulmus ve bu nicelikler arasinda anlamli bir iligki elde edilmistir. Calismanin ilerleyen bdliimlerinde, 6zel bir tiggen
sinifi olarak dik iiggenler ele alinmis ve dik iiggenlerde Gergonne noktasina iligkin 6zgiin bagintilar ortaya konmustur.
Son olarak, Gergonne noktasi kullanilarak dik {iggenler i¢in alternatif bir alan formiilii tiiretilmistir. Bulgular
sunulurken, deneysel gozlemler ve geometrik ¢ikarimlar yoluyla elde edilen varsayimlar sistematik bigimde ele
alinmig ardindan bu varsayimlar dogrudan ispat yontemi ve algoritmik adimlar kullanilarak kanitlanmistir. Elde edilen
sonuglar, Oklid geometrisine iligkin literatiire yeni katkilar sunarak Gergonne noktasinin genel ve dzel durumlar igin
6zglin sonuclar ortaya koymaktadir.

Anahtar Kelimeler: Gergonne Noktasi, i¢ Teget Cember, Dik Uggen

Different Perspectives on the Gergonne Point in a Triangle and the Construction of New
Properties

Abstract: In Euclidean geometry, the Gergonne point, which holds a significant place in studies related to triangles,
is defined as the intersection point of the points where the inscribed circle of the triangle touches the sides and the
lines connecting the opposite vertices. This study aims to examine the distance relationships between the Gergonne
point and different points in the plane, based on a comprehensive literature review, and to establish new geometric
relationships in this context. In the first stage of the study, calculations regarding the distances of the Gergonne point
to the vertices of the triangle were obtained. In this process, a more general relationship for the distance between the
Gergonne point and any point in the plane was identified and proven by presenting this relationship as a theorem.
Using this result, a new relationship was established between the distances of the Gergonne point to the vertices and
the side lengths of the triangle, and a meaningful relationship was obtained between these quantities. In the later
sections of the study, right triangles, as a special class of triangles, are considered, and original relationships regarding
the Gergonne point in right triangles are presented. Finally, an alternative area formula for right triangles is derived
using the Gergonne point. In presenting the findings, assumptions obtained through experimental observations and
geometric inferences are systematically addressed, and then these assumptions are proven using direct proof methods
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and algorithmic steps. The results offer new contributions to the literature on Euclidean geometry, revealing original
results for both general and specific cases of the Gergonne point.

Keywords: Gergonne Point, Incircle, Right-Angled Triangle

1. Giris

Matematik; aritmetik, cebir, geometri gibi say1 ve 6l¢ii temeline dayanarak niceliklerin 6zelliklerini inceleyen bilimlerin
ortak adidir. Geometri ise bireylerin matematiksel diisiinmesini kolaylastiran ve geometrik sekilleri kullanarak bireylerin
¢Oziime ulagmasini saglayan bir bilim dalidir. Soyut bir disiplin olarak gdriilen matematigin, somut yoniiniin en iyi fark
edilebildigi bir alanidir. Bunun disinda giinliik yasam problemlerini ¢cézmede ve bilim, sanat gibi farkli disiplinlerde
kullanilmaktadir (Hizarci, 2004).

Geometri alaninda simdiye kadar yapilmis ¢aligmalarda tiggenlerdeki 6zel noktalar ve merkezler biiyiik 6nem tagimistir.
Venema (2006) ¢alismasinda; klasik iiggen merkezlerinin tanimlamasini yapip agik uglu problemler ortaya koymustur.
Literatiirde bir liggenin agirlik merkezi, i¢ teget cemberin merkezi, diklik merkezi, gevrel gemberin merkezi, vb. ¢ok fazla
sayida merkez tanimlanmistir (Akyar ve Akyar, 2016).

Sastry (2000) galismasinda; {iggenin i¢ noktalarmin bilinen 6zellikleri ile liggenin kenarortay: ile iiggenin diger bir
kenarint karsi kose ile birlestiren dogru pargasmin iiggenin Gergonne noktasinda kesistirilmesi yoluyla Heron
iicgenlerinin iiretilmesini vermistir.

Bir iiggende i¢ teget ¢emberin kenarlara degme noktalar: ile karst koseleri birlestiren dogrularin kesisim noktasina
Gergonne noktasi denir ve genellikle G, ile gosterilir. Bu nokta, klasik iggen merkezleri arasinda yer almakta olup adin1
Fransiz matematik¢i Joseph Diaz Gergonne’dan almaktadir (Queiroz Filho, 2016). Gergonne noktasi uzun siiredir
geometri literatiiriinde ilgi géren 6zel noktalardan biri olarak kabul edilmektedir.

Gergonne noktasi iizerine yapilan ¢aligmalar incelendiginde, bu noktanin farkli geometrik baglamlarda ele alindig:
gortlmektedir. Queiroz Filho (2021), Gergonne noktasinin {iggen diizlemindeki herhangi bir noktaya olan uzakligini
veren metrik bir bagnti elde etmis ve bu bagintiy1 geometrik teoremler yardimiyla ispatlamistir. Bu yaklagim, Gergonne
noktasinin yalnizca konumsal bir merkez degil, diizlemdeki noktalarla &lgiisel iligkiler kurabilen bir yapi olarak
incelenebilecegini gostermektedir. Jurkin ve Simi¢ Horvath (2023) ise Gergonne noktasini izotropik diizlem baglaminda
ele alarak bu noktaya bagl bazi egrileri incelemis ve 6zelliklerini arastirmistir. Benzer sekilde Kati¢ Zlepalo ve Jurkin
(2018), ayn1 gevrel cembere sahip iicgenlerden olusan bir liggen ailesinde Gergonne noktalarinin geometrik yerini
incelemis ve bu yerin cebirsel nitelikte bir egri oldugunu gostermistir. Bu ¢aligmalar, Gergonne noktasmnin dinamik ve
kuramsal yonlerini ortaya koymakla birlikte, icgenin kenarlar1 ve koseleri ile dogrudan kurulan metrik bagintilar iizerine
siirli sayida sonucun bulundugunu géstermektedir.

Bu ¢alismada Gergonne noktasinin metrik 6zellikleri sistematik bicimde incelenmistir. Ik asamada Gergonne noktasinin
ii¢genin kdselerine ve i¢ teget cemberin kenarlara degme noktalarina olan uzakliklari hesaplanmis; ardindan Gergonne
noktasinin diizlem iizerindeki herhangi bir noktaya olan uzakligina iliskin genellestirilmis bir baginti elde edilmistir. Elde
edilen bu sonug kullanilarak Gergonne noktasinin koselere olan uzakliklari ile {iggenin kenar uzunluklari arasinda yeni
iligskiler kurulmustur. Ayrica dik iiggen 6zel durumunda Gergonne noktasina iligkin yeni metrik bagintilar tiiretilmis ve
Gergonne noktasindan yararlanilarak dik tiggenin alanini veren bir baginti ortaya konmustur.

Bu ¢ergevede galigmanin temel amaci, Gergonne noktasi araciligiyla elde edilebilecek yeni bagintilari ortaya koymaktir.
Bunun yaninda elde edilen sonuglarin, ileri diizey geometri problemlerinde ve 6zellikle 6zel noktalara dayali ¢oziim
yaklagimlarinda kullanilabilirliginin gosterilmesi hedeflenmektedir. Caligma, tiggenin klasik merkezlerinden biri olan
Gergonne noktasiin metrik agidan daha kapsamli bigimde ele alinmasina katki saglamay1 amacglamaktadir.

1.1. Temel Tanim ve Kavramlar

Calisma boyunca ve ozellikle ispat asamalarinda kullanilacak olan temel tanim, teorem ve kavramlar bu bélimde
tanitilacaktir.

Gergonne Noktasi: Bir ABC tiggeninde i¢ teget ¢emberlerin degme noktalari ile iggenin koselerini birlestiren dogrular
ayni noktada kesisirler ve bu nokta Gergonne Noktasi olarak adlandirilir. ABC ii¢genine ait i¢ teget cember, D, E ve F i¢
teget cemberin kenarlara degme noktalari, ABC licgeninin gevresi 2s olmak tzere; [AD], [BE] ve [CF] dogrularinin kesim
noktas1 Gergonne Noktasidir. Bu durum Sekil 1. de gdsterilmistir.
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A

B D C
Sekil 1.

Menelaus Teoremi: ABC bir tc¢gen ve D, E, F noktalar1 sirasiyla BC, CA, AB dogrulan iizerinde olsun. D, E, F
|BD| |CE| |4F| _

noktalarinin dogrusal olmasi igin gerek ve yeter kosul |CD‘ ‘AEl ‘BF‘ olmasidir (Kiipeli, 2013).
Stewart Teoremi: ABC bir t¢gen ve D, [BC] dogru pargasi iizerinde herhangi bir nokta olmak {iizere,
2
» |AB| -|DC|+|AC| -|BD
|4D)| _ 1481 Lg |—\BD|-\DC\
| | dir (Sahin, 2013).
Ceva Teoremi: ABC bir Ucgen ve D, E, F noktalar1 sirasiyla BC, CA, AB dogrular tizerinde olsun. AD, BE, CF
dogrularmin bir noktadan gegmesi igin gerek ve yeter kosul

|BD| |CE| |4F]| _
|cD| |4E| |BF|
olmasidir (Sahin, 2013).

2

Ortay Uggen: ABC bir iiggen ve D, E, F noktalar1 sirastyla BC, CA, AB dogrularinin kenarlarmin orta noktalar1 olsun.
DE, EF, FD dogru pargalarinin birlestirilmesi ile olusan tiggene ABC {iggeninin ortay tcgeni denir.

ic Teget Cember: Bir iggeninin i¢ bélgesinde bulunan ve ti¢genin kenarlarina teget olan gembere liggenin i¢ teget gember
denir. I¢ teget cemberin merkezi, licgenin i¢ agiortaylarinin kesim noktasidir (Sahin, 2013).

Dis Teget Cemberler: Bir liggeninin dis bolgesinde bulunan ve {iggenin kenarlarina teget olan ¢gemberlere liggenin dis
teget ¢emberleri denir. Dis teget gemberin merkezi, liggenin bir kdsesine ait i¢ aciortay ile diger koselerine ait dis
agiortaylarin kesim noktasidir. Bir {iggenin ii¢ tane dis teget gemberi vardir (Sahin, 2013).

2. Materyal ve Metot

Caligmaya ilk olarak konu se¢imi yapilarak baslanmistir. Bu konu Gergonne Noktasi olarak belirlenmistir. Sonrasinda
Gergonne Noktasi ile ilgili daha 6nce yapilmis ¢alismalar incelenmistir. Daha sonra hem kagit-kalem ile hem de bilgisayar
ortaminda iicgen ¢izimleri yapilarak ¢esitli denemeler ve gézlemler yapilmis ardindan bazi iddialar ortaya atilmis ve bu
iddialar ispatlanmistir. Bundan sonra daha 6zel tiggenler iizerinde ¢aligmalar yapilmasina karar verilmis ve dik iicgenler
iizerinde yapilan ¢aligmalar baglamistir. Bu agamada daha dnce elde edilen bulgular kullanilarak cesitli ¢izimler {izerinde
yeni dzellikler elde edilmis ve ispatlanmistir. Ispat asamalarinda dogrudan ispat yéntemi, yapilan ¢izimler sirasinda FX
Draw programi, matematiksel ifadeleri yazimi sirasinda ise MathType uygulamalar: kullanilmistir.
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3.Bulgular

Bu boliimde iiggenin i¢ teget ¢emberinin kenarlara degme noktalari ile koseleri arasinda kurulan uzaklik iligkisi
verilmistir.

Teorem 3.1. ABC bir liggen ve ABC {i¢geninin i¢ teget gemberinin [BC], [CA] ve [AB] kenarlarina teget oldugu noktalar
sirastyla D, E, F olsun. |AB| =c |BC| =a |CA| =b olup, tcgenin gevresi 2s ile gosterilsin. Bu durumda
|AF|=|AE|=5-a

|BF|=|BD|=s-b

|CD|=|CE|=5s-c
dir.

Ispat: ABC iiggenine ait i¢ teget cember ve i¢ teget gemberin kenarlar degme noktalar1 degme noktalar1 ve [AD], [BE]
ve [CF] dogrulari Sekil 2. de gosterilmistir.

A

Sekil 2.

|AB| =C, |BC| =a |CA| =b olup, Uggenin cevresi 2s ile gosterilsin. Ayrica ¢gemberde teget 6zellikleri kullanilarak,

|AF|=|AE| [BF|=|BD| ¢ [CD|=|CE| cgittikieri goriilebilir.

|AF|:|AE|: X |BF|:|BD|:C_X, |CD|:|CE|:b_X denilirse,
C—X+b—-x=a
c+b=2x+a

c+b+a=2x+2a

2s=2(x+a)
S=X+a

elde edilir. Boylece,
|AF|=|AE|=s-a
|BF|=|BD|=5s-b
|CD|=|CE|=s-¢

oldugu ispatlanmis olur.

Bu boliimde, liggende Gergonne Noktast ile i¢ teget gemberlerin kenarlara degme noktalar1 arasindaki uzakliklar ve
koseler ile Gergonne Noktasi arasindaki uzakliklar arasinda kurulan iligkiler verilmistir.
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Teorem 3.2. ABC bir liggen ve ABC {i¢geninin i¢ teget gemberinin [BC], [CA] ve [AB] kenarlarina teget oldugu noktalar
sirastyla D, E, F olsun. ABC {iggeninin Gergonne noktasi Ge olmak tizere,

|AG,| _ a(s-a)

i [G.D]  (s—b)(s—¢)
IBG,|  b(s—b)

i. |G.E| (s—a)s-c)
ICG.| _  c(s-0)

ii. |G.F|  (s—a)(s—b)

bz(s—b)+cz(s—c)_(s_b)(s_c)

|AG,|=a(s-a) \/ a
a(s—a)+(s—b)(s—c)

iv.

b?(s—b)+c*(s—c) (5-b)(s-0)

N P
G.D|=(s—-b)(s—¢) a(s—a)+(s—b)(s—c)

V.
1AG,|[6,D| - a(s—a)(s—b)(s—c) 2(bz(s—b)+cz(s—c)_(S_b)(s_c)j
vi. (a(s—a)+(s—h)(s—c)) a
AG| _ a(s—a)
vii. |AD| a(s—a)+(s—b)(s—c)
GO (s-b)s—¢)
viii. |AD|  a(s—a)+(s-b)(s—c)

dir.

Ispat (i) : ABC iicgeninde G Gergonne noktasi olsun. Uggenin kenar uzunluklar sirasiyla a, b, ¢ ve gevresi 2s olmak
tizere, |AF|=|AE|=s-a |BF|=|BD|=s-b ¢ [CD|=[CE|=5-C

Sekil 3.

Sekil 3. de gosterilen ADC iiggeninde Menelaus Teoremi uygulanirsa,
[BD| |CE| |AG,| _
[BC] [EA [G.D]
s-h s-c '|AGe| _1
2s-b-c s-a |G,D|
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s—b s—c |AG,| _
a s-a|GD|

|AGe|_ a(S—a)

G,D| (s-b)(s-c)

elde edilir.

(i) ve (iii) de benzer sekilde ispatlanabilir.

(iv) : Sekil 3. de gosterilen ABC tiggeninde AD dogrusuna gore Stewart teoremi uygulanirsa,

Sekil 4.
2 2
|AD|Z _ b*(s—b)+c°(s-c) _(s—b)(s-c)
a 1)
[IAGeI __a(s-a) J
olur. Ayrica (i) de |GED| (s—-b)(s-c) elde edilen sonuclardan hareketle, bir k pozitif reel say1s1 igin,
|AG,|=a(s-a)k )
IG,D|=(s—b)(s—c)k ©)
olup,
|AD|=a(s—a)k +(s—b)(s—c)k =k-[a(s—a) +(s—b)(s—c)] ()
olur. Bu degerler 1 esitliginde yerine yazilirsa
2 2
K2 -[a(s—a) + (s —b)(s—C) =2 (S‘b);rc (=9 _(s—b)s—c)
olup
2 2
b (s—b);c (s—c) _(s—b)(s—c)
2 _
~ [as-a)+(s-b)(s—o)F
2 2
\/b (s—b);rc (5-9) _ (s _p)(s—0)
B a(s—a)+(s—b)(s—c) 5)
elde edilir. 5 esitliginde elde edilen deger (2) de yerine yazilirsa
|AG,|=a(s-a)k
2 2
\/b (5-D)+¢" (=) (¢ _pys_g)
|AG,|=a(s-a) a
a(s—a)+(s—h)(s—c)
(6)
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elde edilir.

|G,D| = (s—b)(s—c)k)

(v) : 2 ve 5 esitliginde elde edilen degerler 3 esitliginde ( yerine yazilirsa
g g

bz(s—b)+cz(s—c)_(S_b)(s_c)

Cemof
[G.D[=(s—b)(s—¢) a(s—a)+(s—b)(s—c)

.
oldugu gosterilmis olur. "
(vi) : (6) ve (7) de bulunan esitlikleri ¢arpalim.
4G, 16,D]=
\/bz(s—b)+cz(s—c)_(S_b)(s_c) \/bz(s—b)+cz(s—c)_(S_b)(s_c)
a(s—a) a -(s=b)(s—c) a
a(s—a)+(s—b)(s-c)] a(s—a)+(s—b)(s-c)]
bz(s—b);rcz(s—c)_(S_b)(s_c)
—a(s—a)(s—b)(s—
e ae=b)e=e) (a(s—a)+(s-b)(s-c))’
=a(S_a)(s_b)(s_c)bz(s—b)+cz(s—c)—a(s—b)(s—c)
a(a(s—a)+(s—b)(s—c))2
_ ab’(s—a)(s—b)?(s—c)+ac’(s—a)(s—b)(s—c)* —a*(s—a)(s—b)*(s—c)*
a(a(s—a)+(s—b)(s—c))2
olup
1AG,-6,D)- a(s—a)(s—b)(s—c) (bz(s—b)+c2(s—c)_(S_b)(s_c)]
T (a(s-a)+(s-b)(s—c))’ a .
elde edilir.
(vii) : 2 ve 4 esitlikleri kullanilarak
IAG,| a(s—a)k ~ a(s—a)
AD| k-[a(s—a)+(s—b)(s—c)] a(s—a)+(s—h)(s—c)
|AD| ©)
elde edilir.
(viii): 3 ve 4 esitlikleri kullanilarak
G.D (s—=b)(s—c)k (s—b)(s—c)
.D] _ _
|AD|  k-[a(s—a)+(s—b)(s—c)] a(s—a)+(s—b)(s—c) (10)
elde edilir.

Bu iddiada Gergonne Noktas1’yla diizlem iizerindeki herhangi bir nokta arasindaki uzaklik iiggenin kenar uzunluklarma
ve ¢evresine bagli olarak bulunacaktir.

Teorem 3.3. ABC bir tiggen, Ge, ABC liggeninin Gergonne noktast ve P, herhangi bir nokta olsun. Bu durumda
_|PA]" (s -b)(s—c)+|PB[ (s—a)(s—¢c) +|PC[’ (s—a)(s - b)
a(s—a)+(s=h)(s-c)
__a(s-a)(s—b)(s—c) (1+ bz(s—b)+cz(s—c)—a(s—b)(s—c)J
dir.

a(s—a)+(s—h)(s—c) a’(s—a)+a(s—b)(s—c)

PG,[
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Ispat: ABC bir licgen, Ge , ABC iicgeninin Gergonne noktasi ve P, herhangi bir nokta olsun. Ilgili durum Sekil 5 de

gosterilmistir.

Sekil 5.
BPC iiggeninde Stewart teoremi uygulanirsa
2 2
|PD|2 _ |PB| (s—c)+|PC|" (s—b) L (s-b)(s—0)
a (1)
olur. APD tiggeninde Stewart teoremi uygulanirsa,
2 2
|PGe|z:|PA| |G,D|+|PD| |GeA|—|AGe|'|GeD|
AD]
PG| =|PAI"- G.0) +|PD[*- [AG| ~|AG,|-|G,D|
|AD| |AD| (12)
olur. 12 esitliginde 8, 9 ve 10 esitlikleri yerine yazilirsa
2 2
PG, [} =|pAl —(E=D)=0) {'PB' (s=0)+|PC| (s=b) —(s—b)(S—c)] als-a)
a(s—a)+(s—b)(s—c) a a(s—a)+(s—b)(s—c)

b?(s—b)+c?(s—c)—a(s—b)(s—c)
a(a(s—a)+(s—b)(s—c))2
__PAFs-b)s-0)  [PB[(s-a)s-¢)  [PC[(s-a)s-b) _ a(s—a)(s—b)(s—c)
a(s—a)+(s—-b)(s-c) a(s—-a)+(s—-b)(s-c) a(s—a)+(s—b)(s-c) a(s—a)+(s—bh)(s—c)
b?(s—b)+c*(s—c)—a(s—b)(s—c)
a(a(s—a)+(s—b)(s—c))2
_|PAP (s—b)(s—c)+|PB[ (s-a)(s—c) +|PC| (s-a)(s—b)
- a(s—a)+(s—b)(s—c)
a(s—a)(s—h)(s—c) 1+bz(s—b)+c2(s—c)—a(s—b)(s—c)
a(s—a)+(s-h)(s-c) a’(s—a)+a(s—h)(s—c)
bulunur.

—a(s—a)(s—h)(s—c)

—a(s—a)(s—b)(s—c)

Bu bolimde, Gergonne Noktasinin {iggenin koselerine olan uzakliklart ve kenarlar arasinda elde edilen baginti

verilecektir.

Teorem 3.4. ABC bir licgen ve ABC (icgeninin Gergonne Noktasi Ge olsun, |BC|=a, |CA|=b, |AB|=C ve
a+b+c s
2 olmak izere,
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G.Al (s—-b)(s—¢) N IG.B[ (s—a)(s—c) N G.Cl (s—a)(s=b)  a(s—a)(s-b)(s—c)
a(s—a)+(s—-b)(s-c) a(s—a)+(s—b)(s—c) a(s—a)+(s—b)(s—c) a(s—a)+(s—b)(s—c)

C ma)@s=0-09Y e e
“fas_a)+ s b)s-op © DeTPE

dir.

Ispat: 3.3 boliimiinde elde edilen esitlikte P = Ge olarak alinirsa |PGe| =0 olup
|PAI* (s—b)(s—c) N PB[’ (s—a)(s—¢) . IPC[ (s—a)(s—b)  a(s—a)(s—b)(s—c)

a(s—a)+(s—-b)(s-c) a(s—a)+(s—b)(s—-c) a(s—a)+(s—b)(s—-c) a(s—a)+(s—Db)(s—c)

 sma)@s—0-0%) . v e
[a(s—a)+(s—b)(s—CO)F (s—a)(s—b)(s-c)

G

olur. Bu esitlikte P yerine

GAl" (s—b)(s—c) N G.B|" (s—a)(s—c) N G.C[ (s—a)(s-b)  a(s—a)(s—b)(s—c)

e yazilirsa

a(s—a)+(s—b)(s—c) a(s—a)+(s—b)(s—c) a(s—a)+(s—b)(s—c) a(s—a)+(s—b)(s—c)
__(s—a)as—(b—0c)) v
“Ta_a)+ (b -of & DETPE=)

esitligi elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Bu bolimde bir dik iiggende Gergonne Noktasi ile ilgili elde ettigimiz bagintilar ortaya konulacak ve ispatlanacaktir.

Teorem 3.5. ABC bir dik iicgen ve m(BAC) =90" gjsun. |BC| =a |CA| = b, |AB| =C 2s=a+b+c, ABC iicgeninin

Gergonne noktasi Ge ve [BC] Uzerindeki bir D noktasi i¢in [AD], Ge den gegen bir dogru pargast olmak tizere,
|AG,| _a
i |Ge D| S
|AD| _s+a
i. D] s

dir.

Sekil 6.

Ispat: ABC dik licgeninde G, noktasindan gegen [BE] ve [CF] dogru pargalarini ¢izelim ve ilgili kenar uzunluklarini
iicgenin kenar uzunluklar1 ve yari ¢evresi cinsinden yazalim.
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Sekil 7.

[AG.| __a(s-a)
|Ge D| (s-b)(s—¢) oldugu zaten bulunmustu. Ayrica ABC iiggeninde Pisagor Teoremi kullanilirsa,

a’=b’+c?
[(s—b)+(s—c)f* =[(s—a)+(s—C)] +[(s—a) + (s —b))’

(s=b)?+2(s—b)(s—c)+(s—c)’ =(s—a)’* +2(s—a)(s—c)+(s—c)* +(s—a)* +2(s—a)(s—h) + (s—b)’
2(s—b)(s—c)=(s—a)*+2(s—a)(s—c)+(s—a)’ +2(s—a)(s—h)
2(s—b)(s—c)=(s—a)[(s—a)+2(s—c)+(s—a)+2(s-D)]
2(s—b)(s—-c)=(s—a)[s—a+25s—-2c+s—a+2s-2b]
2(s—b)(s—c)=(s—a)[6s—2a—2b—2c]
2(s—b)(s—c)=(s—a)[6s—4s]

2(s—b)(s—c)=(s—a)2s

_ (-3 1

(s=b)(s-c) s
bulunur. Bu deger yerine yazilirsa,

AG.| __ a(s-a)

IG,D| (s—b)(s—c)
elde edilir.

=a

1l a
s s

|AGe| _a
i [G.D| s

esitliginin her iki yanina 1 eklenirse,

G.D| s (13)
elde edilir.

Teorem 3.6. Teorem 3.7. ve Teorem 3.8. de dik iiggende Gergonne Noktasi ile ilgili gesitli bagintilar verilmistir.
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Teorem 3.6. ABC bir dik tcgen ve m(BAC) = 90" gjr. G, , ABC licgeninin Gergonne Noktasi ve [BC] tizerindeki bir K

|AB|+|CK| 2|BC| 1
noktasi i¢in G KLAB olmak tzere, |GeK| |AB| dir.
A
G,
B K C
Sekil 8.

Ispat: ABC bir dik iicgen ve m(BAC)=90" ojsun Ge, ABC ic¢geninin Gergonne Noktasi olmak iizere,
|AB|+|CK| 2|BC|
= +1
|G.K]| [AB| " gir.

B K D s = C
Sekil 9.

|AB| |AD|
1. adim: DG.K U DAB olup | eK| |GeD| olur. 13 esitligi yardimiyla
|AB| _a+s
GK| s (14)
bulunur.

CK| _@
2. adim: CG, K CFB olup |GeK| |FB| olur. Yani
|CK| _a
G.K| s-b (15)
bulunur.
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3. adim: (14) ve (15) kullanilarak

|AB| |CK| a a+s 5 g3 as+as—ab a(s+s-h)
+ = + - .= — 1= 1
GK[JGK] s=b s TsTptS T Tssmb) 0 s(s—b)
_a(2s-D)
“Ssob)
olup

|AB| . ICK| a(a+c)
GK| [G.K| s(s—b)

(16)
bulunur.

Simdi S(S - b) ifadesine odaklanalim.

s(s—b)=(a+2+c)(a+g+c—b) =%(a+b+c)(a—b+c) =%[(a+c)2—b2]

=%(a2 +2ac+c” —b?) :%(b2 +¢? +2ac+c” —b?) :%(2c2+2ac)

=%(2c)(c +a)

olup

1
s(s—b)==c(c+a)
2 (17)
olur. 17°de elde edilen ifadeyi 16’da yerine yazalim.
48] , [oK| __a(a+c)
- =7 -
|GeK| |GeK| EC(C+ a)

2a

1

olur. Boylece
|AB|+|CK| 2|BC|
= +
G| [AB]

esitligi ispatlanmis olur.

|BC| |AB|+|CK|
O | 1 1=2.2+1=5
Ozel olarak, m(ACB) =30 alinirsa, |AB| olup, |GeK| olup, |AB| + |CK| = 5|GeK|
bagmtis1 elde edilir.
BC| 2 |AB|+|CK| _ 2 4++3
. —= —_——=2.—+1=

Ozel olarak, M(ACB)=60" ,inirsa, |AB| V3 olup, |GeK| V3 V3 olup,
\/§(| AB| + |CK |) =(4+ \/§) |Ge K| bagmtisi elde edilir.
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Bl 2 [ABlCK_, 2, 4+a
) — 1 =2.—+1=

Ozel olarak, M(ACB)=45" ,jnira, |AB| V2 olup, |GeK| V2 V2 olup,

\/§(|AB| + |CK|) =(4+ \/E) |GeK| bagmtisi elde edilir.

Teorem 3.7. ABC bir dik icgen ve m(BAC) = 90” g, Ge , ABC ti¢geninin Gergonne noktasi ve [BC] Uizerindeki bir
A(ABC)=|BD|:|DC]| 4

D noktasi igin [AD], Ge den gegen bir dogru pargasi olmak tizere

A

Sekil 10.

G

Ispat: ABC icgeninde “e noktasindan gegen BE ve CF dogrularini ¢izelim. ABC iicgeninin i¢ teget gember yarigapinin

uzunlugu r ile gosterilirse |AE| - |AF| =T olur. Boylece, |BE| - |BD| =0T e |CD| - |CF| =b-r olacaktir.

Sekil 11.

c-r+b-r=a

r:c+b—a
olur. Buradan 2
IBD|:a—b+c
2
|DC|:a+b—c
2

olur. Ayrica ABC tiggeninde Pisagor teoremi kullanilirsa a’=b’+c’ olup
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a’-b*-c’=0
elde edilir.
A(ABC) =b—2C
A(ABC) = 22¢
(pay ve payda 2 ile ¢arpip boliindii)
a’—b*—c*+2bc
A(ABC) =
(ABC) 4 (a® —b? —C* eklendi.)
2 (h2 _ 2
A(ABC) = a“—(b 42bc+c )
2 )2
A(ABC) zw
A(ABC) = (a—b+c{‘fa+b—c)
A(ABC):(a—bjtc)_(aer—c)

2
A(ABC) = |BD|-|DC|

oldugu gosterilmis olur.

Teorem 3.8. ABC bir dik ucgen, m(BAC) =90 dir. Ge , ABC ti¢geninin Gergonne noktasi olsun. K, M, L noktalari

sirastyla [AB], [BC], [CA] kenarlar1 {izerinde olup GeKLAB, G.M -LBC, GLLAC olmak (zere
1 1 1

= +
[G.M][BK] " [CL]

|GeK|:z, |GeM|:x ve

Ispat: ABC iicgeninde D, E, F noktalari, i¢ teget gemberin kenarlara degme noktalar1 olsun.
1 1 1

G.L|=y

olmak izere X D=2 C—Y oldugu gosterilmelidir.

Sekil 12.

BKG, ile BAE tcgenleri benzer olup

z s-a

c-y ¢ (18)
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dir. CLGe ile CAF ucgenleri benzer olup
S—a

v
b-z b 19)

dir.  Ayrica A(ABC) = A(BG,C) + A(AG,C) + A(AG_B) olup X+ by+cz=bC 4 Buradan

ax=hc - by —CZ clde edilir. Esitligin her iki yanm b—zve C—Y il boliniip elde edilenler taraf tarafa toplanirsa
ax ax bc—by-cz bc-by-cz
+ = +

b-z c-y b-z c—y
ax4_ax::qb—n—by+b@—y)—a
b-z c-y b-z c-y
ax ax

b—z c-y
olur. 17 ve 18 de elde edilen esitlikler kullanilirsa
ax ax b(s—a c(s—a
ax  ax __ b(s-a)  c(s-a)

=c—b(b%z)+b—c(£)

b-z c-y b c
-j§¥+—éi—=c—(s—a)+b—(s—a)
b-z c-y
ax ax
——+——=C—-S+a+b-s+a
b-z c-y
ax ax
——+——=a
b-z c-y
RS |
b-z c-y
1 1 1
_=—+—
X b-z c-y
1 1 1

= +
olup, |GEM| |BK| |CL| oldugu ispatlanmis olur.

4. Tartisma ve Sonuc¢

Bu ¢aligmada bir iiggende Gergonne noktas1 metrik 6zellikleri bakimindan incelenmis ve bu 6zel noktanin tiggenin kenar
uzunluklari, koseler arasi uzakliklar ve belirli dogru parcalar ile olan iligkileri sistematik bicimde ortaya konulmustur.
Elde edilen bulgular, Gergonne noktasinin iiggenin metrik yapisiyla dogrudan baglantili oldugunu gdstermektedir.

Literatiirde Gergonne noktas1 ¢ogunlukla tanimsal ozellikleri, tarihsel gelisimi ve dinamik geometri baglamindaki
geometrik yer problemleri cercevesinde ele alinmistir. Ozellikle son yillarda yapilan ¢alismalarda, farkl iicgen gruplari
altinda Gergonne noktasmin Ozellikleri incelenmis ve bu noktalarm olusturdugu egrilerin cebirsel 6zellikleri
arastirtlmistir. Bu ¢alismada ise odak noktasi dogrudan {iggenin i¢ yapisindaki uzunluk iligkileri olmus ve Gergonne
noktasinin kdselere olan uzakliklari ile kenar uzunluklari arasinda yeni bagintilar elde edilmistir.

Sastry (2000) tarafindan yapilan ¢alismada tiggen i¢ noktalar ile say1 teorisi arasinda iliskiler kurulmusken, bu ¢calismada
tamamen geometrik bir cercevede kalinarak uzunluk ve mesafe bagmtilart incelenmistir. Bu yoniiyle ¢aligma, aritmetik
baglantilardan ziyade metrik geometriye odaklanarak literatiirde farkli bir yaklasim ortaya koymaktadir. Queiroz Filho
(2021) tarafindan Gergonne noktasinin diizlemdeki herhangi bir noktaya olan uzakligina iliskin verilen metrik baginti, bu
calismanin ele aldig1 problemlerle dogrudan iliskilidir. Ancak mevcut ¢aligmada s6z konusu iliski farkli bir yontemle ele
alinmuis, elde edilen sonuglar tiggen koselerine olan uzakliklara ve 6zel olarak dik tiggen durumuna uygulanarak kapsami
genigletilmistir.

Calismanin 6zgiin katkilarindan biri, Gergonne noktasinin kdselere olan uzakliklari ile liggen kenar uzunluklari arasinda
acik ve sistematik bagintilar kurulmus olmasidir. Ayrica Gergonne noktasinin diizlem iizerindeki herhangi bir noktaya
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olan uzakligma iligkin elde edilen sonucun, iiggenin 6zel noktalarina uygulanarak yeni bagintilar tiiretilmesi literatiirdeki
bilgiyi genisletmektedir. Ozellikle dik iicgenler icin elde edilen sonuglar, Gergonne noktasinin bu 6zel iiggen tiiriindeki
roliinii metrik agidan ortaya koymakta ve literatiirde dogrudan ele alinmamus iliskileri gostermektedir. Bunun yaninda
Gergonne noktasi kullanilarak dik tiggenin alanini veren bir bagintinin elde edilmesi, bu noktanin 6lgiisel biiyikliiklerin
hesaplanmasinda da kullanilabilecegini ortaya koymaktadir.

Sonug olarak bu c¢alisma, Gergonne noktasinin hem genel {iggenler hem de dik iiggenler igin 6zelliklerini inceleyerek
literatiire katki sunmaktadir. Elde edilen sonuglarin, geometri temelli problemlerde ve 6zellikle 6zel noktalara dayali
¢6ziim yaklagimlarinda yeni uygulamalara imkan saglayabilecegi degerlendirilmektedir. Ayrica bu ¢alismanin, iiggendeki
diger 6zel noktalar i¢in benzer metrik incelemelere yonelik arastirmalara zemin olusturabilecegi diigiiniilmektedir.

Tesekkiir

Bu ¢aligmanin her asamasinda destegi, bilgisi ve degerli goriisleriyle yanimizda olan ve ¢alismaya onemli katkilar
saglayan Yusuf Ipek Hocamiza tesekkiirlerimizi sunariz.

Etik Beyani

Bu c¢alismada “Yiiksekogretim Kurumlar: Bilimsel Arastirma ve Yaymn Etigi Yonergesi” kapsaminda uyulmas: gerekli
tiim kurallara uyuldugunu, bahsi gegen yonergenin “Bilimsel Aragtirma ve Yayin Etigine Aykirt Eylemler” baslig: altinda
belirtilen eylemlerden higbirinin gerceklestirilmedigini taahhiit ederiz.
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