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Fonksiyon Ogreniminde Kavramsal Zorluklar
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Oz

Fonksiyon kavrami matematikte en dnemli ve temel fikirlerden biridir. Matematikteki
cogu kavramun tammlanmasinda ve kavramlar arasi gecisin saglanmasinda birlestirici
bir rol oynar. Ogrenciler fonksiyon kavram ile ilk olarak dokuzuncu simifta karsilagirlar
ve bu kavram onlara oldukca soyut ve anlasiimaz gelir. Fonksiyon kavramini yapisal
boyutuyla kavramada birtakim zorluklar ve kavram yanlgilar: yasarlar. Bu zorluklar ve
kavram yamlgilari oldukga cesitlidir. Bunlar genellikle; fonksiyonun cesitli gdsterimleri,
bu gosterimler arast gecisler, fonksiyonla ilgili notasyonlar, sembolik yazilimlar, ters
fonksiyon, bileske fonksiyon ile ilgili kavramsal bilgilerdir. Bunlarin agsilmasinda
ogretmenin fonksiyon kavramuyla ilgili hazirlayacagi 6gretim materyallerinin (igerigin)
ve kullanacagi 6gretim yonteminin 6nemi biiyiiktiir. Bu cahismada; yasanan biligsel
zorluklara, kavram yamlgilarina ve fonksiyon kavramimn hangi temelde dgretilmesi
gerektigine dair genis bir literatiir bilgisi verilmeye ¢alisilmistir.
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Conceptual Obstacles Concerning the Learning of the
Function

Abstract

The concept of function is one of the most important and central ideas in mathematics.
It plays an important role in describing most many concepts and connecting the
concepts in mathematics. Students learn this concept in ninth grade and it seems quite
complex and abstract to them. They face obstacles and misconceptions while working
with functions on the structural side of it. These obstacles and misconceptions are
various. In general, these are conceptual knowledge about different representations of a
function, transitions among these representations, notions of function, symbolical
representations, inverse function, composite function. Instructual materials and
teaching methods are very important to succeed in them. In this study; wide range of
literatural knowledge about the known cognitive obstacles, misconceptions and how to
teach the concept of function have been submitted.

Key Words: Function, Misconceptions, Cognitive obstacles.
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1. Ogrencilerin Fonksiyon Kavramiyla Ilgili Yasadiklar1 Zorluklar ve Kavram
Yanilgilar:

Fonksiyon kavrami, matematigin temel ve birlestirici bir fikridir (Brieske, 1973)
ve ¢ogu matematik¢i ve matematik 6gretmeni de bu fikre katilir (Selden ve
Selden, 1992) (Akt. Rho, 2000). NCTM (1989; 2000) tarafindan matematikte
birlestirici kavramlarin 6nemi vurgulanarak; fonksiyon kavrami, orta ve ytiksek
Ogretim matematik miifredat: icin merkezi ve diger kavramlar1 organize edici
bir fikir olarak gorulmiistiir (Akt. Dennis, 2001). Sajka (2003) fonksiyon
kavraminin gosteriminin ve yorumunun cesitliligiyle matematigin temel
kavramlarindan biri oldugunu belirtmistir. Biehler, Scholz ve Winkelman’'e
(1993) gore fonksiyon kavrami matematik miifredatinin tamamin etkileyen ve
bagska matematiksel kavramlarmn o¢gretiminde kullamilan bir kavramdir.
Matematik dersi diger derslere gore daha giiglii bir swrali yapiya sahip
oldugundan Altun (1998), fonksiyonu tam olarak kavrayamayan bir 6grencinin
fonksiyon kavraminin onsart oldugu baska bir kavrami da kavramasinin zor
olacagini belirtmistir. Breidenbach (1992), Even (1990), Moschkovich (1993),
Schwarzé&Yerushalmy (1992) ve Sfard (1992) fonksiyonlar: islem ve kavram
acisindan tanimlamuslar ve bu kavramlarin ikisinin de cebir 6greniminde
onemli oldugunu belirtmislerdir (Akt: Moschkovich, 2004). Breslich (1928),
nicelikler arasindaki iliskileri ele alan fonksiyonel diistinme olmadan
matematigi anlamanin ve degerini bilmenin mimkiin olamayacagim
belirtmistir.

1450 ve 1650 yillar1 arasinda fonksiyon kavramina zemin tegkil edecek cesitli
gelismeler olmustur. Bunlar; reel sayilar1 ve hatta karmasik sayilar1 kapsayan
say1 kavraminin genislemesi (Bombeli, Stifel ve digerleri), sembolik bir cebirin
gelistirilmesi (Viete, Descartes ve digerleri), bilimin temel problemlerinden olan
hareket arastirmalarinin yapilmas: (Kepler, Galileo ve digerleri) ve cebir ile
geometrinin bulusmasidir (Fermat, Descartes ve digerleri). Fakat 18. yy'in
baslaria kadar fonksiyon notasyonlarinin hentiz yayilmamis olmasinda, reel
sayilarn kontinyumu (continiuum) ve sembolik notasyonlarm gelisimi gibi
gerekli olan cebirsel yapilarin olusmamasi ve fonksiyonun soyut notasyonun
tamimlanmasini  gerektirecek ihtiyacin ortaya ¢ikmamasindan kaynakl
motivasyon yetersizligi baslica nedenler olarak gosterilmistir (Kleiner, 1989).

Vinner (1983), fonksiyon notasyonunun fonksiyonun kuralinin
karekteristigiyle sinirlanmamas: gerektigini, ¢tinkii kuralin fonksiyonlarin farkl
acillardan diistiniilebilir olma ozelligiyle celistigini belirtmistir. Sierpinska
(1992) fonksiyon notasyonunu, insanlarin diinyadaki gozlenen ve yasanan
degisimlere uyum saglama c¢abasmnin bir sonucu olarak gormektedir.
Sierpinska, degisen objeleri x ve y sembolleriyle gostererek; f semboliinii,
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objeleri baska objelere doniistiiren bir islem veya degisimler arasindaki bir
bagint1 olarak tanimlamistir (Akt: Rho, 2000).

Schaaf (1930), fonksiyon kavramimin geometrik, cebirsel ve girdi-cikti
makinesi (fonksiyon makinesi) olarak zihinsel goriintiilerinin oldugunu
belirtmistir. Schaaf (1930), fonksiyon kavraminin geometrik ve cebirsel iki
zihinsel imaj arasinda bir rekabete neden oldugunu, ardindan bu rekabete
fonksiyonun bir girdi-cikti makinesinin ussal imaji ile benzerliginin yarattig:
yeni bir kavramin da katildigimi ve boylece fonksiyonun geometrik kavraminin
gittikce terk edilmeye baslandigini ve yeni rekabetin ussal (soyut, farazi,
postulatlara dayali) fonksiyon kavramu ile eski cebirsel (somut, analitik, yapisal)
fonksiyon kavrami arasinda olacagimi ifade etmistir.

Fonksiyonlar, anlasilmasinda zorluklarin oldugu bir kavramdir (Hauge, 93;
Gaea, Orit ve Kay, 1990; Iaderosa ve Malara, 1999). Bunlar arasinda en belirgin
olanlar1 Sierpinska (1992) tarafindan belirlenen ve agiklanan epistemolojik
zorluklardir. Bu zorluklar bir yandan matematigin felsefesiyle, matematiksel
metotlarla ve bilingsiz yapilan dustinme stratejileriyle, diger yandan da
fonksiyon kavrami ve iligkili oldugu terimlerle (fonksiyonun tamm kiimesi,
deger kiimesi, gortintii kiimesi, fonksiyonun tersi, degisken kavrami, bagimh
ve bagimsiz degiskenler, koordinatlar, fonksiyonun grafigi, tablosu,
fonksiyonun kurali gibi) ilgilidir (Akt. Sajka, 2003).

Fonksiyonlar matematigin temel kavramlarindan biri olmasma ragmen
Davis (1984), Tall ve Vinner (1981) 6grencilerin ¢ogunun ne yazik ki fonksiyon
kavramini ¢ok basit ve ilkel bir sekilde anlay1p, koklesmis kavram yanilgilara
sahip olduklarini belirtmislerdir (Akt. Meel, 2003). Buna ¢ozim {iretme
acgisindan 6grencilerin fonksiyon kavramini anlama seviyelerini tanmimlamak
icin ¢ok sayida girisimler olmustur. Dyrszlag (1978), Bergeron ve Herscovics
(1982) ve Vollrath (1984) tarafindan boyle seviyeler bulunmaya calisilmistir.
Sierpinska (1992) tarafindan yapilan bir calismada 6grencilerin fonksiyon
kavramiyla ilgili yaptiklar1 aktiviteler ve belli bashh anlama kategorileri su
sekilde tanimlanmusgtir:

1. Fonksiyonu niimerik denklemler ve bilinmeyenler olarak diistinme,

2. Fonksiyonu yeni bir isleme veya diisiinmeye baslama noktasi olarak
gorme (Bir denklemi belirtme baslangici olarak gérme). Boylece fonksiyonu bir
denklemi ¢6zmeyle iligkilendirme,

3. Fonksiyonu bir formiil olarak degerlendirme,

4. Fonksiyonu bir islem siireci olarak gérme (Bir say1 verildiginde yeni bir
say1 bulma) ve
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5. Grafik ¢izmeye yarayan bir gesit formiil olarak gorme.

Fonksiyon yapisal olarak bir kavrami, islemsel olarak ise bir islem stirecini
ifade eder ve fonksiyonlarimn farkl: iki yolla anlasilmas: fonksiyon 6greniminde
bir zorluk vyaratir (Sfard, 1991). Kuratowski ve Mostowski (1966)
fonksiyonunun yapisal acidan bir siral: ikililer kiimesi oldugunu, Skemp (1971)
islemsel olarak da bir hesaplama stireci veya iyi tanumli bir sistemden bir baska
sistem olusturma metodu oldugunu belirtmistir (Akt: Sajka, 2003). Sfard’a
(1991) gore biri digerine baskin gelmeyen bu iki anlama yolu aslinda birbirini
tamamlamakta ve tutarl bir biitiinliik olusturmaktadir.

Fonksiyon notasyonu bir bagka agidan da birden fazla anlama gelir.
Sierpinska (1992) fonksiyonlar1 anlamada esnekligin gerekli oldugunu
vurgulamigtir. Ornegin f(x) sembolii bir fonksiyonun adini ve ayni1 zamanda da
f fonksiyonunun degerini gosterir. Sierpinska yorumun icerige bagh oldugunu
ancak bu durumun ileri seviyede olmayan bir o6grencinin kafasimni
karistirabilecegini belirtmistir.

Even (1993), fonksiyonun giintimiizde kullanilan tanimimi su sekilde
vermistir: A ve B verilen iki kiime olmak tizere, AxB kartezyen kiimesinin 6zel
bir sart1 saglayan bir alt kiimesine, A kiimesinden B kiimesine bir f fonksiyonu
denir. Bu 6zel sart; A’daki her eleman i¢in B'nin sadece bir b elemarn1 vardir
oyle ki (a,b)ef dir. Burada, A’ya f fonksiyonunun tanim kiimesi ve B'ye deger
kiimesi denir. Bu tanim formal Drichlet-Bourbaki tanimu ile tutarlidir. Bir ¢ok
arastirmaci, ogrencilerin bu tamimi problem ¢ozerken pek kullanmadiklarim
belirtmistir (Dreyfus ve Eisenberg, 1983; Even, 1993; Ferini, Mundy ve Graham,
1991; Markovits, Eylon ve Bruckheimer, 1983, 1986; Marnyanskii, 1975; Vinner,
1983; Vinner ve Dreyfus, 1989) (Akt. Meel, 2003). Vinner ve Dreyfus (1989)
tarafindan yonetilen bir calismada, 6grencilerin fonksiyonu tanimlamalar:
istenmis ve alman cevaplar alt1 kategoride toplanmustir.

1) Formal Drichlet-Bourbaki tanimi,

2) ki degisken arasindaki bir bagimlilik bagintisi,

3) Belirli bir olctide diizenlilik gerektiren bir kural,

4) Bir islem veya islem stireci,

5) Bir formiil, cebirsel ifade veya denklem,

6) Bir grafik veya sembolik formdaki bir gosterim.

Ogrenciler genellikle fonksiyonu tasima eylemiyle iliskilendirerek bir formiil
olarak algilarlar (Graham, Ferini ve Mundy, 1990; Breidenbach, Dubinsky,
Hawks ve Nichols, 1992). Bunun bir sebebinin, derslerde fonksiyonlarla ilgili
problemlerin biiyiik bir kisminda 6grencilerin fonksiyonu bir formiil olarak ele
almalarinin olabilecegi belirtilmistir (Even, 1993; Vinner ve Dreyfus, 1989).
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Boyle bir bakis fonksiyon kavraminin yapisal temelde anlasiimasin stiphesiz
smirlandiracaktir.

Leinhard (1990) ve Vinner&Dreyfus (1989), oOgrencilerin bagintilar:
fonksiyon olup olmamalarina gore smiflamalar1 esnasinda yaptiklar: hatalarin
¢ogunun Dirichlet-Bourbaki tanimimin kabul gérmesindeki yetersizligin bir
sonucundan meydana gelmedigini vurgulamglardir. Ogrencilerin Dirichlet-
Bourbaki fonksiyon tamimim kabul ettikleri fakat fonksiyonlari smiflamalari
istendiginde neredeyse fonksiyonun eski tanimlarina oldukga benzeyen kisisel
deneyimlerine daha fazla giivendikleri belirtilmistir. Fonksiyonun eski
tanimlar1 su sekildedir: “iki degisken oyle iliskilidir ki birindeki degisim
digerinde de degisim yaratir, bu durumda ikinci degiskene birincinin bir
fonksiyonu denir” veya “x degiskenini iceren ve x’e bir say1 verildiginde net bir
deger alan matematiksel bir ifadeye x in bir fonksiyonu denir” (Hight, 1968). Bu
ylizden, yapilan hatalarin bir kavram yamlgistin = sonucundan
kaynaklanmadig1 daha ¢ok uygulamada 6grencilerin yanhs kavram bilgisiyle
hareket etmelerinden kaynaklandig1 vurgulanmistir (Meel, 2003).

Carlson (1998), cogu 6grencinin cebirsel tanumli bir fonksiyonu ve denklemi
ayr tutmada zorluk yasadigimi belirtmistir. Carlson ve Oehrtman’a (2005) gore
esitlik isaretinin gesitli kullanimlar1 oldugu ve cogu egitimcinin bir denklem
gibi formiil kullanmayi tercih ettikleri dustintldigiinde bu sasirtici degildir.
Ogrenciler igin denklem kelimesinin belirsiz ve gesitli sekillerde kullanimi,
ogrencilerin iki degisen nicelik arasindaki bir iliskiyi temsil etmede kullanilan
esittir isaretinin kullamimu ile iki ifadenin esitligini ifade etmede kullamilan
esitlik isaretinin kullanimini ayirt etmelerinde zorluk yasamalarina sebep
olmaktadir.

Carlson ve Oehrtman (2005) ogrencilerin fonksiyonu; girdi degerlerinin
ktimesini, c¢ikt1 degerlerinin kiimesine esleme seklinde kavramamalarmin
sonucunda, fonksiyonun grafigini sabit bir nesne gibi gordiiklerini belirtmistir.
Carlson ve Oehrtman’a (2005) gore ogrenciler, bir fonksiyonun grafigini
diizlemde bir egri veya sabit bir obje olarak diistintirler ve girdi degerlerinin
ktimesini ¢ikt1 degerlerinin kiimesine bir esleme olarak goz 6ntine almazlar. Bu
durum, ogrencilerin bir fonksiyonun grafigini ¢oziimlemelerini ve
yorumlamalarim stiphesiz engellemektedir.

Breidenbach’a (1992) gore, 6grencilerin ¢ogu fonksiyonun tek bir cebirsel
formiille tanimlanabilir olduguna inanmaya egilimlidirler ve bu ytizden bir
fonksiyonun kurali parcali olarak verildiginde kafalari karisir. Bu egilimleri
ogrencilerin, fonksiyonlar hakkinda esnek diistinmelerini engeller ve biitiin
fonksiyonlarin her zaman diizgiin bir sekilde davrandiklar1 seklinde hatal1 bir
bilgiye sahip olmalarma yol agar. Ogrenciler ornegin
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n
fi(n)=n? vef,(n)= 3 (2k-1)

k=1 gibi ayni fonksiyonu temsil eden farkli formiil
kullanimlarimi kavramada giigliik ¢ekerler (Carlson ve Oehrtman, 2005).

Diger taraftan, Schwarz ve Hershkowitz (1999) c¢ogu 6grencinin
fonksiyonlar1 lineer (1. dereceden) veya kuadratik (2. dereceden) oldugunu
varsayma egilimde oldugunu belirtmistir. Carlson ve Oehrtman (2005) bu
durumun nedenini fonksiyonlarin tipik olarak okul miifredatlarinda cogu
zaman lineer veya kuadratik olarak tanitilmasina baglamaktadir. Ornegin
ogrenciler ~ rasyonel = veya  koklu  ifadeleri  fonksiyon  olarak
degerlendirmeyebilirler.

Ogrencilerin fonksiyonlarda yasadig1 bir bagka zorluk ise fiziksel bir olayin
gorsel nitelikleri ile olayr modelleyen bir fonksiyonun grafiginin benzer
niteliklerini karistirmalaridir. Bir fonksiyonun grafigini, girdi degerlerinin bir
kiimesinden ¢ikt1 degerlerinin bir kiimesine bir déntistim olarak diistinmekten
ziyade konu olan fiziksel durumun bir resmi olarak diisiiniirler. Reel yasamda
somut durumlar1 modellemede fonksiyonlar: kullanirken sik sik topografiksel
yapilar kullanilir ve 6grenciler bir fonksiyonel iliskinin grafigini ¢izerken bu
topografiksel ~seklin  belirgin  ozelliklerinden etkilenebilirler. Boylece
ogrencilerin yapabilecegi cesitli hata tipleri ortaya cikar (Carlson, 1998; Monk,
1992; Monk ve Nemirovsky, 1994). Ornegin Sekil 1'de inisli-cikigh bir arazinin
yandan grafiksel bir resmi verilmistir. Bu arazide bisiklet stiren bir siirtictiniin
hiz-konum grafigini ¢izerken 6grenciler cizecekleri grafige verilen arazi seklinin
ozelliklerini yansitabilirler (Monk, 1992).

N

Sekil 1. Bir arazinin yandan topografiksel resmi

Ogrencilerin  fonksiyonlarla calisirken yasadig1 bir diger yaygmn bilissel
zorluk, fonksiyon notasyonlarini kullanabilmeleriyle ilgilidir. Notasyonlar
genis ¢apta bir bilgiyi 6zetler nitelikte oldugu igin anlamakta zorluk cekerler.
Ornegin Carlson (1998) 6grencilere, s'yi t'nin bir fonksiyonu olarak gostermeleri
istendiginde hangisinin bagimli hangisinin bagimsiz degisken oldugu veya
bunun nasil yazilacag: konusunda zorluklar yasadigini belirtmistir.

Ogrenciler ters fonksiyon kavramiyla ilgili olarak da &grenme zorlugu
yasarlar. Girdi ve ciktilarin genel bir goriintiisii olmaksizin dgrenciler bir
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fonksiyonu ters cevrilebilir bir islem stireci olarak diistinemezler. Fakat sadece x
ve y degiskenlerinin yerlerini degistirerek x’i ¢6zme veya fonksiyonun grafigini
y=x dogrusuna gore simetrigini alma gibi islemlerle ters alma islemlerini pratik
olarak yapabilirler ve ters fonksiyon kavramini anlamalar1 bu kadarla simirhdir.
Eger bu yaptiklarinin mantigini anlayamazlarsa bu islemsel yaklasim 6grenciler
icin gercek bir anlam tasimaz veya ¢ok az bir anlam tasir (Carlson, Oehrtman,
2005). Carlson, Oehrtman ve Engelke (2005) tarafindan iki bin 6grenci tizerinde
yapilan bir arastirmada, fonksiyonun bazi degerlerine ait bir tablo verildiginde,
ogrencilerin sadece %17’sinin verilen bir deger igin fonksiyonun tersinin
degerine karar verebildikleri belirlenmistir.

Diger bir zorluk ise dgrencilerin bir durumu veya modeli agiklayici bir
fonksiyona ait tabloyu tamamlamaya ¢alismalarinda ortaya ¢ikmaktadir. Ayrica
ogrenciler fonksiyonel degiskenler olan sembolleri tablodan denkleme
dontistiirtirken de zorluk yasarlar (Herscovics, 1989). Kieran (1992) 6grencilerin
denklemlerden ve tablolardan hareketle grafik ¢izmede ve grafigi
yorumlamada da zorluklar yasadiklarini belirtmistir (Akt. Olsen, 1995).

Diger taraftan, 6grenciler fonksiyonel degiskenleri gostermek igin segilen
harflerin keyfiyetinin de farkinda degildirler. Onlar literatiirde kullamilan bir
sembolii degistirmenin bir fonksiyon tablosunun degerlerinde bir degisiklige
neden olabilecegine inanirlar (Herscovics, 1989). Ogrenciler fonksiyonu
genellikle f(x), g(x) gibi sembollerle 6grendiklerinden ¢(c)=2c+k gibi bir ifadeyi
fonksiyon olarak algilamakta giicliik cekerler.

2. Fonksiyon Kavraminin Ogretimine Iliskin Gériisler

Fonksiyon kavrami bagintisal anlamda, girdilerin kiimesi ile ¢iktilarin kiimesi
arasinda neden sonug iligkilerini kapsayan bir bagint1 olarak tanimlanacag gibi,
temel disiince olarak bir niceligin bir ya da daha fazla nicelikle olan bagintisi
olarak da tanimlanabilir (Hedrick, 1938). Burada karsimiza iki soru
¢ikmaktadir; bagimli ve bagimsiz olan nicelikler hangileridir? Bagimli ve
bagimsiz degiskenler birbirleriyle nasil etkilesmektedirler? Bu sorular
matematiksel konularin yanisira, yasam icindeki problemlerde ve bir ¢ok bilim
dalinda da karsimiza cikar. Bu sorular1 diisiinmeyle fonksiyonel diistinme de
baslar. Bir otomobilin hareketini etkileyen hava direncini diistintirsek; direncin
hiza bagli oldugunu soyledigimizde fonksiyonel diisiinmeye baslamis oluruz.
Fonksiyonel diistiinmek i¢in tam formiilti bilmemize gerek yoktur. Herhangi bir
gozlemin sonucunda hizin arttikca direncin de artacagim soyleyebiliriz.
Deneysel bilgi arastirmasi fonksiyonel diistinmenin bir baska asamasidir.
Cesitli  hizlarda alacagimiz  diren¢ ol¢lim  sonuclarna  dayanarak
olusturacagimiz bir tabloya dayanarak ¢izebilecegimiz bir grafik, fonksiyonel
iliskinin anlagilmasina yardimci olur (Hedrick,1938).
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Fonksiyon kavramimin anlasilmasinda “degisken” kavrami onemlidir.
Degisken kavraminin anlasilmasinda da bir takim 6grenme zorluklar: vardir ve
bununla ilgili baz1 yaklasimlar vardir. Wagner, degisken kavramimnin anlamsal,
soz dizimsel ve matematiksel rolii kadar sembol, referans ve igerik seklinde
siniflandirabilen diger ti¢ bileseninin de onemli oldugunu vurgulamistir.
Usiskin ise degisken kavramma iliskin yaklasiminda say1 oriintilerini
kullanmistir. Bu sekilde de, 6grencileri genelleme yapmaya yonlendirmis ve bu
noktada degisken kavraminin énemini ortaya koymustur. Daha sonrada, somut
materyaller yardimiyla degisken kavrami ile reel diinya arasinda bir iliski
kurmaya calismistir. Bu modellere ilave olarak, degisken kavraminin
ogretiminde bilgisayar ortamlarindan da yararlanilabilir (Dede, 2005). Malik’e
(1980) gore fonksiyon fikri Ogrencilere ti¢ farkli asamada sunulmalidir.
Oncelikle 6grencilere degisken kavrami ogretilmelidir. Daha sonra ilgili
problemlerde degisim fikrini tecriibe etmeleri saglanmali ve son olarak da iki
kiime arasinda iliski kurma fikri verilmelidir.

Janvier (1987), matematiksel fonksiyon kavraminmi 6grenmede tasarladig:
pentagonal modeli bir cat1 olarak sunmaktadir (Akt: Bowman, 1993) (Sekil 2).
Pentagon modelin bes ¢izgisi matematiksel fonksiyonun bes yaygin gosterimini
belirtmektedir; grafik, tablo, cebirsel formiil, sozlii tanim ve durum (igerik).
Kosegenler, gosterimler arasindaki gecisi, tek yonlii gegisler ise kaynak-hedef
gecislerini gostermektedir.

Cebirsel Formiil

Chrafik Y £—> Tablo

D = i Sozli Tamm

Sekil 2. Pentagonal Model

Matematiksel fonksiyon kavramu Dirichlet-Bourbaki kiime-teorik tanimina
dayali matematiksel perspektiften (Vinner ve Dreyfus, 1989) veya fonksiyonun
degisken biiytikliikler arasindaki bir baginti olarak sunuldugu bilimsel
perspektiften (Sierpinska, 1992) verilebilir. Matematiksel perspektif; cebirsel
formiillere, tablolara, grafiklere ve bu ¢ gosterim arasindaki iliskisel
dontistime odaklanir (Sekil 3). Matematiksel perspektifte; bir fonksiyon bos
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kiimeden farkli A ve B kiimeleri arasinda, A'min her bir elemanini B'nin
yalnizca bir elemanina esleyen bir iliskidir.

Cebirgel Formiil

o

\
-
Dharum oo “‘_ﬁ./sm; Tanm

Sekil 3. Fonksiyon Kavramina Matematiksel Perspektif

Bir kavramin ortaya ¢ikmasmin temelinde ¢ogu zaman mevcut yasanan
problemlerin yattigr distintldiigiinde, fonksiyon kavramina daha bilimsel
(sistematik, rasyonel) bir perspektiften yaklasilabilir. Bilimsel perspektifte tim
bu bes gosterimi ve durumdan tabloya, tablodan grafige, grafikten cebirsel
formiile ve cebirsel formiilden sozlii ifadeye gecisler de dahil edilir (sekil 4)
(Akt: Bowman, 1993). Sierpinska (1992), bir kavramin anlaminin ona kaynagini
veren problemlerde ve sorularda yattig1 varsayildiginda, 6grencilerin
fonksiyonu kavramalar1 igin Dbilimsel perspektifin olduk¢a mantikli
goriindiiguni belirtmektedir.

Cebirsel Formil

Tablo

Sekil 4. Fonksiyon Kavramina Bilimsel (Sistematik) Perspektif

Pentagonal modelin catisindaki bu iki perspektif kiyaslandiginda,
fonksiyonun cesitli gosterimleriyle ve fonksiyon kavraminin genis ¢apta ve
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derinlemesine anlasilmasin saglamasiyla ilgili problemler sadece matematiksel
fonksiyonun dgretilmesi yollarina 6zgii olarak goriilebilir. Ancak bu model;

(a) Mifredat tasarlama ve Oogretimsel uygulamalardaki eksiklikleri
belirlemede,

(b) Matematiksel fonksiyon kavramini 6gretme ve 6grenme arastirmalarini
tasarlama ve yorumlamada da kullanilabilir. Pentegonal modelin ayrica,

(a) Matematiksel fonksiyonu 6grenme ve Ogretme {izerine yapilmis
arastirmalar1 yeniden analiz etmede,

(b) Matematiksel fonksiyon kavramlarini daha giiclii bigimlendirmek icin
ogrenenlerin gesitli gosterimleri nasil bagladiklarimi anlamamizdaki eksiklikleri
doldurmaya yonelik arastirmalar igin ortak bir eylem plani ¢atis1 kurmada ve

(c) Egitim arastirmacilari, miifradat uzmanlari ve sinif 6gretmenleri arasinda
iletisim igin bir model ara¢ olarak kullarulabilecegi 6nerilmektedir
(Bowman,1993).

Wilson ve Lloyd’a (1998) gore, her bir gosterim bigimi farkli igeriklerde
cesitli sinurliliklara sahip oldugu igin, kullanilacak gosterim tercihine ve boyle
bir tercihi yapmak icin gerekli olan bilgiye sahip olabilme olduk¢a ©nem
tasimaktadir ve ¢oklu gosterimlerin kullanilmasi fonksiyon kavramuyla ilgili bir
cok bilissel zorlugu yenmede 6grenciye yardim edecektir. Wilson ve Lloyd
(1998), bir ogrencinin fonksiyon kavramini cgesitli gosterimlerinin birinde
anlamasinin bir diger gosterimde anlamasi igin zorunlu bir 6n kosul olmadiginm
ancak cesitli gosterimler arasinda doniistim yapma yeteneginin, etkili sekilde
problem durumlarini yorumlamasi igin gerekli oldugunu ifade etmistir.

Sfard (1991), fonksiyon gibi soyut kavramlarin yapisal ve islemsel olarak iki
farkli temelden kavranabilecegini belirtmistir. Bu iki yaklasim gortintirde farkl
olmalarma ragmen aslinda birbirlerini biittinleyicidir. Fonksiyon notasyonunun
oncelikle islemsel olarak kavranabilecegini vurgulamis ve fonksiyonun yapisal
formuna gegisin ti¢ asamada olustugunu belirtmistir. Bu asamalar bir kavramin
yapilandirilmasinda kullamilan ve literatiirde “interiorization” (ayni objeler
arasindaki islemleri kavrama), “condensation” ( bu islemlerin baska objelere
dontistimii kavrama) ve “reification” dir (yeni bir objeyi eldetme).

Fonksiyonu, girdi degerlerinin kiimesini ¢ikt1 degerlerinin kiimesine esleme
seklinde kavramanin, oOgrencilerin muhakeme yeteneklerinin fonksiyon
kavrammin cesitliligini ve derinligini yorumlamalarinda gerekli oldugunu
gosteren calismalar vardir (Carlson, Jacobs, Coe, Larsen ve Hsu, 2002;
Thompson, 1994a). Fakat Carlson (1998), Monk ve Nemirovsky (1994) ve
Thompson (1994a) o6grencilerin fonksiyonu genellikle sembolik ifadeler ve
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islemsel teknikler olarak diistinerek, fonksiyonu esleme perspektifinden
kavramada yetersiz kaldiklarin belirtmislerdir. Bu esleme perspektifinin ayni
zamanda ileri seviye matematikteki dnemli kavramlar1 anlama icin de temel
oldugu gosterilmistir (Carlson, Smith ve Persson, 2003; Cottrill, Dubinsky,
Nichols, Schwingendorf, Thomas ve Vidakovic, 1996; Kaput, 1992; Rasmussen,
2000; Thompson, 1994a; Zandieh, 2000) (Akt. Carlson, Oehrtman, 2005).

Carlson ve Oehrtman (2005) fonksiyonlara islem perspektifinden veya girdi-
ciktr stireci perspektifinden yaklagilmasini su sekilde kategorize etmistir:

Islem Perspektifinden

Girdi-Cikt1 Siireci Perspektifinden

1. Bir fonksiyon 6zel bir kurala,
formiile veya hesaplamaya baglidir
ve 6zel hesaplamalar: veya adimlari
gerceklestirmeyi gerektirir.

2. Bir ogrenci her bir eylemi
yapmali veya diistinmelidir.

3. Cevap formiile baghdir

4. Bir ogrenci girdi veya c¢ikt1
olarak sadece tek bir deger
diistinebilir (6rnegin x, belirli bir
degeri simgeler)

5. Ters alma islemi hemen hemen
cebirseldir (x ve y yi yer degistirp xi
bulma) veya geometriktir (grafigin y
= x dogrusuna gore simetrigini
bulma).

6. Tanim ve gortintii kiimelerini
bulma bir cebir problemi gibi
dustntlir (payda sifir olamaz,
kokiin i¢i negatif olamaz gibi).

7. Fonksiyonlar statik olarak

distiniliir.
8. Bir fonksiyonun grafigi
geometrik bir sekildir

1. Bir fonksiyon girdi degerlerinin
kiimesinden ¢ikt1 degerlerinin kiimesine bir
esleme tanimlayan genellestirilmis bir girdi-
¢iktr islemidir

2. Bir ogrenci her bir eylemi yapmasi
gerekmeden tim stireci dustinebilir (gikti
kiimesini fonksiyonun alacagi degerleri tek
tek bulmadan diisiinebilir)

3. Stireg formiilden bagimsizdir.

4. Ogrenci tim girdilerin kiimesini
distinebilir, onun icin girdiler siireklilik arz
eder.

5. Bir fonksiyonun tersini bulma; cikt1
degerlerinin kiimesinden girdi degerlerinin
kiimesine bir esleme tanimlayan ters
cevrilebilir bir siirectir.

6. Tanim ve gortintti kiimeleri, tiim olas1
girdi ve ciktilarin kiimesi {izerinde islem ve
yansitma yapilarak olusturulur

7. Fonksiyonlar dinamik olarak diistintiliir

8. Bir fonksiyonun grafigi girdilerin
kiimesinden g¢iktilarin kiimesine belirli bir
esleme olarak diistintiliir.

Carlson ve Oehrtman’a (2005) gore siireg bakis agisina sahip olan 6grenciler
bileske ve ters alma gibi fonksiyon durumlarini anlayabilmede daha iyidirler.
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Boyle ogrenciler ¢ogunlukla bir islemin ¢iktilarim ikinci bir islemin girdileri
olarak koordine ederek cesitli gosterimlerde verilen kavramsal ve islemsel
sorulara dogru cevap olusturabilirler. Carlson ve Oehrtman (2005) bir siireg
bakis agisina sahip olmanin tim fonksiyonel mantik yiirtitmelerde basariy1
garanti etmedigi gibi, fonksiyonlara islem agisindan yaklasimin da her acgidan
olmamakla beraber ogrencilerin fonksiyonlar kavramini derinlemesine ve
etraflica anlamasina zarar verdigini belirtmistir. Carlson ve Oehrtman (2005)
yine de bir siire¢ bakis acisina sahip olmamin kavramsal anlamayi
zenginlestirmede kritik bir neme sahip oldugunu da vurgulamistir.

Carlson ve Oehrtman (2005)'a gore fonksiyonlarda siire¢ bakis agisinin
ogrencilere kazandirilmasi igin:

1. Ogrencilerin temel fonksiyon gerceklerini girdi-gikti siireci agisindan
aciklamalar: istenmelidir. Ornegin, (feg)! nin f 1o g -1 mi yoksa g -lof 1 mi
olduguna karar vermeleri ve nedenini agiklamalari istenmelidir.

2. Ogrencilere “degisim” mantig1 kavratilmalidir. Ornegin, hiz-zaman
degisimi veya sisedeki suyun yiiksekligiyle hacminin degisimi gibi dinamik
fonksiyon iligkilerini ©ogrenciler arastirmaya baslarlarken, bir degiskenin
digerini nasil etkiledigini diisiinmeye baslamaya gerek duyacaklardir. Ogrenci
boyle degisimleri koordine ederken bir dinamik fonksiyon olaymin
grafiindeki onemli ozellikleri gosterebilmeli ve yorumlayabilmelidir.
Ogrenciler degisim kavramini, siral: ikililer, tablolar, grafikler ve denklemlerle
gostermelidirler.

Cok basit bir ornek olarak, giiglii bir siire¢ bakis agisina sahip bir 6grencinin,
bir karenin alanina karar verirken olasi girdi degerlerinin bir kiimesi igin A(s) =
s 2 cebirsel formiiliinti gorebilme ihtimali yiiksektir. Yani girdi ve ¢ikt1 kiimeleri
arasindaki genel iliskiyi gorebilir. Bu olayda, 6grenci s nin artarken A nin da
artacagimi fark etmeye baglar. Numerik modelleri arastirirken ve/veya
fonksiyonun grafigini olustururken, 6grenci s nin pozitif tamsay1 degerleri icin,
A’nin artis miktariin ¢ok daha biiytik oldugunu da gozlemleyebilir. Ayrica, s
stirekli artarken alanin ¢ok daha hizli buytidiigiinti de fark eder (Carlson ve
Oehrtman, 2005).

Evangelidou, Spyrou, Elia ve Gagatsis (2004) tarafindan egitim fakiiltesi 2.
sinif Ogrencileri tizerinde yapilan bir arastirmada; 6grencilerin verilen bir
fonksiyon durumuna, fonksiyonun Venn diagrami ile grafigi arasinda bag
kurarak ve tipik fonksiyon gosterimleri ile bag kurarak yaklasanlar seklinde iki
kutupta toplandigr  belirlenmistir. ~ Birinci  gruptakilerin  fonksiyonu
kavramalarimin daha basarili oldugu tespit edilmistir. Bu durumda, fonksiyona
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girdi-cikt1  stirecinden yaklasimin daha basarilh bir anlama seviyesi
saglayabilecegi fikrini destekledigi duistintilebilir.

NCTM (1989) raporunda fonksiyon ogretime iliskin asagidaki maddeler
benimsenmistir (Akt: Cramer, 2001):

1) Ortaokul o6grencilerinin ¢alisma alami  fonksiyon kavramina
kaydirilmalidir.

2) Ogrencilerin fonksiyon deneyimleri manipulatif materyaller iceren ve
ogrencileri bilgi toplamaya yonlendiren problemlere dayali olmalidir.

3) Problemler, 6grencilerin somut modellerden sayisal veriler elde edip
fonksiyonel iliskiler kurmasina yol agacak tarzda olmalidur.

4) Ogrenciler ¢ok yonlii ( problemin iginde bagka yerlere yonlenebilecekleri,
katmerli) ve onemli matematiksel fikirleri, genellemeleri soyutlamalarina
yardimci olabilecek  problemlerle calistirilmalidir. Ogretmenin rolii boyle
problemler bulmak ve ardisik olarak problemi alt problemlere bolerek organize
etmek seklinde olmalidir.

5) Ogrenciler igbirlikli 6grenme gruplarinda kavram hakkinda tartistirilmali
ve onlara sorular sorarak kavrami yapilandirmalar1 saglanmalidir.

Lloyd ve Wilson (1998) fonksiyon kavraminin dgretimine iliskin sunlar
onermektedir:

1. Ogrencilere ilk defa fonksiyon kavramu verilirken iki veya daha fazla
kiime arasindaki iliski tarmumlanarak fonksiyonun ¢ok yonliligu
vurgulanmalidir.

2. Okul dis1 olarak goriilebilecek bir cok fonksiyonel iligkiler arastirilip
verilmeye calisilmalidir. Ogretmenler 6grencileri boyle bir deneyime tesvik
ederek  Ogrencilerin  giinlik yasamda fonksiyon kavramiyla ilgili
farkindaliklarini artirmalidirlar.

3. Ogretmenler fonksiyonun degerinin niimerik olmasi gerekmedigini
vurgulamalidir.

4. Ogretmenler, degisken ve fonksiyon kavramlarim etraflica ve
derinlemesine ogretirken c¢ok cesitli kaynaklar kullanmalidirlar. Boylelikle
dgrencilerin bu kavramlarla ilgili bilis yapilarmin genislemesi ve saglamlagmasi
saglanmalidir. Bu kaynaklar giincel yasamla ilgili olarak gazete ve dergilerin
fonksiyon ve degisken kavramlarmi iceren ozellikle ekonomi sayfalari vs.
olabilir. Ayrica 6grencilere dogada varolan fonksiyonel iliskileri bulmalar
konusunda takim calismalar1 yaptirilabilir. Boylelikle 6grencilerin  ayni
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zamanda fonksiyon dili kullamimlari da zenginlesir. Bunun icin 6grencilere
tablo yaptirilmas: da faydali olabilir, tablodan bagimli ve bagimsiz degiskenler
ve fonksiyonun kuralinin ne olabilecegi buldurulabilir.

Cotret (1986), Janvier (1981), Kerslake (1977), Karplus (1979), Dreyfus ve
Einsberg (1983), 6grencilere bir fonksiyonun grafiginin belli noktalar1 verilerek
taslak olarak cizdirilmesinin ve interpolasyon-ekstrapolasyon trnekleri icinde
bir egrinin tamamlanmas1 seklindeki uygulamalarin ogrencilerin ilgisini
cektigini gostermislerdir. Sfard (1991) fonksiyonun grafiginin statik oldugunu,
holistik algilamaya yardimci oldugunu ve kavramin yapisal anlasimasina
vesile oldugunu vurgulamistir (Akt Janvier, 1998).

Fonksiyon kavramimin ogretiminde karsilasilan kavramsal zorluklarin
yaninda ogretmenin fonksiyonlar konusundaki yeterli olup olmamas: da
ogrencilerin bu kavrami anlayabilmelerini stiphesiz etkilemektedir. Ogretmenin
fakiiltede veya meslege basladiktan sonra fonksiyon kavramini tam olarak bilip
bilmedigi bir problem olarak arastirilmaktadir (Sajka, 2003). Isik, Albayrak ve
Ipek (2005) tarafindan bir tniversitenin egitim fakiiltesi matematik
ogretmenligi anabilim dalinda okuyan toplam160 son simif 6grencisi tizerinde
yapilan bir arastirmada asagidaki tabloda verilen sonuglar elde edilmistir.

Fonksiyonu nasil izah % Asagidakilerden hangisi %
edersiniz? fonksiyon kavramim
aciklamaz?
a) Ozel bagmti sekli 18,1 a)Verilen bir sart altinda bir 28,1
b) Esleme 5 yerden bagka bir yere tasima isi
¢) Tagima islemi 68 b)Bagintinin 6zel bir halidir

)iki kiime arasinda kurulan

d) A ve B bostan farkli iki 30,6 . . 6,8
. .. . bir eslemedir
kiime olmak tizere, A nin her bir 15
elemanini B nin bir ve yalmz bir d)Tanim kiimesindeki her bir !
elemanina esleyen bagmtidir eleman1 deger kiimesindeki bir
¢) Diger elemana esleyen bagintidir 237

f) Verilen bir sart altinda bir

den baska bi t isi
yerden baska bir yere tagima isi 362

3,1
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Tablo incelendiginde 6gretmen adaylarinin fonksiyon tanimi hakkindaki
bilgilerinin yeterli olmadig goriilmektedir. Ayrica arastirmada ortaya ¢ikan bir
diger sonug; deneklerin kavram yanilgilarinin, hatirlayabilmede daha yogun
yasanmas! olmustur. Bunun da ogretmen adaylarimin kavramlar hakkinda
eksik veya yanlis bilgi sahibi olduklarmin gostergesi olarak algilanabilecegi
ifade edilmistir. Bu durumun, hizmet oncesinde alman alan egitiminin
hizmet icine yonelik olmadigl, o6grenilen bilgilerin yorumlama, analiz ve
sentez etme, kendi fikirleri ile bitlinlestirerek ifade etme geregi
duyulmadan  sadece ezberleme yolunun  tercih  edilmesi seklinde
agiklanabilecegi belirtilmistir.

Bir diger etken faktor ise 6gretim yontemidir. Cebir ve geometri derslerinde
konularin geleneksel yontemlerle islenmesi tizerine ©nemli elestiriler
yapilmustir. Hedrick (1938), geleneksel yaklasimda anlatim tarzinin ¢ok formal
ve fonksiyonel diistinmeyi gelistirmekten uzak oldugunu, yapilanin denklem
¢oziimlemeden ote bir sey olmadigini belirtmistir. Hedrick’e (1938) gore 6nemli
olan bagimli bagimsiz degiskenleri ortaya koyup bunlar arasindaki bagintiy1
bulma yetenegi ve bilgisidir, son asamada ise istenen denklemi ¢6zmek isin
kiicik bir parcasidir. Denklem ¢oztimii oldukga mekanik bir siirectir ve
fonksiyonel diistinmeyi gelistirmez.

Hitt (1998) fonksiyon kavrami olusturmanin seviyelerini su sekilde
belirlemistir.

1. Kavram hakkinda kesin olmayan fikirler (kavramin farkli gosterimlerinin
tutarsiz karisimai)

2. Bir kavramin farkli gosterimlerini belirtme

3. Bir gosterim sisteminden bir baskasia anlamin koruyarak gecme

4. Iki gosterim sistemi arasindaki tutarlilii net olarak ifade etme

5. Bir problemin ¢6ztimiinde farkli gosterim sistemlerinin tutarliligini net
olarak ifade etme.

Hitt (1998) yaptig1 arastirmanin sonuglarin su sekilde 6zetlemistir:

1. Ogretmenler fonksiyonun alt kavramlarim belirlemelidir.

2. Ogretmenler tarafindan kartezyen koordinatlarla grafik gosterimlerinde
degisken kavramuyla baglantili fonksiyon tanimi pek tercih edilmiyor, daha ¢ok
bagmtinin kurali veya sirali ikililer kiimesi tercih ediliyor ve tamimlar pek
kullanilmryor.

3. Bir analitik ve grafiksel gosteriminde igerigin icine koyabilmek igin
bagimsiz degiskenler belirlenmiyor ve izole ediliyor.

4. Geleneksel ogretim yontemlerinde farkli gosterim sistemlerini tutarli bir
sekilde ifade edilmiyor.
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3. Sonuc ve Oneriler

Matematik ve diger biitiin bilim dallar1 i¢in 6nem arz eden fonksiyonel
diistinmenin ve buna bagli olarak fonksiyon kavraminin okullarimizda etraflica
ve derinlemesine ¢gretilmesi gerekmektedir. Ancak tilkemizde ve genel olarak
tim diinyada 6grenilmesinde zorluklarin oldugu, kavram yanilgilarmin belki
de en yogun yasandigr bir kavramdir. Bu nedenle matematikteki bir cok
konuyu birlestirici 6zelliginden ve ayrica karmasik reel diinya durumlarinm
anlamh bir sekilde temsil edebilmesi nedeniyle fonksiyon kavramim
vurgulayan ilkogretim ve lise miifredat reformu sarttir. Bu da miifredatin,
ogrencilerde fonksiyonel dustinme yollarinin gelisimini saglayan ve
degerlendiren gorevleri, projeleri vs icermesiyle saglanabilir. Ogretmenlerin
ogrencilerin fonksiyon kavramini anlamalarmi saglamak igin fonksiyonun
sadece islemsel degil ayni zamanda yapisal taraflarin1 vermesi, kavramin
cebirsel, grafiksel, tablosal gibi farkli gosterimleri arasinda gecisi gostermesi,
glincel yasam ve doga olaylarinda yer alan fonksiyon durumlarimi uygun
matematiksel modellemelerle 6gretim ortamma uyarlamasi gerekmektedir.
Hedrick (1938) ilkokulda temel aritmetikten ileri seviyedeki matematik
konularma varincaya kadar fonksiyon kavraminin fonksiyonel diistinmeyi
gelistirecek sekilde verilmesi gerektigini belirtmistir. Ancak okullarmmizda
fonksiyon kavraminin ¢ogunlukla islemsel taraflar1 verilip asil 6nemli olan ve
fonksiyonel diistinmeyi gelistiren yapisal, kavramsal, gosterimleri arasinda
iliskisel ve giincel yasamdaki pratiksel yonleri verilmemektedir. Bu durumun
ortaya cikmasinda, tniversite smavinda fonksiyonla ilgili olarak sorulan
sorularin sadece islemsel olmasi ve buna baglh olarak ogretmenlerin ve
ogrencilerin fonksiyonun islemsel taraflarina agirlik vermesi bir etken olabilir.

Diger taraftan, fonksiyon kavraminin daha anlamli, kalici, derinlemesine ve
gesitli yonleriyle ve de fonksiyonel dustinmeyi gelistirecek tarzda
ogrenilmesine firsat sunan 6gretim yontemleri kullanilmalidir. Sfard (1992) ve
Schwingendorf (1992), ogrencilere fonksiyonlar1 6gretmek icin fonksiyon
kavrami hakkinda acik uglu tartismalarin veya isbirlikli 6grenme gruplarinda
problem ¢6zmenin yapildig1 yapilandirmaci 6grenme ortamlarinda, 6grencilere
gesitli fonksiyon gosterimleri vermislerdir. Bu c¢alisma, bu tiir 6grenme
ortamlarinin 6grencilerin fonksiyon kavramini dgrenmelerine yardim ettigi
bulgusuyla sonuglanmistir. Bu bulgular Carlson (1996), Dubinsky ve Harel
(1972) ve tarafindan yapilan arastirmalarla da desteklenmektedir (Akt. Rho,
2000). Igbirlikli 6grenmenin fonksiyon 6gretiminde etkili oldugu Ural (2007)
tarafindan yapilan calismada da ortaya ¢ikmuistir.
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