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Ozet

Bu ¢alismada sektik B-spline Galerkin metodu adveksiyon difiizyon denkleminin
yaklasik ¢oziimii icin Onerilmistir.  Onerilen metotta zaman parcalanmast igin
dogrulugu iki, ii¢ ve dort olan tek adimli yontemler kullanilmigtir. Dogrulugu iki olan
yontem Crank-Nicolson yontemi olarak ta bilinmektedir. 7ki sayisal érnek kullanilarak
onerilen yontemlerin etkinligi ve dogrulugu kontrol edilmistir.

Anahtar kelimeler: Adveksiyon difiizyon denklemi, Sektik B-spline, Galerkin yontemi.

Sextic B-spline Galerkin method for advection diffusion equation

Abstract

In this study, sextic B-spline Galerkin finite element method is proposed for numerical
solution of the advection diffusion equation. In the method, second, three and fourth
order single step methods are used for the time integration. Second order single step
method is also known as Crank Nicolson method. Two numerical examples are studied
to illustrate the accuracy and the efficiency of the proposed methods.
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1. Giris

Konveksiyon difiizyon denklemi olarak ta bilinen bir boyutlu sabit katsayili adveksiyon
difiizyon denklemi (AD denklemi)

u +au, —uu, =0, a<x<b (1)
formunda olup

u(a,t) =u(b,t) =0,

0@ =ubt=o, 'OT] @)
sinir sartlarina ve
u(x,0)= f(x), a<x<b (3)

baslangi¢ kosuluna sahiptir. Denklemdeki « sabit katsayisi bir akiskanin hizina ve u

ise sabit difiizyon katsayisina karsilik gelmektedir. Ayrica denklemdeki u ise konum ve
zaman karsilik gelen x ve t bagimsiz degiskenlerine bagli bilinmeyen bir
fonksiyondur.

Birgok bilim dalindaki problemler AD denklemi ile modellenebilmektedir[1]. Bu tip
problemlerin  birgogu keyfi simir ve baslangig kosullar altinda tam olarak
¢oziilemediginden problemlerin  yaklagik ¢oziimleri ig¢in sayisal ydntemler
onerilmektedir. Dolayisiyla AD denkleminin yaklasik ¢6ziimii i¢in de sonlu farklar [2,3]
ve sonlu elemanlar [4,5,6,7,8] gibi birgok sayisal yontem Onerilmistir. AD denklemi
veya kismi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢6ziimii igin Onerilen ydntemlerin
bircogunda 6ncelikle denklem zamana ve konuma gore parcalanmaktadir. Zamana gore
pargalanma islemi yapilirken ise genellikle dogrulugu 2 olan Crank-Nicolson yontemi
kullaniimaktadir.

Bu ¢alismada AD denkleminin yaklasik ¢oziimii yapilirken zaman pargalanmasi
isleminde dogrulugu 2, 3, ve 4 olan 3 farkli yontem onerilecektir. Konum pargalanmasi
icin ise sektik B-spline Galerkin sonlu elemanlar yontemi kullanilacaktir. Sonlu
elemanlar yontemi uygulamali matematik ve miithendislikteki bir ¢ok sayisal simiilasyon
i¢in yaygin olarak kullanilan bir yontem olup ilk kez 1960 yilinda Clough [9] tarafindan
kullanilmistir. Bununla beraber yontem fikri daha eskilere dayanmaktadir. 19. yiizyilin
sonlarinda ve 20. yiizyilin baglarinda Ritz [10] ve Rayleigh [11,12] tarafindan
varyasyonel problemlerin ¢dzlimleri i¢in yapilan ¢alismalar mevcuttur. Galerkin [13] de
sinir deger problemlerinin ¢ézlimleri i¢in sonlu elemanlar metodu iizerinde ¢alismalar
yapmustir. Sonlu elemanlar yonteminde problemin tanim kiimesi oncelikle sonlu eleman
ad1 verilen alt araliklara boliiniir. Daha sonra her bir alt aralikta siirekli fonksiyonlarin
cebirsel polinomlarin bir lineer birlesimi olarak yazilabilecegi fikrinden yararlanilarak
yaklagim fonksiyonlar1 olusturulur. Son olarak cebirsel bagintilardaki bilinmeyen
katsayilarin degerleri ¢Oziimii aranilan denklemi bdliinme noktalarinda saglayacak
sekilde elde edilirler. Sonlu elemanlar metodu Galerkin, kolokasyon, en kiiciik kareler
vb metotlarin1 igermektedir. Bu ¢alismada AD denkleminin yaklasik ¢6ziimii
aragtirilirken agirlik fonksiyonu olarak yaklagim igin kullanilan taban fonksiyonun
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kullanildig1 bir sonlu elemanlar yontemi olan Galerkin metodu kullanilacaktir [14].
Yaklasim fonksiyonu olarak ise sektik B-spline fonksiyonlar kullanilacaktir.

2. Metodun uygulanmasi

Sayisal ¢6zlim aranirken konum zaman diizlemi At zaman adimi1 ve h konum adimi
uzunluklarinda pargalanacaktir. Bu durumda boliinme noktalarindaki bilinmeyen
fonksiyonun tam degeri X, =a+mh, t =nAt olmak iizere

u(x,,t,)=u>, m=0,1..,N; n=012,...

olarak gosterilecektir. U5 notasyonu ise u; tam ¢oziimiiniin yaklasik degerine
karsilik gelecektir.

2.1. Zaman parcalanmasi
Adveksiyon difiizyon denklemi

U, = uU, —au, (4)

olarak dizenlenir ve

n+1

+6,u +6,u;" +6,u, (5)

n+1
t

un+1 — un + 91U

tek adimli metodu Onerilirse

e (5) metodunda 6, =6, =At/2,6,=6,=0 secimi yapildiginda zaman pargalanmasi
icin dogruluk 2 olacaktir (M1). Ayrica M1 metodu Crank-Nicolson metodu olarak ta
bilinmektedir.

2
At
e (5) metodunda 6 :%,6’2 =%,493 = —%,04 =0 secimi yapildiginda zaman
parcalanmasi i¢in dogruluk 3 olacaktir (M2).
2 2
At At
e (5) metodunda 6,=0, = %,93 = —( 12) 0, = ( 12) se¢imi yapildiginda zaman

par¢alanmasi i¢in dogruluk 4 olacaktir (M3).

(5) yontemi ile birlikte (4) formundaki adveksiyon diflizyon denklemi kullanilirsa

n+l n+l 2 2 n+l
u _el(luuxx _aux) _93 (,Ll U, —ZCZILIU ta uxx) =

XXX (6)

n n 2 2 n
u'+6, (,uuXX —aux) +06, (,u Uy — 204U, + uxx)

olarak (4) adveksiyon difiizyon denklemimin zaman parcalanmasi elde edilmis olur.

2.2. Konum parcalanmast
[a,b] konum araligt h=x_,—-Xx ,=(0-a)/N, m=1.. N olmak iizere,
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a=X, <X <...<X,=b

olarak pargalansin. Bu parcalanma iizerinde ¢,,, m=-3,..., N +2sektik B-spline
fonksiyonlart g(x_)=(x—x_)° olmak iizere

9 (X s), [ X3 %2 ]
9% a) = 790X 5)s  [Xnos %]
904 )=7800 )+
219(X, 1),

L 9(X,5)—79(X, )+ [ ]
0n(X) = 51219(X, ;) —359(x,), — "

s ()
g (Xm+4) - 7g (Xm+3)

[Xm+l’ Xm+2 ]

+219(X;,0)s

g(Xm+4)_7g(Xm+3)’ [Xm+2’ Xm+3]
g(xm+4)’ [Xm+3’ Xm+4]

0, diger durumlar

seklinde tanimlanir [15,16]. Problemin tanim araligi iizerinde u(x,t) tam ¢oéziimii igin
U (x,t) yaklasik ¢oziimii sektik B-spline fonksiyonlarin bir lineer birlesimi olarak

N+2

U(x,t) = Z5j¢j (8

formunda yazilabilir. Yaklasimda verilen &; zamana bagh bilinmeyen parametredir.

(7-8) kullanilarak boliinme noktalarinda ki bilinmeyen fonksiyon ve ilk 5 tiirevi igin
yaklagimlar

U, =U,(X,)=0,,;+575, ,+30206, , +3026, +575,,, + ., 9
U =U,(x )= %(@M +2506,,,,+4006, —400,, , — 256, , -0, ; ) (10)
U, =U (x)= i_S (5m+2 +96,,,-105, —106, , +96, _, + 5, 5), (11)
120

Um =U N ( m) = ?(5m+2 + 5m+l _85m + 8é‘m—l - 5m—2 - 5m—3 ) J (12)
U (4) _ U (4) _ 360

m TN (Xm) - F(é‘mﬁ _3§m+1 + 2é‘m + 2é‘m—l - 3é‘m—z + 5m—3)’ (13)
U (%) _ U (%) _ 720

®-yO(x )= F(_é“”z +56,,,—105, +105, , —53, ,+ 5, 3) (14)

olarak hesaplanabilir. ¢&=x-x, koordinat déniisiimii yapilirsa [X,, X, ] sonlu aralig1

[0,h] araligina déniisecektir. Bu durumda [0,h] aralig: lizerinde & -ye gdre sektik B-

spline sekil fonksiyonlari
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Pna(S) = [h_T‘fjﬁ : (15)
P2 (£) = (2n—¢) r:ﬁ?(h &) , (16)
o (5= (3h-¢)° —7(2hr;§)6 +21(h—¢Y’ | a7
¢m(§):(3h+§)6_7(2h+§zz+21(h+§)6_35§6, 18)
o) =20 ) _751? re) +2s (19)
Pri2(8) = (hﬂ?ﬁ (20)
Pria(S) = i—: (21)

olacak sekilde bulunabilir. ¢, sekil fonksiyonlarinin lineer birlesimiyle

o,i=m-3,...,m+3

zaman parametresine gore [O, h] araligi i¢in yaklasim ise

m+3

U =UED= 3 6,00 (¢) (22)

j=m-3

olacaktir. W(X) agirlik fonksiyonu olmak iizere (6) denklemine Galerkin metodu
uygulandiginda 6ncelikle

b

W (x) (u”+l ~0,(pu, —au )™

_93 (/uzuxxxx o 2O{:uuxxx + azuxx )n+1)dx =
b (23)
IW(x)(un +6, (uu, —au,)'

+ 94 (luzuxxxx - 2C(:uuxxx +al,, )n ) dx
elde edilecektir. Galerkin yonteminde W (x) agirlik fonksiyonu igin sektik B-spline

sekil fonksiyonlar1 ve tam ¢6ziim igin ise (22) kullanildiginda (23) denklemi igin [0, h]
aralig1 iizerindeki yaklagim
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m+3 | h
. zs |:.(').((pi(pj -0, (/U(P} _0‘(0} ))df—

j=m-3

h
0 [( oo - 20u00] +o g, )dcf}é,-”” -
(24)

m+3 | h
5 [I (00, + 0,00, (19, — g} ) d +

j=m-3| 0
"o RN P
94-!(# ?9; _Zaﬂ¢i¢’j ta ¢i¢j)d§}5jn

olacaktir. Burada i ve | indisleri m-3,....m+3 ve m=0,1...,N -1 degerlerini
almaktadir. (24) yaklagimi

h h
Aii :£¢i¢jd§! Bi? :-(Egoi(oj’dé:’

oo oo
Ci? :£¢i¢jd§l Di? :J(;(pi(”j dé,

h
E; =lpp]ds, (87) =(Gposr--1Gna) -
olmak tizere

[ A°-6,(uB*—aC)
_63<ﬂ2De_zaﬂEe+aZBe):|(§n+1)e_ (25)
[ A°+0,(uB°-aC”)

+0, (1*D® - 2auE* +aﬂBe)}(5“)e

eleman matrisleri kullanilarak matris formunda yazilabilir. m=0,1,...,N -1 i¢in tiim

elemanlarin birlestirilmesi sonucunda & zaman parametresine gore asagidaki lineer
sistem elde edilir.

[A-6,(uB-aC)-

0,(—#°D - 2auE +a’B) |6]" =
[ A+0,(uB-aC)+
0,(~°D - 2auE +a2|3)]5j“

(26)

(26) sisteminin iterasyon ile ¢oziilebilmesi igin &ncelikle &%,...,0y,, baslangig
degerleri
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U(x,,0)=6°,+578° ,+3025° , +3025°
+5760,+6°.,, m=0,...,N 7
Ux(XO’O) :Uxx(XO’O) :Uxxx(XO’O) :0!

U, (xy,0)=U,(x,,0)=0

olarak verilen baglangi¢ sart ve smir sartlar kullanilarak hesaplanmalidir. X

m=0,...,N noktalarindaki U yaklagik degeri ise NAt zamaninda (26) sisteminden

bulunan &, eleman parametreleri ve sektik B-spline yaklasimi kullanilarak
hesaplanabilir.

3. Test problemleri

Test problemlerinde 6nerilen {i¢ metot i¢in dogruluk

L, = mn?x|um -U,|, (28)

log

Yakinsaklik Oran1 = ———, (29)
log|-—

hi+1
formiilii ile verilen yakinsaklik oraninin (YO) hesaplanmasi ile kontrol edilecektir. YO

hesaplanirken kullanilan (LOO )h_, h. konum artimi i¢in bulunan L, hata normuna

karsilik gelmektedir.

2.2. Birinci test problemi
[lk test probleminde x =0 segimi yapilarak saf adveksiyon yayilimi galisilacaktir. Bu

durumda adveksiyon difiizyon denklemi

u(x,t) = 1Oexp(—(x_§°—_2at)2j (30)
Yo,

analitik ¢ozlimiine sahiptir. Sayisal ¢6ziim i¢in Onerilen algoritmalar [0,9000] konum

araliginda a=0.5m/sn akis hizi, X, =2000m dalganin tepe noktasinin konumu ve
p =264 secimleri yapilarak t =9600sn zamanina kadar ¢alistirilacaktir. Bu durumda
problem

2

u(x,0) :10exp{—(xz_x‘))2j (31)
Yol
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baslangi¢ kosuluna sahip bir dalganin « =0.5m/sn akis hiziyla bir kanalda t =9600sn
zamanina kadarki hareketini modellemektedir. Dolayisiyla dalga 96000sn iginde

baslangi¢ noktasindan 4800m uzaga hareket edecek ve bu esnada dalganin genligi 10
olarak sabit kalacaktir. Ilk olarakh=At=20 secimleri yapilarak M3 programi
t =9600sn zamanma kadar calistirilmis ve dalganin baslangic durumu ve belirli
zamanlardaki durumu Sekil 1 de ¢izilmistir. Sekilden goriildiigli gibi zaman boyunca
dalganin seklinde herhangi bir bozulma olmamaktadir.

P

)

7200
4800
2400
0 0 1000 2000

' ' ' ' ' " 9000
3000 4000 5000 6000 7000 8000

Sekil 1: h = At =20 i¢in dalganin hareketi.

Programlar t=9600sn zamanma kadar calistirilarak tiim yontemler igin L hata

normlart ve yakinsaklik oranlari farkli zaman ve konum artimlart i¢in Tablo 1 de
verilmistir. Tablo incelendiginde en iyi sonucu M3 yonteminin verdigi ve YO' larinin
yontemlerin teorik degerleri ile uyumlu oldugu goriilebilir.

Tablo 1: L, hata normlari ve YO.

M1 M2 M3
h=at [L, YO L, YO L, YO
200 2.32 1.66 0.326 2.73 0.0378 4.43
100 0.734 2.95 0.049 2.94 0.00175 | 3.92
50 0.190 2.01 0.00638 | 2.99 0.000116 | 3.99
20 0.0301 0.000411 0.00000300

t = 9600sn zamaninda yaklasik ¢oziim ile analitik ¢oziim arasindaki farkin mutlak
degeri diger bir ifade ile mutlak hata grafikleri her bir 6nerilen metot i¢in Sekil 2 de
cizilmigtir. Sekil 2 incelendiginde her bir metot i¢in maksimum hatanin konum
araliginin  orta noktalar civarmmda geldigi ve bu sebeple de sinir sartlarinin
uygulamasindan kaynakli bir hatanin olusmadigi sdylenebilir.
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0.04 T T T T T T
0.03 2
0.02 .
0.01[ 2
8000 6000 6500 7000 7500 8000 8500 9000
Sekil 2a: h = At = 20 igin mutlak hata (M1).
5 %107
4 i
3k ]
2 - —
1L ]
§000 6000 6500 7000 7500 8000 8500 9000
Sekil 2b: h = At = 20 i¢in mutlak hata (M2).
B %107
3 - -
2 - —
1 I —
5000 6000 6500 7000 7500 8000 8500 9000
Sekil 2¢: h = At = 20 i¢in mutlak hata (M3).
2.2. Ikinci test problemi
Ikinci test probleminde adveksiyon ve difiizyon etkinin birlikte gerceklestigi
& 2
X=X, —at
U(X,t) :#exp _u (32)
VAt +1 u(4t+1)

analitik ¢oztimii kullanilacaktir. Bu ¢oziim genligi 1/+/4t +1, baslangictaki tepe noktasi
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X, olup [a,b] konum araligin da saga dogru genligini kaybederek T zamanina kadar
sabit bir « hiziyla hareket eden dalgay: modellemektedir. Problem igin baslangig sarti

u(x,0) = exp[—MJ (33)
U

olacagindan ikinci test problemi baslangi¢ aninda yiiksekligi 1 olan bir dalganin zaman
icinde sonmesini modellemektedir. Onerilen sayisal yontemler 0<x<9 konum
arahginda a=0.8m/sn, u=0.005m?/sn parametreleri ve X, =1 baslangic tepe
noktast se¢imi yapilarak programlar t=5 zamanina kadar ¢alistirillmistir.
h=At=0.005 zaman ve konum artimlari kullanilarak M3 yo6ntemi i¢in baslangig
anindaki ve t=5 zamanina kadarki bazi zamanlardaki dalgalar [0,9] konum araligi
boyunca Sekil 3 te gosterilmistir. Sekilden goriildiigii gibi dalganin baslangic
noktasindan 4 metre uzaga gittigi ve zaman boyunca dalganin genliginde bir kiigiilme
meydana geldigi goriilebilir.

0.8
0.6

0.4

\\\\

wno
¥

4 L

0" o !

2

Sekil 3: h = At =0.005 i¢in dalganin hareketi.

Programlar t =5sn zamanma kadar c¢aligtirllarak tiim yontemler i¢cin L, hata normlari

ve yakinsaklik oranlari farkli zaman ve konum artimlart i¢in Tablo 2 de verilmistir.
Tablo incelendiginde ilk test probleminde oldugu gibi en iyi sonucu M3 yonteminin
verdigi ve YO'larinin yontemlerin teorik degerleri ile uyumlu oldugu gortilebilir.

Tablo 2: L, hata normlar: ve YO.

M1 M2 M3
h=At | L, YO L YO L YO
0.1 0.0549 | 1.96 0.00579 | 2.84 0.00278 4.78
005  |00141 |2.04 0.00081 | 2.96 0.00015 5.81

0.02 0.00217 |2.01 0.0000539 | 2.99 0.00000073 3.99
0.010 0.000538 | 2.00 0.00000679 | 3.00 0.0000000459 | 3.99
0.005 0.000134 0.00000085 0.00000000287

t=5sn zamanindaki mutlak hata grafikleri her bir onerilen metot icin Sekil 4 de
cizilmigtir. Sekil 4 incelendiginde her bir metot i¢in maksimum hatanin ilk test

114



BAUN Fen Bil. Enst. Dergisi, 20(3) ,0zel Sayr, 105-116, (2018)

probleminde oldugu gibi konum araliginin orta noktalar civarinda geldigi goriilebilir.

%10

1.5

05 N

0 I | ! \ I !
3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5 7

Sekil 4a: h = At =0.005 i¢in mutlak hata (M1).

%10

0.8 N

0.4r N

0.2 N

3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5 7

Sekil 4b: h = At =0.005 i¢in mutlak hata (M2).

3 35 4 4.5 5 55 6 6.5 7

Sekil 4¢: h = At =0.005 i¢in mutlak hata (M3).

4. Sonuclar ve tartisma

Taylor seri agihmi yardimiyla elde edilen ikinci, {iglincii ve dordiincii mertebeden
dogruluga sahip zaman pargalanmasi ile birlikte Galerkin sektik B-spline sonlu
elemanlar yontemi adveksiyon difiizyon denkleminin yaklagik ¢6ziimii i¢in onerilmistir.
Onerilen algoritmalarin dogrulugunun kontrolii icin iki test problemi kullanilmistir.
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Elde edilen sonuglara goére onerilen yontemlerin 6zellikle de zamana gore dogrulugu
dort olan M3 yonteminin adveksiyon diflizyon denkleminin yaklagik ¢oziimii i¢in uygun
bir yontem oldugu goriilmiistiir.
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