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Trigonometrik denklem sistemlerinin ¢dziimiinde, diyagram ve grafik seklindeki gorsel
imajlar hem problemin daha iyi anlagilmasini hem de bilgilerin kalici olmasini saglayan
stratejilerdir. Grafiksel yaklasim, denklem sisteminin ¢dziimiine genis bir bakis agist
kazandirir, kavramsal oOgrenmeyi ve bilgi transferini kolaylastirir. Bu c¢alismada;
f(cosO,sinf) = 0, g(cosh,sind) = 0 olarak verilen iki denklemli bir trigonometrik
denklem sisteminde analitik doniisiimler yapilarak f(x,y) =0, g(x,y) = 0 esitlikleri
olusturuldu. Bu yeni bagitilarin grafikleri ile birim ¢gemberin grafigi ayni dik koordinat
sisteminde cizilerek ortak noktalart arandi. Grafiklerin ortak noktasina karsilik gelen ag1,
¢Oziim kiimesinin elemani olarak alindi. Bu ¢alismanin amaci; trigonometrik denklem
sistemlerinin ¢éziim siirecinde, gorsel ve analitik diislince stratejilerini birlestirerek
kavramsal 6grenmeyi kolaylastirmaktir. Bu ¢aligmada grafik ile ¢dziimde yeni bir bakis
acis1 ortaya konulmakta ve matematik diinyasina katki saglayacag: diistiniilmektedir.

Anahtar sozciikler:  Trigonometri, Denklem Sistemi, A¢i, Grafik, Gorsellik

Study on the Visual and Analytical Application for Solution of

Abstract

Keywords

Trigonometric Equation Systems

Solving trigonometric equations, diagrams, and graphics and visual images in the form of a
better understanding of the problem as well as strategies for providing the information to be
permanent. The graphical approach to the solution of equation system gives a wider
perspective, conceptual learning, and facilitates the transfer of information. In this study, f
(cos0, sinf) = 0, g (cos6, sinf) = 0, the two-equation system analytical transformations
made a trigonometric equation f (x, y) = 0, g (X, ¥) = 0 equations created. These new
correlations perpendicular to the same coordinate system, drawing graphics, graph the unit
circle with the common points searched. Graphs corresponding to the common point of the
angle, the solution was taken as an element of the set. In this study, it was showed to
facilitate conceptual learning with, the process of solution of trigonometric equations,
combining visual and analytical thinking strategies. It was also considered to contribute to
the world of mathematics.

Trigonometry, Equation System, Angle, Graphics, Visualization.
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1. GIRIS

Bilginin hizli bir degisim gosterdigi cagimizda, kavramlar bilgisinin dgrenimi biiyilk dnem
tasimaktadir.  Ozellikle trigonometrik denklem ¢oziimlerinde &grenciler; kavramsal —Ogrenmeyi
olgunlastirmadan, cebirsel yapilara bagli olarak ezberledikleri bir takim formiillerle (analitik olarak) ¢6ziim
yapmaya alismis olduklarindan (Dogan,2001) islemsel 6grenmeyle yetinerek kavramsal 6grenmeden
uzaklagmakta ve bu nedenle yanlis kavram imajlar1 (kavramin zihindeki kodlanist) gelistirebilmektedirler.
Nesibov ve Yetim (2008), lise seviyesinde ileri matematik konularinin genelikle hicbir teoriye dayanmadan
pratik olarak bir ka¢ formiille anlatildigini, verilen bagintilara ait 6rnekler ¢oziilerek islem pratikligi
kazandirilmaya calisildigini ve bunun dogru bir 6gretim sekli olmadigini belirtmislerdir. Dogan (2001),
Trigonometrik kavram yanilgilari ve trigonometri konularma karsi 6grenci tutumlar: iizerine yaptigi
calismada; Ogrencilerin sadece formiile dayali islemlerde basarili olduklarini belirlemis, formiil
ezberleyerek matematik 6grenilemeyecegini vurgulamistir.

Matematik kavramlarmin ¢ogu iist diizeyde bilissel etkinlikler gerektiren soyut kavramlardir
(Baki,2000). Soyut kavramlarin somutlastiriimasinda ise gorsellikler 6nemlidir. Gorsellestirmeyi, soyut
kavramlarin somut olarak ifade edilebilecegi geometrik yapilar olarak sdyleyebiliriz. Gorsellestirmenin
matematik ve matematik egitimindeki yerine iliskin ¢ok yonli arastirmalar yapilmistir. Borba ve
Villarreal (2005) gorsellestirmeyi, 6grencinin kavrayist ile digsal bir arag arasinda ikili yol izleyen bilissel
bir siire¢ olarak ifade etmektediler. Arcavi (2003), bu siirecin iki yonlii isledigini (Kavrayis <> Digsal
arag) ve bu ikisi arasinda gegis yapmakta esnek olan Ogrencilerin daha basarili oldugunu belirtmistir.
Sweller (2002) gorsel hafiza iizerine yaptigi bir ¢alismada Gorsel Kavramanin, insan bilisinin merkezi
oldugunu ifade etmistir. Boz (2005) matematik kavramlarin daha iyi anlasilmasi i¢in bilgisayar ortaminda
gorsellestirmenin 6nemli oldugunu sdylemektedir. Stylianov (2002) ise, soyut ve kompleks ifadelerin daha
anlagilir hale gelmesi igin grafik c¢iziminin bir yontem oldugunu savunmustur. Analizde gorsel
diisinmenin ilk sarti sekillerden belirli 6zellikleri gormektir. Cebir ve geometrinin matematiksel
diisiinceleri anlamada alternatif diller oldugu ve kurallar1 anlamanin  grafiklerle ilgili bulundugu
belirtilmistir (George, 1997). Esasen bir trigonometrik denklemin ¢dziimiinde analitik diisiinme (Cebirsel
yaklasim) ile gorsel stratejiyi (grafiksel yaklagim) birlikte kullanmanin kavramay: kolaylastiracagi agiktir.
Farkli stratejileri bir arada kullanmani matematiksel anlamay kolaylastirdigi, 6zellikle gorsel stratejinin
hem kavramsal 6grenmede, hem de kalict 6grenme de 6nemli oldugu gesitli arastirmalarda vurgulanmigtir
(Ozdemir, Duru, Akgiin, 2005; Hegarty ve Koshevnikov, 1999; Presmeg, 1986a).

Trigonometrik denklemlerin ve trigonometrik denklem sistemlerinin ¢dzlimiinde, analitik
diislince ile birlikte grafiklere dayali gorsel stratejinin kullanilmasi; &grencinin ¢ok yonlil diisiinmesini ve
bilgi transferini kolaylastirdigi gibi kavramsal bilginin ve dogru kavram imajmim olusumunu da
kolaylastirir. Kavram imaji; kisinin bir kavrama iliskin bilgileri zihninde kodladigi durumdur. Bu kodlama
ile olusan zihisel yapilar;grafik, tablo, sekil, matematiksel semboller olabilir. Kisi; kavram ile ilgili birden
fazla kavram imajina sahip olabilir. Matematikte bir kavram, diger matematik kavramlarla
iligkendirildiginde anlamli hale gelir.

2.YONTEM:

Bu calisma literatiir taramasina dayali (Nitel Analiz Yontemi) bir arastirmadir. Oncelikle;
trigonometri ve trigonometrik denklem sistemleri ile ilgili literatiir incelendi
(Ademek,Penkalski,Valentine,2005; Aksoy,1972; Aufmann,Barker ve Nation,1997 ; Ayres ve
Moyer,1998). Konu ile ilgili makale ve bildirilere ulasildi (Aldag,2005 ; Elmek,2007; Nasibov ve
Yetim,2008 ; Obruk¢u ve Goniilates,2002). Problem ¢ozme stratejileri incelendi (Ergin,1964 ; Fleming ve
Varberg,1980 ; Larson ve Hostetler,1997). Gorsellik yardimi ile soyut kavramlarin somutlastiriimasi
disiintildii. Trigonometrik denklem sistemlerinin ¢6ziim siirecinde, cebirsel yapilar ve temel algolitmalarin
kullanirmi (Kenda ve Stacey,1997 ; Zimmermann ve Cunningham,1991) disinda nitel (Grafiksel)
yaklasim(Tasar,Ingec ve Giines,2002) ele alindi. Trigonometrik fonksiyon tanimindan hareketle diizlemde,
birim ¢ember tizerindeki (x,y) noktasinin (cos8, sinf) ile eslestigi (Dogan,1984) dikkate alinarak biitiin
trigonometrik denklemlerin dik koordinatlarda f(x,y) = 0 olarak yazilabilecegi diisiiniildi. Bunun igin
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trigonometrik  denklem sisteminin ¢dziim siirecinde; x = cosf ve y = sinf doniistimleri yapildi ve
grafikler cizilerek gorsellik stratejisi kullanildi.

3.TARTISMA VE BULGULAR:
3.1. Genel Aciklamalar: Bu c¢alismada ;

f(cosB,sinf) =0 m
g(cos6,sinf) =0

esitkileri ile verilen trigonometrik denklem sistemini ¢6zerken gorsel stratejinin kullanimi agiklanmis ve
cebirsel yapi ile grafik bilgisi birlestirilmistir. Boylece problem ¢6zme siirecinde sonucu daha kolay
gorebilmek amaglanmistir. Dik koordinat sisteminde yatay eksen (X-ekseni) kosiniis ekseni, diigsey eksen
(y - ekseni) de siniis ekseni olarak diisiiniildiigli i¢in x = cos8 ,y = sinf doniisiimleri (I) sistemine
uygulandiginda ; f(cos6,sinf) =0 = f(x,y) =0 ve g(cosh,sinf) =0 = g(x,y) =0 esitkileri
bulunur. Ayni zamanda bir trigonometrik denklemi saglayan ag1, mutlaka birim ¢ember {izerinde bir nokta
ile eslesir (Aksoy,1972 ; Dogan,1984). Buna gore ;

fG,y) =0
g(x,y) =0 (I
x2+y2=0

denklem sistemi olusur. Her esitlige karsilik gelen grafik aymi dik eksen sisteminde ¢izilerek ortak bir
noktalarinin olup olmadig1 goriiliir. Ancak bu grafikler 6l¢iilii ve hassas olmalidir. Eger ortak nokta yok sa,
(I) sisteminin ¢oziim kiimesi bos kiime (C = @) olur. Ortak nokta varsa, bu ortak nokta ile eslesen ag1 (I)
sisteminin ¢6ziim elemani olur. Ortak nokta ile eslesen acilar sayilamaz ¢okluktadir (Stewar,Redline ve
Watson,2001 ; Wells ve Tilson,1998). Bu agilarin esas Olgiisii 8 ise, ¢oziim kiimesi ¢ = {6 + 2kn}, (k €
Z) olur. (I) Sisteminde denklemlerin kaginc1 derece oldugu onemli degildir. Biz bu ¢alismamizda iki
trigonometrik denklemden olusan sistemin ¢dziim siirecini agiklayacagiz. Dahagok denklemli trigono
metrik denk lem sistemlerinin ¢6ziimii de ayni1 yolla yapilabilir.

3.2. Birinci dereceden Bir Bilinmeyenli Trigonometrik Denklem Sisteminin Co6ziimii
Bir bilinmeyenli, birinci dereceden, iki trigonometrik denklemden olusan bir sistemi diisiinelim

a;cos6 + b;sinf = C;
a,cos8 + b,sinf = C, Un)

Bu denklem sisteminde ; x = cosf ,y = sinf donlsimlerini yapalim.
c0s?0 + sin?0 = 1 oldugu i¢in x2 + y? = 1 oldugu agiktir. Bdylece, verilen (III) sistemi ;

ax + by =0C
a,x + b,y =C, (v)
x2+y?2=1
denklem sistemine doniisiir. Dogrularin ve birim ¢gemberin grafigi ¢izilir ve ortak nokta aranir. Denklem
sistemini saglayan noktalar dik koordinat sisteminde isaretlenir. Ortak noktalara karsilik gelen agilar
¢Oziim kiimesini olusturur. Eger ortak nokta yoksa ¢6ziim bog kiime olur. Bu ¢aligmada ; trigonometrik
denklemler , kutupsal koordinatlardan kartezyen koordinatlara doniistiiriildiigii i¢in , grafik ¢izimlerinde
kolaylik saglanmaktadir.

Coziim ile ilgili olas1 durumlar:

ax + by = Cl} [a bl] X1 [Cl]
a,x + by = C, = a, b, [}’] Gl arby # azby

=

i)
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Bu durumda dogrular A(x,, y,) noktasinda kesisirler. A noktasi, birim

-~ ¢emberin denklemini de saglarsa x,% + y,2 = 1 olur.

Sekil 1. Kesisen Dogrular
Boylece (IV) deki denklemlerin grafikleri ¢izilgiginde her {i¢ grafik de A noktasindan gecer.

Sekil.2.a da oldugu gibi BOA agisimin 6liisii @ ise ¢ = {6 + 2km}, (k € Z) olur. Eger x,° + yo? # 1
ise denklem sisteminin ¢6ziimii bos kiime olur (sekil.2.b ve sekil.2.c).

Y
\;\\ 1 B P
/ O\
A AN
/ .’\\\77
>
Sekil 2.a Seki 2.b Sekil 2.c
Sekil 2. Coziimiin Grafikle Gosteriligi.
.. ax+byy==C a; by]rx C
i) ! 1y 1} = [ 1][ ]z[ 1], a,b, = a,b,
azx + b2y = CZ az bz y CZ
- ay _ by _ G o (81 _ by, G P
Bu durumda dogrular ya g¢akisiktir (Z =5, = cz) ya da paraleldir (az =0 * cz)' Co6ziim
kiimesi;

Sekil.3.a daki gibi C = {0 + 2km, a + 2kn}, (k € Z) olur veya sekil.3b. deki gibi bos kiime (C = @)olur.

\&
>y

Sekil 3.a Sekil 3.b
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Sekil 3. Coziimiin Grafikle Gosterilisi

Etkinlik.1: sinf — 2cosf =1
2sinf + cosf = 2 Sisteminin ¢ozlim kiimesini bulunuz.

Burada; x = cosf,y = sinf doniisimlerini yapalim.
y—2x=1, 2y +x =2, x2+ y? =1 denklemleri olusur. Bu esitliklere ait grafikleri gizelim.

Sekil 4. Etkinlik.1. in Coziim Grafigi

Her ii¢ grafigin de A(0,1) noktasinda kesistigi goriiliiyor. A noktasina karsilik gelen agilarin esas
Olciisii % radyandir. Coziim kiimesi C = {g + 2km},(k € Z) olur.
Etkinlik.2:  3sinf + 2cosf = %
sin@ + 3cosf = 24/2  denklem sisteminin ¢6ziim kiimesine bulunuz.

Verilen esitliklerde ; x = cosf,y = sinf doniigiimlerini yapalim.
3y +2x = \% ¥+ 3x=2v2, x?+y?=1 olur. Buesitkilere ait grafikleri gizelim.

Sekil 5. Etkinlik.2.nin C6ziim Grafigi.

Birim ¢ember iizerinde kesistikleri ortak nokta A olup bu nokta ile eslesen ac1 0 ise C=
{6 + 2km}, (k € Z) olur. Goriiliiyorki, grafik ¢izerek gorsellestirdigimiz bu durum ¢6ziimiin varligi ile
ilgili kesin bir degerlendirme yapmamizi kolaylastirryor. Ancak, A noktasina karsilik gelen aginin
6l¢iisiinil net olarak géremiyoruz. Bu durumda cebirsel yapilardan (analitik ¢6ziimden) faydalanmak

zorundayiz.
5
3y+2x =—
y \/7 => X = y = %
y+3x =22 2
0= % radyan olur. ¢ = {% + ZkTL’}, (k € Z) olarak belirlenir. Anlasiliyor ki bir tek strateji kullanimi bizi

kesin ¢dziime gotiirmeyebiliyor. Analitik diislince ile gorsel stratejiyi birlikte kullanmakla ¢dziimiin daha
kolay belirlenmesini ve bilgi transferinin olusumunu saglamis oluyoruz.

bulunur. Ohalde A noktas1 y = x dogrusu iizeride oldugundan

Etkinlik.3: cosf + 3sinf =3
sin@ — 2cos?0 =1 sisteminin ¢6ziim kiimesini bulunuz.
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x = cosf,y = sinf doniisiimlerini yapalm. x+3y =3, y—2x?2=1, x2+y?=1 olur.Bu
esitkilere ait grafikleri ¢izelim.

Ay

y-2x°=1

Sekil 6. Etkinlik.3 iin Coziim Grafigi

Gortliiyorki her li¢ grafigin ortak noktasi A dir. Bu A noktasi ile eslesen ag1 g radyandir. O
halde ¢6ziim kiimesi ¢ = {Z + 2kr}, (k € Z) olur.

Etkinlik4:  2sinf = (1 — c0s8)?(2 + cos6)
1 = sinf + cosO denklem sisteminin ¢6ziim kiimesini bulunuz.
x = cos0,y = sinf doniisiimlerini yapalim
2y=(1-x)*(x+2)
l=x+y
1=x%+y?
Denklem sistemi olusur. Her ii¢ esitlige ait grafigi ¢izelim.

Y

2y=(1-x) (x+2)

Sekil 7. Etkinlik.4 iin Coziim Grafigi

Her ti¢ grafikte de ortak olan noktalar A ve B dir. A noktasi g radyan ile, B noktas1 da 0° ile eslesmektedir.
C= {g + 2k, an}, (k € 7) olur.

4.SONUC VE ONERILER

Bu calismada ; trigonometrik denklem sistemlerinin ¢éziimiinde , grafiklerle gorsellestirmenin
¢Oziimii kolaylastirdigi ve ¢oziim kiimesinin daha kolay belirlenebildigi goriilmektedir. Ayrica; ¢6ziim
kiimesinin bos kiime olup olmadiginin grafik {izerinden kolayca goriilebildigi belirlenmistir.Coziim
yapilirken verilen trigonometrik bagmtinin grafiginin degil , doniisiimlerle bulunan basit bagintilarin
grafigi cizilmektedir. Ancak ; bazi trigonometrik denklem sistemlerinin ¢6ziim kiimesini belirlemek icin
grafik ile birlikte analitik ¢dzlime de ihtiya¢ duyuldugu gériilmektedir. Bdylece , bir problemin ¢dziimiinde
bir tek strateji kullaniminin yeterli olmayabilecegi de vurgulanmistir.

Saglam ve Biilbiil’e (2012) gore, gorsellestirme siirecini desteklemeyen bir dgretimin sonucu
olarak veya 6grencilerin baz iliskileri gorsel anlamda yeterince sorgulamamis olmalar1 ve gorsellestirme
stireci konusundaki deneyimsizlikleri nedeniyle dgrenciler ; problem ¢dzerken grafik ¢izmekte isteksiz
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davraniyorlar.Nitekim 2005 yilinda; Milli Egitim Bakanligi ( MEB ) tarafindan 6gretim programinda
yapilan yeni diizenlemede gorsellestirmenin dnemli oldugu vurgulanmaktadir. Gorsel strateji kullanimi
ogrencilerin yorum yapma ve farkli ¢6ziim yollar: iiretme yeteneklerini de gelistirecektir. Bu caligmada
trigonometrik esitlikler , doniisiimler yapilarak analitik esitliklere doniistiiriildii. Zaten grafik ¢izmek
istemeyen oOgrenciler icin trigonometrik bagintilarin grafigini ¢izmek zordur ama analitik esitliklerin
grafiklerini ¢izmek daha kolaydir. Matematik Ogretiminin her asamasinda gorsel ve analitik stratejiyi
birlikte kullanmak, 6grenmeyi daha verimli hale getirecektir (Tasar,inge¢ ve Giines,2002). Gorsel ve
analitik stratejinin birlikte kullanim1 hem kavramsal 6grenmeyi kolaylagtiracak, hem de iglem pratikligine
yardimc1 olacaktir. Ogrencilerin  bir trigonometrik denklem sistemini ¢dzerken, trigonometrik
doniistimlerden faydalanip sonuca gitmeleri zor olabilir. Ayni sistemin ¢oziimiini grafik ¢izerek ¢ok daha
kolay bir sekilde gorebilirler. Gorsel strateji kullanildiginda kavramlarla ilgili eksikliklerin giderilerek bilgi
transferinin kolaylagsmas1 da saglanmaktadir (Ornek,2007). Saglam ve Biilbiil (2012) yaptiklar1 bir
arastirmada; sadece gorsel siirecte degil , analitik siirecte de var olan bir takim kavramsal eksikliklerin
giderilmesi konusunda gorsel stratejilerin yararli oldugunu belirlemislerdir.

Her kademe matematik Ogretiminde mutlaka gorsellestirme kullanilmali, &grencilerin bu
stratejide daha basarili olacaklar diisiincesine inanmalar1 saglanmalidir. Bu ¢aligmada sadece ; bir aciya
bagli, iki denklemden olusan trigonometrik denklem sistemleri ele alinmistir. Daha sonra yapilacak olan
arastirmalarda denklem sayis1 daha ¢ok olan ve iki agiya bagli denklem sistemlerinin ¢éziimii de ayni
diisiince ile incelenebilir.
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