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Öz: Aşağıdaki fark denklem sisteminin çözümlerinin periyodikliği ve davranışları incelenmiştir.   
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Başlangıç şartları pozitif reel sayılardır. 
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Abstract: The behaviour and periodicity of the solutions of the following system of difference equations is 

examined              
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where the initial conditions are positive real numbers. 
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GİRİŞ  

Son zamanlarda, lineer olmayan fark denklemlerinin periyodikliği ile ilgili ilginç çalışmalar yapılmaktadır. 
Özellikle fark denklem sisteminin periyodikliği, pozitif ve negatif yarı dönmeleri gibi çözümlerin 
davranışları incelenmektedir. Birçok araştırmacı, son yıllarda özellikle maksimumlu fark denklemleri ve 
maksimumlu fark denklem sistemleri ile ilgili araştırma yapmışlardır. Örneğin [1-29].    
 
Tanım 1 :  

),...,,( 11 snnnn xxxfx     n = 0,1,2, … için                                                            (2) 

                              

fark denkleminde ),...,( xxfx   oluyorsa x  ye denge noktası denir. 

Tanım 2 :   x , (2) denkleminin pozitif bir denge noktası olsun. (2) denkleminin bir  nx  çözümünün bir 

pozitif yarı dönmesi  mll xxx ,...,, 1  terimlerinin bir dizisinden oluşur ve bunların hepsi x  denge 

noktasına eşit veya büyük bütün terimlerdir. Öyle ki 0l  ve m  olur ve burada ya 0l
 
ya da 

0l  ve  xxl 1  ; ve, ya m  ya da xxm m  1    ve  ve xxm 1  
dir. 

 

Tanım 3:   x , (2) denkleminin negatif bir denge noktası olsun. (2) denkleminin bir  nx  çözümünün bir 

negatif yarı dönmesi  mll xxx ,...,, 1  terimlerinin bir dizisinden oluşur ve bunların hepsi x  denge 

noktasından daha küçük terimlerdir. Öyle ki  m  ve0l  olur ve burada ya 

xxll l  1    ve0  da ya   0
 
veya  xxmm m  1    ve  da ya    dir. 

 

Tanım 4 : Eğer  nx  dizisi için npn xx   ise,  nx  dizisi p  periyotludur denir ve p  bu şartı sağlayan en 

küçük pozitif tam sayıdır. 

ANA SONUÇLAR 
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Şimdi (1) denkleminin pozitif denge noktasını bulalım.  
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1x  ve 1y   elde edilir. 
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Lemma 1 :   
 

1 0 1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0

1 1 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 0 0 0 1 1 0

0 1 1 0 1 0 1 0 1

1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,
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x x y y x x y y x y
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          1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1
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x y y x x y y x y x

y x x y x x y y x y y x x y x y
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Yukarıdaki başlangıç şartları için aşağıdakiler doğrudur : 2n   için nx  çözümleri ve 1n   için ny  

çözümlerinde

 

a) Her negatif yarı dönme bir terimden oluşur. 

b) Her pozitif yarı dönme üç terimden oluşur. 

c) Bir uzunluğundaki her negatif yarı dönmeyi üç uzunluğundaki pozitif yarı dönme takip eder. 

d) Üç uzunluğundaki her pozitif yarı dönmeyi bir uzunluğundaki negatif yarı dönme takip eder. 

 

İspat :   Nx , Ny  çözümü 0N   ve  0 1 0 11 x y y x       için aşağıdaki gibi elde edilir. 
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görüldüğü gibi n x  çözümleri PNPPPNPPPNPPPNPPPN… şeklinde devam eder. 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 y ,  y ,  y ,  y ,  y ,  y ,  y ,  y ,  y ,  yy y y y y y y y y y         
 

Buradan görüldüğü gibi  
n y   çözümleri NPPPNPPPNPPP… şeklinde devam eder. 

Görüldüğü üzere  2n   için  nx  çözümleri ve  1n   için ny  çözümlerinde; her negatif yarı dönme bir 

terimden oluşur. Her pozitif yarı dönme üç terimden oluşur. Bir uzunluğundaki her negatif yarı dönmeyi 
üç uzunluğundaki pozitif yarı dönme takip eder. Üç uzunluğundaki her pozitif yarı dönmeyi bir 
uzunluğundaki negatif yarı dönme takip eder. 
 
Lemma 2: 

1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0 1 1 1 0 0 1 0 1 0

1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1 0

0 1 1 0 0 1 1 0 0 1

1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,

1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,

1 ,1 ,1

y y x x y x y x y y x x x y y x x y y x

x y x y y x y x y x x y y x x y y y x x

y x y x y y x x y y

         

         
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          1 0 0 1 0 1 1 0 1 0

1 1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1

0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 0 1 0 1

,1 ,1 ,

1 ,1 ,1 ,1 ,1

1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,

1

x x y y x x y y x x

y x y x x y y x x y y x x y x y y y x x

y x y x y y x x y y x x y y x x y x x y

    
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         

                   

                   

0 1 1 0 ,y x y x    

 

Yukarıdaki başlangıç şartları için aşağıdakiler doğrudur : 1n   için nx  çözümleri ve 2n   için ny  

çözümlerinde 
 

a) Her negatif yarı dönme bir terimden oluşur. 

b) Her pozitif yarı dönme üç terimden oluşur. 

c) Bir uzunluğundaki her negatif yarı dönmeyi üç uzunluğundaki pozitif yarı dönme takip eder. 

d) Üç uzunluğundaki her pozitif yarı dönmeyi bir uzunluğundaki negatif yarı dönme takip eder. 

 
İspat : Lemma 2 nin  ispatı Lemma 1 in ispatına benzer şekilde elde edilir. 
 
Teorem 1:   

 

1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0

1 0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1

0 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0

1 ,1 ,1 ,1 ,

1 ,1 ,1 ,1 ,

1 ,1 ,1 ,1

x x y y x y x y x x y y y x x y

y x y x y x x y x x y y x y x y

x y y x x y y x x y x y x x y y

       

       

       

               

               

               

 

Yukarıdaki başlangıç şartları için  
2 2

0 0 0 0 0
0 02

0 0 0 0 0 0

1
, , , ,... ; , , , ,...n n

y y x y y
x x y y

x x x y x x

   
    
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veya 
2 4 2 2 3

0 0 0 0 0 0 0 0

2 4 2 2 3

0 0 0 0 0 0 0 0

, , , ,... ; , , , ,...n n

y x y y x y y y
x y

x y x x y x x x
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çözümleri elde edilir.
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İspat : 
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y
x x x

x x y

x x
y y y

y y y

   
     

   

   
     

     

. 

. 

.

 

 
İterasyon işlemine devam edilirse 

2 2

0 0 0 0 0
0 02

0 0 0 0 0 0

1
, , , ,... ; , , , ,...n n

y y x y y
x x y y

x x x y x x

   
    
     

çözümleri elde edilir. İkinci çözümde benzer şekilde elde edilir. 

 
Teorem2:  

 
1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1

1 1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 1 0 1 1 0

1 ,1 ,1 ,1 ,

1 ,1 ,1 ,1

x x y y x y x y y x x y y x y x

y x x y x x y y x y y x x y x y

       

       

               

               
 

Yukarıdaki başlangıç şartları için   

0 0 1
0 1 0 1 0

0 0 1 0

1 1
, , , ,... ; , , , ,...n n

y y y
x y y x y y y

x x y x


 



   
    
     

çözümleri elde edilir. 
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İspat: Teorem 2 nin ispatı Teorem 1 e benzer şekilde elde edilir. 
 
 
Teorem 3: 

1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0 1 1 1 0 0

1 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1

0 1 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 0 1

1 ,1 ,1 ,1 ,

1 ,1 ,1 ,1 ,

1 ,1 ,1 ,1

y y x x y x y x y y x x x y y x

x y y x x y x y y x y x y x x y

y x x y y y x x y x y x y y x x

       

       

       

               

               

               

 

Yukarıdaki başlangıç şartları için   
2 2

0 0 0 0 0
0 02

0 0 0 0 0 0

1
, , , ,... ; , , , ,...n n

y x x x x
x x y y

x y y y y y

   
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veya 
2 3 2 4 2

0 0 0 0 0 0 0 0

2 3 2 4 2

0 0 0 0 0 0 0 0

, , , ,... ; , , , ,...n n

y x x x x y x x
x y

x y y y y x y y

   
    
     

çözümleri elde edilir. 

İspat: Teorem 3 ün ispatı Teorem 1 e benzer şekilde elde edilir. 
 
Teorem 4: 

1 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 0

1 0 0 1 0 1 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0

1 ,1 ,1 ,1 ,

1 ,1 ,1 ,1

y y x x y x y x x y y x x y y x

x y x y y x x y y x y x y y x x

       

       

               

               
 

Yukarıdaki başlangıç şartları için   

1 0 0
1 0 1 0 0

1 0 0 0

1 1
, , , ,... ; , , , ,...n n

x x x
x x x y x x y

x y y y


 



   
    
     

çözümleri elde edilir. 

İspat: Teorem 4 ün ispatı Teorem 1 e benzer şekilde elde edilir. 

 

ÖRNEKLER 

Örnek 1: Başlangıç şartları Teorem 1 dekine uygun bir şekilde seçilirse 

𝑥[−1] = 2; 𝑥[0] = 3; 𝑦[−1] = 4; 𝑦[0] = 7 

x(n)= {2.33333,0.333333,16.3333,3,2.33333,0.333333,16.3333,3,2.33333,0.333333,16.3333,3,…} 

y(n)= {0.428571,5.44444,2.33333,7, 0.428571,5.44444,2.33333,7, 0.428571,5.44444,2.33333,7,…} 
çözümleri elde edilir ve çözümlerin grafikleri aşağıda gösterilmiştir. 
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Şekil 1.  x(n) çözümlerinin grafiği. 
 

 
 

 
Şekil 2.  y(n) çözümlerinin grafiği. 
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Örnek 2: Başlangıç şartları Teorem 1 dekine uygun bir şekilde seçilirse 

𝑥[−1] = 2; 𝑥[0] = 3; 𝑦[−1] = 4; 𝑦[0] = 5 
x(n) = {1.66667,0.36,7.71605,2.77778, 1.66667,0.36,7.71605,2.77778, 1.66667,0.36,7.71605,2.77778, …} 

y(n) = {0.6,2.77778,1.66667,4.62963, 0.6,2.77778,1.66667,4.62963, 0.6,2.77778,1.66667,4.62963, …} 
çözümleri elde edilir ve çözümlerin grafikleri aşağıda gösterilmiştir. 
 

 
Şekil 3.  x(n) çözümlerinin grafiği. 

 
 

  
Şekil 4  y(n) çözümlerinin grafiği. 
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Örnek 3: Başlangıç şartları Teorem 2 dekine uygun bir şekilde seçilirse 

𝑥[−1] = 2; 𝑥[0] = 4; 𝑦[−1] = 3; 𝑦[0] = 13 
x(n)= {3.25,0.25,39,4, 3.25,0.25,39,4, 3.25,0.25,39,4, 3.25,0.25,39,4, …} 
y(n)= { 0.333333,9.75,3,13, 0.333333,9.75,3,13, 0.333333,9.75,3,13, …} 

çözümleri elde edilir ve çözümlerin grafikleri aşağıda gösterilmiştir. 
 

 
Şekil 5. x(n) çözümlerinin grafiği. 

 

Şekil 6.  y(n) çözümlerinin grafiği. 
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Örnek 4: Başlangıç şartları Teorem 3 dekine uygun bir şekilde seçilirse 

𝑥[−1] = 4; 𝑥[0] = 3; 𝑦[−1] =5; 𝑦[0]=2 
x(n)= {0.666667,2.25,1.5,3, 0.666667,2.25,1.5,3, 0.666667,2.25,1.5,3, …} 

y(n)= {1.5,0.5,4.5,2, 1.5,0.5,4.5,2, 1.5,0.5,4.5,2, 1.5,0.5,4.5,2, …} 
çözümleri elde edilir ve çözümlerin grafikleri aşağıda gösterilmiştir. 
 

 
Şekil 7.  x(n) çözümlerinin grafiği 

 
 

 
 

Şekil 8.  y(n) çözümlerinin grafiği. 
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Örnek 5: Başlangıç şartları Teorem 3 dekine uygun bir şekilde seçilirse 

𝑥[−1] = 6; 𝑥[0] = 5; 𝑦[−1] = 7; 𝑦[0] = 4 
x(n)= {0.8,1.5625,1.25,1.95313, 0.8,1.5625,1.25,1.95313, 0.8,1.5625,1.25,1.95313, …} 

y(n)= {1.25,0.64,2.44141,1.5625, 1.25,0.64,2.44141,1.5625, 1.25,0.64,2.44141,1.5625, …} 
çözümleri elde edilir ve çözümlerin grafikleri aşağıda gösterilmiştir. 

 
 

Şekil 9.  x(n) çözümlerinin grafiği 

 

 
Şekil 10.  y(n) çözümlerinin grafiği. 
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Örnek 6: Başlangıç şartları Teorem 4 dekine uygun bir şekilde seçilirse 

𝑥[−1] = 4; 𝑥[0] = 13; 𝑦[−1] = 2; 𝑦[0]= 3 
x(n)= {0.25,17.3333,4,13, 0.25,17.3333,4,13, 0.25,17.3333,4,13, …} 

y(n)= {4.33333,0.333333,52,3, 4.33333,0.333333,52,3, 4.33333,0.333333,52,3, …} 
çözümleri elde edilir ve çözümlerin grafikleri aşağıda gösterilmiştir. 
 

 
Şekil 11.  x(n) çözümlerinin grafiği 

 
 

 
Şekil 12.  y(n) çözümlerinin grafiği. 
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TARTIŞMA VE SONUÇ 

Bu çalışmada, 0101 ;;; yyxx   başlangıç şartları birden büyük pozitif reel sayılar olmak üzere, 

1 1

1 1

1 1
, ; ,n n

n n

n n n n

y x
x y

x x y y
 

 

   
    
   

 maksimumlu fark denklem sisteminin çözümlerinin davranışları 

incelenmiştir. Bu fark denklem sisteminde katsayıları değiştirilerek yeni maksimumlu fark denklem 
sistemleri oluşturulabilir. Oluşturulacak yeni maksimumlu fark denklem sisteminin çözüm davranışları 
incelenebilir. 

Bu makale, Akdeniz Üniversitesinde 7-9 Eylül 2015 tarihinde düzenlenen XXVIII. ULUSAL 

MATEMATİK SEMPOZYUM’ unda sunulmuştur. 
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