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0z: Asagidaki fark denklem sisteminin ¢éziimlerinin periyodikligi ve davranislar: incelenmigtir.
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Baslangi¢ sartlar: pozitif reel sayilardir.

Anahtar Kelimeler: Fark Denklemi, Maksimum Operatérii, Yar1 Donmeler, Periyodiklik

Xo,1 = Max {Xii—} Yoy = Max {yii—} Solutions Of The System Of
n-1 n

Maximum Difference Equations

n-1 n

Abstract: The behaviour and periodicity of the solutions of the following system of difference equations is
examined
1 Yl 1 X
Xpg =MaXy——,—,; Y, =MaXy——,— 1)
Xn—l Xn yn—l yn

where the initial conditions are positive real numbers.
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GIRIS

Son zamanlarda, lineer olmayan fark denklemlerinin periyodikligi ile ilgili ilging calismalar yapiimaktadir.
Ozellikle fark denklem sisteminin periyodikligi, pozitif ve negatif yari dénmeleri gibi coziimlerin
davranislari incelenmektedir. Bircok arastirmaci, son yillarda 6zellikle maksimumlu fark denklemleri ve
maksimumlu fark denklem sistemleri ile ilgili arastirma yapmuglardir. Ornegin [1-29].

Tanim1:
X1 = F (X0 Xy g0 Xy ) n=0,1,2, ... icin )

fark denkleminde x = f (? ;) oluyorsa X ye denge noktasi denir.

Tanim 2 : ;, (2) denkleminin pozitif bir denge noktasi olsun. (2) denkleminin bir {Xn} ¢6zUmunin bir

pozitif yari dénmesi {X|,X|+1,..., Xm} terimlerinin bir dizisinden olusur ve bunlarin hepsi X denge
noktasina esit veya biyiik biitiin terimlerdir. Oyle ki | >0 ve m < olur ve buradaya | =0 ya da
| >0 ve X_;<X;ve,yamM=00 yada M<oo V& X ;<X ve X,,; <X dir.

m+1 m-+1

Tanim 3: ;, (2) denkleminin negatif bir denge noktasi olsun. (2) denkleminin bir {Xn} ¢6zUmunin bir

negatif yari dénmesi {X| y Xj g reees Xm} terimlerinin bir dizisinden olusur ve bunlarin hepsi X denge

noktasindan daha kiiciik terimlerdir. Oyle ki |>0vwm<oo olur ve burada vya
=0 yada I >0 ve X, , >X veya M=00 Yyada m<oo Ve X, =X dir.

m+1

Tanim 4 : Eger {Xn} dizisi icin X,,, = X, ise, {Xn} dizisi p periyotludur denirve p bu sarti saglayan en

kiiclk pozitif tam sayidir.

ANA SONUCLAR

A R ety
Xn+l:max T (s yn+l:max N (1)
Xpa X, Yoir Ya

Simdi (1) denkleminin pozitif denge noktasini bulalim.

X =Mmaxs=,=; Y =mMaxqy=,=_ olur. Buradan
X X yy

-1 -y - 1 — X ~ —~

X== \veya x=¥; y == veya Yy == elde edilir. (X)2 =1we (y)2 =1 bulunur. Buradan da
X x oy y

x=1ve y =1 elde edilir.
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Lemmal:

LX< <Yy <YL <y <X <Y <Y Ly <Y <Y <KL <Y <G <Y LK < <Y <Y
T<X <Y <X < Yool <Xy <X <Yy <Y Iy <% <X <Y 1<y <X <X < Y 1<Xg <YL <X <Yy,

Ly <X <Yy <YL <X <X <Yy <Y LX<y <X < Yo Iy <X <X <Y 1<y, <X <Yy <X
Ly, <Xy <X < Yool <Xy <X <Y <Y l<Xg <Y <Yy <X 10X <Y <X <Yy,

Yukaridaki baslangic sartlar icin asagidakiler dogrudur :

¢O6ziimlerinde

a)
b)
c)
d)

ispat :

Her negatif yari donme bir terimden olusur.
Her pozitif yari donme Ug¢ terimden olusur.

n>2 igin X ¢Oztimleri ve N>1 igin Yy,

Bir uzunlugundaki her negatif yari dénmeyi li¢ uzunlugundaki pozitif yari donme takip eder.
Ug uzunlugundaki her pozitif yari dénmeyi bir uzunlugundaki negatif yari désnme takip eder.

Xy, Yy 60zimi N>0ve 1<X, <y, <Y, <X, icinasagidakigibi elde edilir.

X, =maxq— EAY
X, x0
{1 x} X,
y,=maxq{—,—;=—<Y
Ya Yo Yo
x2=max{i,ﬁ}=max{
X X
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goruldigu gibi X, ¢6zimleri PNPPPNPPPNPPPNPPPN... seklinde devam eder.
YVi<Yi Yo > ¥V ¥Ys> Yo ¥a> Yo Ys <Y ¥ > Y Y72 Y Yg > Y Yo < Vs Yo > Y
Buradan géruldigu gibi Yy, ¢6zimleri NPPPNPPPNPPP... seklinde devam eder.
Goruldugu tizere N>2 igin X, ¢oztimleri ve n>1igin Yy, ¢oziimlerinde; her negatif yari dénme bir

terimden olusur. Her pozitif yari dénme Uc¢ terimden olusur. Bir uzunlugundaki her negatif yari donmeyi
tic uzunlugundaki pozitif yari dénme takip eder. U¢ uzunlugundaki her pozitif yari dénmeyi bir
uzunlugundaki negatif yari donme takip eder.

Lemma 2:

1<y <Y <Xy <X 1<y <X <Yy <X, 1<y <Yy <Xy <X, 1<X, <Y, <Yy <X, <X <Yy <Yy < X,
1<X <Yy <X <Y, 1<y, <X <Y, <X 1<y, <X <X, <Y, 1<y, <X, <X <Y, 1<y, <y, <X, <X,
1<y, <X <Y <X 1<y, <Y <Xy <X, 1<y <Y, <X <X 1<y <Yy <X <X 1<y <Y <X < X,
1<y <X <Y <X 1<X, <Y <Yy <X, 1<X <Y<Y <X 1< X <Yy <X <Y, 1<y, <y <X <X,
1<y, <X <Y <X 1< Y, <Y, <X <X, 1< Yy <Y <X <X, 1<y <Yy <Xy <X, 1<y <X, <X <Yy,
1<y0<x_1<y_1<xo,

Yukaridaki baslangi¢ sartlar igin asagidakiler dogrudur : n>1 igin X, ¢6zimleri ve N>2 igin Yy,
¢éziimlerinde

a) Her negatif yari dénme bir terimden olusur.

b) Her pozitif yari donme Ug¢ terimden olusur.

c) Bir uzunlugundaki her negatif yari dénmeyi (¢ uzunlugundaki pozitif yari dénme takip eder.
d) Ug uzunlugundaki her pozitif yari ddnmeyi bir uzunlugundaki negatif yari dénme takip eder.

ispat : Lemma 2 nin ispati Lemma 1 in ispatina benzer sekilde elde edilir.

Teorem 1:
L<X <X <Yy < Yol <X <Yy <X < Yo 1<X <X <Y <Y 1<y, <X <Xy <Y,

1<y <X <Yy <Xy 1<y <Xy <X < Yol <Xy <X <Yy <Y 1<% <Yy <X <Yy,
1<Xy <Y <Y <X 1<Xy <Yy <Yy <X, 1<Xy <Y <X < Yol <X <X <Y, <Y
Yukaridaki baslangic sartlari igin

2 2
Xn:{ﬁli!ﬁlxoyun}; yn:{ﬁly_glﬁ;yo,---}
XO XO XO yO XO XO

y 1% Yo Yo Yo
1y yn - 1 91 13
Yo X0 X X

veya

(S
o N

>
5
Il
/_j%
ES
Sl
o>i|‘<
OxN|<

¢ozimleri elde edilir.
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ispat :

iterasyon islemine devam edilirse

Yo 1 ¥ . X Yo Y
Xn:{_ol_!_olxoy"' 1 yn: _O;_g,_o,yo,---
Xo X %o Yo %o %o
¢oziimleri elde edilir. ikinci ¢oziimde benzer sekilde elde edilir.

Teorem2:

1<X, <X <Y <Yol<X, <Y <X <VYol<y, <X, <X,;<VYo,l<y, <X <Y,<Xy,

1<y <X, <X <Yol<Xg <X, <Y, <VYol<Xy <Y <Yy <X, 1<X <Yy, ,<X,<YVY,
Yukaridaki baslangic sartlari icin

1 1
Xn _{i_;)!x_o! yOy—lix()""}; yn :{_' y(;(y_l ! y—l’ yo""}

¢ozimleri elde edilir.
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ispat: Teorem 2 nin ispati Teorem 1 e benzer sekilde elde edilir.

Teorem 3:
1<y <Yy <Xy <X, 1<y, <X <Yy <X, 1<y <Yy <X <X, LX<y <Y < X,

T<X <Yy <Y <X LX< Y <X <Y 1<y <X <Yy <X 1<y <X <X, <Yy,
Ty, <Xy <X <Y 1<y <y <Xy <X 1<y <X <Y <X 1<y <Y <X <Xy
Yukaridaki baslangig sartlari icin

2 2
Xn:{ﬁyx_oz,ﬁ,xo“”}; yn:{ﬁli'x_o’yO""}
X Yo Yo Yo Yo Yo

Yo %o X % |. X Yo X X%
Xn: I AR yn: R R EINC R
X Yo Yo Yo Yo X0 Yo Yo

ispat: Teorem 3 (in ispati Teorem 1 e benzer sekilde elde edilir.

veya

¢ozimleri elde edilir.

Teorem 4:
Ly <Yy <Xy <X Ly <X <Y <X, LX< Y <Yy <X LX< Y <Y <X

LX< Y <% <Y LYy <X <X <Y Ly <X <Y <X 1<y <Y <X <X
Yukaridaki baslangig sartlari icin

1 X% } {Xo 1 }
Xn: —_—, s X 4, Xoy s ’yn: —,—,X_X,y,...
{X_l y, " Yo Vo 0"

ispat: Teorem 4 (in ispati Teorem 1 e benzer sekilde elde edilir.

¢ozimleri elde edilir.

ORNEKLER

Ornek 1: Baslangic sartlari Teorem 1 dekine uygun bir sekilde secilirse
x[-1] = 2; x[0] = 3; y[-1] = 4; y[0] = 7
x(n)={2.33333,0.333333,16.3333,3, 2.33333,0.333333,16.3333,3, 2.33333,0.333333,16.3333,3, ...}

y(n)={0.428571,5.44444,2.33333,7, 0.428571,5.44444,2.33333,7, 0.428571,5.44444,2.33333,7,...}
¢oztumleri elde edilir ve ¢ozimlerin grafikleri asagida gosterilmistir.
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xn
15;
10;
5
:xil '\

i " S T T T T
I 5 10 15 20
Sekil 1. x(n) ¢ozlimlerinin grafigi.

y.n,

Sy R S S—

1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L n
5 10 15 20

Sekil 2. y(n) ¢ozimlerinin grafigi.
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Ornek 2: Baslangig sartlari Teorem 1 dekine uygun bir sekilde secilirse

x[-1]=2; x[0] = 3; y[-1] = 4; y[0] =5
x(n) = {1.66667,0.36,7.71605,2.77778, 1.66667,0.36,7.71605,2.77778, 1.66667,0.36,7.71605,2.77778, ...}
y(n) ={0.6,2.77778,1.66667,4.62963, 0.6,2.77778,1.66667,4.62963, 0.6,2.77778,1.66667,4.62963, ...}
c¢Ozlimleri elde edilir ve ¢coziimlerin grafikleri asagida gosterilmistir.

L

X

(o))

N

2
xl 1
L L L L L L L L L L L L n
5 10 15 20
Sekil 3. x(n) ¢ozimlerinin grafigi.
y.n
4l
3f
20
C
A IV B B I | 1
L [ L L L L L L L L L L L L L L L L L n
[ 5 10 15 20
iy

Sekil 4 y(n) ¢coziimlerinin grafigi.
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Ornek 3: Baslangig sartlari Teorem 2 dekine uygun bir sekilde segilirse

x[-1] = 2; x[0] = 4; y[-1] = 3; y[0] = 13
x(n)={3.25,0.25,39,4, 3.25,0.25,39,4, 3.25,0.25,39,4, 3.25,0.25,39,4, ...
y(n)={0.333333,9.75,3,13, 0.333333,9.75,3,13, 0.333333,9.75,3,13, ...

¢oztimleri elde edilir ve ¢oziimlerin grafikleri asagida gosterilmistir.

(e ——

XN

|
30
20
)
b1
5 10 15 20

Sekil 5. x(n) ¢ézumlerinin grafigi.

yn
12}
10+
5
i
‘
2
vyl 1
e e & & e e
. 5 10 15 20

Sekil 6. y(n) coziimlerinin grafigi.
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Ornek 4: Baslangig sartlari Teorem 3 dekine uygun bir sekilde segilirse

x[-1] = 4; x[0] = 3; y[-1] =5; y[0]=2
x(n)= {0.666667,2.25,1.5,3, 0.666667,2.25,1.5,3, 0.666667,2.25,1.5,3, ...}
y(n)={1.5,0.5,4.5,2, 1.5,0.5,4.5,2,1.5,0.5,4.5,2,1.5,0.5,4.5,2, ...}
c¢Ozlimleri elde edilir ve ¢oziimlerin grafikleri asagida gosterilmistir.

x.n,

ININ.

NN

n L L L n n
I 5 15 20
L1k
Sekil 7. x(n) ¢ozimlerinin grafigi
yn
S5t
‘“
3¢
2r
I
L [ L L L L | L L L L | L L L L | L L L L | L n
I 5 10 15 20
I1r

Sekil 8. y(n) coziimlerinin grafigi.
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Ornek 5: Baslangig sartlari Teorem 3 dekine uygun bir sekilde secilirse

x[-1]1=6; x[0] =5; y[-1] =7, y[0] = 4

x(n)={0.8,1.5625,1.25,1.95313, 0.8,1.5625,1.25,1.95313, 0.8,1.5625,1.25,1.95313, ...}
y(n)={1.25,0.64,2.44141,1.5625, 1.25,0.64,2.44141,1.5625, 1.25,0.64,2.44141,1.5625, ...}
¢O6zlimleri elde edilir ve ¢coziimlerin grafikleri asagida gosterilmistir.

x.n
20¢

15}

x110

0.5}

il

V

105)

110

yon
25¢

15F

Sekil 9. x(n) ¢ozimlerinin grafigi

yi10s

0.5

NI

Sekil 10. y(n) ¢6ziimlerinin grafigi.
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Ornek 6: Baslangig sartlari Teorem 4 dekine uygun bir sekilde secilirse
x[-1] = 4; x[0] = 13; y[-1] = 2; y[0]=3
x(n)={0.25,17.3333,4,13, 0.25,17.3333,4,13,0.25,17.3333,4,13, ...}
y(n)={4.33333,0.333333,52,3, 4.33333,0.333333,52,3, 4.33333,0.333333,52,3, ...}
c¢Ozlimleri elde edilir ve ¢coziimlerin grafikleri asagida gosterilmistir.

x.n,

15+

10 -

Rl I S S S S S
5 10 15 20

Sekil 11. x(n) ¢ézumlerinin grafigi

30|
20/

100

A

<
-

1 | | | | | | 1 | | | 1 | n
5 10 15 20

Sekil 12. y(n) ¢6ziimlerinin grafigi.
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TARTISMA VE SONUC
Bu calismada, X_1;Xg;Y_: Yo baslangic sartlari birden blyik pozitif reel sayilar olmak Uzere,

X = {i,ﬁ}, Yo = {i,x—”} maksimumlu fark denklem sisteminin ¢éziimlerinin davranislari
Xn—l Xn yn—l yn

incelenmistir. Bu fark denklem sisteminde katsayilari degistirilerek yeni maksimumlu fark denklem

sistemleri olusturulabilir. Olusturulacak yeni maksimumlu fark denklem sisteminin ¢6ziim davranislari

incelenebilir.

Bu makale, Akdeniz Universitesinde 7-9 Eylil 2015 tarihinde diizenlenen XXVIII. ULUSAL
MATEMATIK SEMPOZYUM' unda sunulmustur.
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