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Ozet

Bu calsmada Sezgisel Onermeler L@j(IPL) icin (ic semantik sunuyoruz; yani Kripke
semani¢i, Heyting semangi ve topolojik semantik. IPL’'nin bu semantikleréreg
sgglam ve tam oldgunu gosteriyoruz.

Anahtar Kelimeler: Sezgisel lojik, Kripke semagiti modal lojik, Heyting cebirleri,
topolojik semantik.

Semantics for intuitionistic propositional logic

Abstract

In this study we present three semantics for lmistic Propositional Logic (IPL);
namely, Kripke semantics, Heyting semantics, apdltgical semantics. We show that
IPL is sound and complete with respect to thesexggos.

Keywords: Intuitionistic logic, Kripke semantics, modal logiHeyting algebras,
topologic semantics.

1. Giris

Lojigin klasik anlaygl dogruluk kavramina dayanir; bir 6nermeningdalugu mutlaktir

ve her hangi bir akil ylritme ya da eylemdegitvesizdir. Bir 6nerme ya @goudur

yada yanktir; yanlis dogru olmayan ile ayni anlama sahiptir ve Bagadaki ticincunin

olmazlgl yasasi (tertium non datur ya da excluded middliayak ifade edilir:

“p 6nermesinin anlami ne olursa olsup,v —p 0Onermesi her zaman giadur.”
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Ancak p v —p Onermesi sinirli bilgi icerir. Bunu aciklayan ikyi bilinen ornek
verilebilir. ilki,

“  sayisinin ondalik gésteriminde bir yerde yedi tarat arda bulunur.”
Bu 6nermenin dgruluk dezerinin belirlenmesi kesin gédir. Ikincisi,

“x¥ rasyonel olacakekilde x ve y irrasyonel sayilari vardir.”

. L =V2 . . V2
Bu énermenin kaniti basittin/@ 2 rasyonel isex = y = /2 aksi haldex = v/2 ’ ve

y =+2 almak vyeterlidir), ancak iki durumdan hangisininogdi oldusu
bilinmemektedir.

Bu ornekler klasik dnermeler I@jnin kusurlarindan bazilarini &a cikarir ve neden
sezgisel (intuitionistic) ya da gaci (constructive) lofie ilgi duyulmasi gerekiinin
ipuclarini verir. Sezgisel dnermeler [ji(IPC), klasik dnermeler Iglinden (CP)
dcuncundn olmazh yasasi ve olmayana ergi kurah (reductio ad ahsu) cikarilarak
tanimlanabilir; o zaman CP nin zayiflatigrbir halidir ve bunun sonucu olarak CP ye
gore daha gegmisemantik yorum araina sahiptir. Motive edici semapdi sezgisel
onermeler loginin Brouwer-Heyting-Kolmogorov (BHK) yorumu denir. Sezgisel
lojigin ortaya atigini ve esaslarini ayrintili incelemek icin [1, 9] kaynaklarina
bakilabilir.

Bu calsmada IPC icin G¢ model tagthiyor: Kripke yapilari, Heyting cebirleri ve
topolojik modeller. Modellerin 6zellikleri ile Hikte Kripke yapilari ve Heyting
cebirleri arasindaki gki inceleniyor. Konu ile ilgili olarak [2, 5, 8] &ynaklarina
bakilabilir.

2. On bilgiler

Klasik 6nermeler lofiinin bir formdlinin standart semagiti formaldeki 6nerme
degiskenlerine2 = {0, 1} Boole cebrinde ya da iki elemanlgdr her hangi bir Boole
cebrinde bir dgruluk deseri atanarak tanimlanir. P={p, ¢q, 7, -} sonsuz
sayllabilir coklukta 6nerme d@akenlerinin kiimesini géstermek tzere bdyle bir atama
V:P - 2 fonksiyonu ile yapilir ve bu fonksiyona bir glendirme (valuation)
fonksiyonu denir. F, 6nermeler loginin formiller kiimesini gostermek lzeié
fonksiyonulF . kiimesine gagidaki gibi gengletilebilir: Her ¢, ¥ € F. icin

V(=) = V()

Ve Ay) =V(p) AV(Y)
VieVvy) =V(p) VvV ()
V(g =) =V(p) - V().

Burada A, v, -, P Uzerinde Onerme Bhaclan ve — desilleme islemidir.
Gerektginde,—¢p, ¢ —L olarak alinacaktir veL yanlsi, T ise d@ruyu gosterecektir.
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Her V:P - 2 igin V(p) =T (ya da 1) isep formulline gecgerli (valid) formul denir.
Klasik dnermeler lofiinin Tamlik Teorem{Completeness Theorem)’ne g@dormali
CP’de kanitlanabilirdir ancak ve ancak formult gecerlidir. 2 Boole cebiri yerine
keyfi bir B Boole cebiri alinabilir ve dgr atama kavrami bu cebire ggeiilebilir.
HerV:PP - B fonksiyonu icinV/(¢) = T ise ¢ formull B-gecerlidir denir. Simdi CP
loji gi icin iyi bilinen tamhk teoreminin gggidaki versiyonu ifade edilebilir:

¢ formuli CP lojginde kanitlanabilirdir ancak ve ancak HBrBoole cebiri icinB-
gecerlidir.o

Ayni sekilde IPC igin bir semantik tanimlanabilir, andak durumda dgruluk deserleri
Boole cebiri yerine birH Heyting cebirine ait olacaktir. BiH-degerlendirme bir
V:P - H fonksiyonudur ve formillerin kimesine ggeiilebilir. Her V:P —» H
degerlendirmesi icirV (¢) = T iseq formult H-gegerlidir denir.

Tanim 2.1 (Heyting gerektirme] sonlu bir formuller kiimesi vep bir formul olsun.
Her V H -deserlendirmesi igirV (AI') < V(¢) iseT, ¢ formiliniHeyting gerektirirya
daT, ¢ ninbirH-sonucudur denir vE = He ile gosterilir.

Notasyon 2.2 Bu tanimdarTl = {@1, @2, - @n} ise AL, @i A@, A ..A@,
ifadesinin kisa yazgidir. Ayrica sezgisel 6nermeler IgijilPC ya da Int olarak ve
onermeler lojgi CP olarak kisaltilacaktir.

Sezgisel 6nermeler Igi, ¢ V —¢p ya da—-—-¢ — ¢ cifte deilleme yasasi olmadan
kisaca klasik 6nermeler Igjiolarak tanimlanabilir. Aksiyomlari ve kurallagagidaki
gibidir:

Aksiyomlar ¢, Y € F. igin
e oWy
e (9o W) p—-P)-(p~-x)
e oW eAY)

Kurallar

Qo Y PAY PAY
Al —(AEl —(AE2
go/\l//( ) Q ( ) 7 ( )

v P2V @
—1,h ——(—>EyadaM

% v 1
gow//(\/ll) gow//(VIZ) go(lE)
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3. Boole cebirleri ve Heyting cebirleri

Burada Boole cebiri ve Heyting cebirinin tanimlbatirlatiimakla birlikte her iki cebir
icin farkli ancak denk tanimlarin verilebiggigosteriliyor.

3.1. Boole cebirleri

Bir Boole cebiriB = (B, A, Vv, ', 0, 1) genellikle tipli bir yapi olarak tanimlanir
oyle ki B Uzerinde tanimlanaw ve A ikili i slemleri birlesmeli, desismeli, birbiri Gzerine
dagilmali ve egucli (idempotent) dir; birlisiem ' cifte desillemeyi (herb € B igin
(b")' = b) saglar ve 0, 1 elemanlari sirasiyla en kiicik ve enikigiemanlardir. Bir
Boole cebiri kafes (lattice) kavrami aragijla da tanimlanabilir.

Tanim 3.1.1Bir kafes . = (L, V, A), (2, 2) tipli bir yapidir éyle ki hea,b,c € L
icin asagidaki aksiyomlar sganir:

(L1)(avb)vc=av(bv 9 (L1)’(arb)ac=ar(br 9
(L2)avb=bv a (LZ)Ba/\ b=bna a
(L3)ava=a (L3)’ara=a
(L4)av(anb)= (L4) an(avb)=a

(L3) ve (L3)a esgucluliik aksiyomlarinin her bir(L4) ve (L4)’ yutma (absorption)

aksiyomlarindan turetilebilir ancak bir kafesi Tani3.1.1 altinda tanimlamak
gelenektir. L tzerindea < b © aV b =b ya daa A b = a gibi bir siralama bantisi
tanimlanabilir.

Tanim 3.1.2 L bir kafes olsun. Hemn € L icin a = a v 0 olacak sekilde bir sifir
elemaniO € L varsa ve hen € L icin a = a A 1 olacaksekilde bir bir (ya dabirim)
elemanil € L varsa,l kafesinesinirli kafesdenir.

Tanim 3.1.3 Bir dagiimali kafes aagidaki daiima aksiyomlarindan birini géayan
kafestir. Hera, b, c € L icin

(D)an(bvec)=(arbv(ar g (D)aav(b/\c)=(av Ba(as 9.

Tanim 3.1.4L sinirli bir kafes ver € L olsun. BeraAnb=0veavb=1iseb€L
elemani a nin birtimleyenidir a elemaninin tek bir timleyeni varsa o timleygile
gosterilir. Her elemani tek timleyene sahip bfekatiimlenmy kafes denir.

Nihayet bir Boole cebiri kafes acisindgiyle tanimlanabilir:

Tanim 3.1.5Bir Boole cebiri sinirli, dalmal ve timlenmi bir kafestir.

Tanim 3.1.1 deki her bir aksiyom duale sahiptirG/ nin iyi bilinen Dualitellkesi

geresi v ve A islemlerinden birinden vazgecilebilir. Bbéylece Boalebirlerinin yeni bir
tanimi yapilabilir. Ayrinti i¢in [3] kaynana bakilabilir.
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Tanim 3.1.6 Bir Boole cebiri aagidaki kasulu salayan (2, 1) tipli birB = (B, V, )
yapisidir:
u € B elemani vardir dyle ki
1. B lzerindep'Vv q = u olarak tanimlanap < q bagintisi bir siralama kantisi
2. pvq=sup{p, 4}
olsun.

BoOyle biru € B elemani varsa, her € B i¢in u = p' v p olduu icin u tektir. Bu tek
elemanairim denir ve 1 ile gosterilir.

Teorem 3.1.7Tanim 3.1.5 ve Tanim 3.1.6 denktir.
Kanit [3] de verilmitir.

3.2. Heyting cebirleri
Bir Boole cebiri timleyen slemi zayiflatilarak genellgtirilebilir.  Bunu yerine
getirmenin bir yoluis6zde timleyerfpseudo-complement) tanimlamaktan gecer.

L, 0 elemanh bir kafes ve € L olsun.a* = max{b € L:b Aa = 0}, a nin sdzde
tumleyeni olsun. Aagida verilen Heyting cebiri taniminda gerektirme glemi
a* = a — 0 s6zde tumleyen kavrami ilegkilendirilebilir.

Tanim 3.2.1Bir Heyting kafesi ya da Heyting cebiri
c<a-b ancakveancakk Ac<b
seklindegerektirmeadi verilen bir— ikili i sleme sahip sinirli ve gdmal bir kafestir.

Bir Heyting cebiri;v, A ve — islemlerinin belirli aksiyomlari gdadigi O ve 1 elemanl
bir HH = (H, <) kismi sirali yapi olarak da tanimlanabilir. Ayrisadece denklemlere
dayall Heyting cebiri tanimlamak da mumkunddr.

Teorem 3.2.2 L bir (dggilmali) kafes olsunL nin bir Heyting cebiri olmasi icin bir
gerek ve yeter kwl L Uzerinde sgagidakilerin gerceklendi bir — ikili islemin
olmasidir: hen, b, c € L igin

1. a-»>a=1;

2. an(a—=b)=aAb;

3. bA(a—- b)=b;

4. a->(bAc)=(a—=b)A(a—- ).

Kanit Kosul Gerektirir: L bir Heyting cebiri ver, b, ¢ € L olsun.

1. aAc < aoldusu aciktir ve Tanim 3.2.1 gdiec < a — a olarak yazilir. Bu ise
a = a =1 e denktir.

2. aAb <b olduu aciktir ve Tanim 3.2.1 uyarinéa< a — b ye denktir. Her
kafeste monotonluk yasalan € b vec <d iseaAc<bAdveaVc<bV
d) gegerli oldgu icin b<a—-b, anb <aA(a-b) yi gerektirir. Dger
esitsizlik icin a - b = V{c € H:a A ¢ < b} ile birlikte supremum (buradd ile
gosteriliyor) tanimia — b < b yi verir. Bir kez daha monotonluktanA (a -
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b) < a A b elde edilir ve boylece ikinciséli gi gosterilmi olur.

3. bA(a—- b)<b oldugu acgiktir. Ters yon icirb = inf{b, a — b} oldugunu
gostermek gerekir.Simdi b < b agiktir ve Tanim 3.2.1 geice b < a — b,
a A b < b ye denktir. Boylecé A (a = b) = b dir.

4. Benzersekilde ispatlanir.

Kosul Yeterdir: L teoremin ifadesinde yer alan dortsktu salayan bir kafes ve
a,b,c € L olsun.

¢ <a-b varsayallm. O zaman monotonluktamc <aA(a—=b) ve 2. den
aANc<aAb elde edilir. Amar Ab < b dir, bOylecea A c < b elde edilir.

aNc<b varsayalm. O zamamAc=(aAa)Ac=aA(aAc)<aAb=aA

(a = b), sirasiyla gguclulik, hipotez ve 2. den yazilir. Her gdenali kafeste
sadelgtirme yasasi¢ Ab=aAcve aVb=aVciseb = c dir) gegerli oldgu icin

¢ <a - bbulunur. O

Burada Heyting cebirleri, Boole cebirleri ve kataslarasinda var olan gkileri
aciklayan ornekler veriliyor.

Ornek 3.2.3Her Boole cebiri bir Heyting cebiridir. Bununici — b: = a’ v b almak
yeterlidir.

Ornek 3.2.4Gerektirme glemi

b, a>bise

@ b:= {1, aksi halde

gibi tanimlanirsa, her tam sirali kime bir Heytasdpiridir.

Her Heyting cebiri bir Boole cebiri gédir. Gergekten~ islemi Ornek 3.2.4 deki gibi
tanimlandginda, Boole cebiri olmayan en basit Heyting cetainn sirali

H = {0, 1/2, 1} kumesidir. H Uzerinde v, A, -, ve ' islemleri aagidaki
cizelgelerdeki gibi tanimlanginda, Boole cebirlerinde gecerli olan Ug¢lUncinin
olmazlg! yasasi

(Yov () =%V (o> 0)=%v 0 =%
nedeniyle yanglanir.

AJo 1/2 01 voloo 1/2
0 [0 0 0 0 [0 1/2
/210 1/2 1/2 /21 1/2 1/2

1|0 1/2 1 1|1

1/2 ] 0

et |k
Y

—_

=

—

~—

J

Ornek 3.2.5Her sonlu dailmali kafes bir Heyting cebiridir.

Bunu gostermek icih sonlu, dgilmali bir kafes olmak tzere
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a—->b:=V{c€L:cha<b}
almak yeterlidir.
Ornek 3.2.6

e 17, R? nin tim acik kiimelerinin ailesi;
e U ven islemleri kiime birlgim ve kiime kesim;
e HerU,V € ticin [ i¢ operatdru vé kiimesel timleyen olmak tzere

U-V:i=IUUV);

o U =I(UY;
e 0=0vel =R?

olmak UzereH =(z, U, n, -, ', 0, 1) birHeyting cebiridir.
Bu ornekte gosteriimeye ger tek 6zellikU,V,W € tigin
vnwcvVeWclU->V

denkligidir. Once hew,V, W igin

UnwcVeWcUuV

denkligini gosterelim.U N W < V olsun veW & U°U V varsayalim. O zaman 6yle bir
w € W elemani vardir kw ¢ U°UV olsun. Buradaw ¢ U ve w ¢ V, dolayisiyla
w € U dur. Boylecaw € UnW <V denw € V sonuglanir ki buwv & V ile gelisir.

Simdi WcU'UVeWCcl(U'uV) denkligini kanitlamak icin bir godzlemde
bulunalim.X bir acik kime is& € Y, X < I(Y) yi gerektirir. BoyleceX = W alirsak,
= yonu gosterilmy olur. Ters yon icin isé(U°UV) € U°UV oldugunu not etmek
yeterlidir.

4. Sezgisel 6nermeler logi icin modeller

Sezgisel 6nermeler Igi icin semantiklere gegmeden 6nce bir noktanin lagrkasi
gerekmektedir. IPC nin karakteristik 6zelliklerexdbiri her sezgisel 6nermenindio

ya da yank olmamasidir; bu 6zellik IPC yi CP den ayiran endkkarakteristiktir. Alt
kimeler bglaminda bu, her alt kimenin bir timleyene sahipayabilecgi anlamina
gelir.  Orngin, P({a, b}) kuvvet kiimesininH = {@, {a}, {a, b}} alt kimesi
0=0 vel={a, b} seckin elemanh v&s, n islemli dazilmal bir kafestir. Ancak
{a} elemanini{a} N A = 0 ve{a} U A = 1 olacaksekilde birA timleyeni yoktur.

4.1. IPC igin Kripke semangi

IPC i¢in bir Kripke modeli bit™d = (W, R, V) uclusuinden okur; buradal/ olasi
dunyalarinbostan farkl bir kimesi;R, W Uzerinde bir dnsiralama (yani, yansiyan ve
geckken) ba&intisi ve V, P den P(W) kuvvet kimesine tanimli derlendirme
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fonksiyonudur. Bazer/ fonksiyonu V:P x W — {0, 1} seklinde de tanimlanir.
Burada V fonksiyonununR basintisina géranonotonolmasi istenir: hew,u € W igin
wRu iseV (p,w) < V(p,u) dir. Diger bir deysle, V(p,w) = 1 vewRu iseV(p,u) =1
dir. ¥V fonksiyonunaust kapali (upper closed) fonksiyon da deniR(w):= {u €
W:wRu} tanimini yapalim.

Bir formdl farkl dinyalarda dgru ya da yand olabilir. ¢ formdli modelin birw
dinyasinda doru ise buM, w = ¢ ile gosterilir; = (ya dak) bagintisinazorlama
bagintisi (forcing relation) denir vesagidaki gibi tanimlanir:

, w E p ancak ve ancaK(p,w) = 1 yadaw € V(p).

, W E =@ ancak ve ancak hare R(w) igcin M, w ¥ ¢.

, WE @AY ancak ve ancakl, w = ¢ veM, w E .

wE VY ancak ve ancakl, w E ¢ yadaM, w E .

, WE @ =1y ancak ve ancak hex € R(w) igin ya M, w ¥ ¢ Yya da
, w E 1. Ya da, denk olarak, ancak ve ancakd& R(w) igcin M, w & ¢,
, W E 1 yi gerektirir.

IR

Bu tanim zorlama Rantisinin monotonlgunu, yani M, w = ¢ ve u € R(w) ise
M, u E ¢, korumak amaciyla tasarlargtr.

Uyarilar 4.1.1

1. Kripke modelinin evrenW yalniz bir olasi diinyadan gluyorsa o zaman model
CP icin bir modele doriir.

2. V fonksiyonu Ust kapall idiM, wkE=¢@ veu€R(w) ise M, uk ¢ dir.
Simdi w € R(u) ve u € R(w) olsun. O zamamM, w E ¢ ancak ve ancak
M, u E ¢ dir. Bu durum, formullerin gecerldi baglamindaR bagintisinin bir
kismi siralama antisi olarak alinabile@ni gosterir.

Bir loji gin bir semantie goresaglam (sound) oldgunu gdstermek icin aksiyomlarinin
o semantik altinda gecgerli olgu ve c¢ikarim kurallarinin gecerfili koruduzu
gosterilmelidir. Bup formull IPC ya ddnt in bir teoremi ise bw,,; ¢ ile gosterilir.

Teorem 4.1.2(Saslamlik Teoremi)M = (W, R, V) herhangi bir Kripke modeli ve
w, W nin herhangi bir diinyasi olsungéf ,,; ¢ ise 0 zama, w k& ¢ dir.

Kanit Once modus ponens (MP) cikarim kuralinin gecgirlkorudusunu gosterelim.
M, wE@pveM, wE @ -y verilsin. O zaman hear € R(w) icinyaM, u ¥ ¢ ya
daM, u ey dir. R bagintisi yansiyan oldtu icin u = w alabiliriz. BoyleceM, u &

@ verildiginde M, w E ¥ sonuc¢lanmak zorundadir.

Aksiyomlarin bu semargie gére gecerli oldtunu gerceklemek icin en kapsamli olani,
(> W->x)->(p->Y) - (p-yx), ele alacaz; digerleri benzer sekilde
calsilir. @ - g biciminde bir formilin biw dinyasinda dou oldusu, heru € R(w)
icin M, u = a iseM, u E B oldugu gosterilir. Buna gore her hangi hire R(w) icin
M, uke @ - @ -y varsayalim. Gosterilmesi  gereked, u = (¢ = P) =

(¢ — x) dir. Bir kez daham’, v & ¢ —  olacaksekilde keyfi birv € R(u) dinyasi
verilsin veM, v E ¢ — y oldugunu gosterelim.
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Nihayet M, w = ¢ olacaksekilde w € R(v) dinyasi verilsin véM', w E y oldugunu
gosterelim. R bagintisinin yansiyan, gegien olgundan veV fonksiyonunun
monotonlgundan, u € R(w) ve v € R(w)nedeni ile M, wE @ -> 1 - x) ve
M, wE@->1y dir. MP kurall = icin uygulanabilir oldgundan M, w £y ve
M, wEY - ydenM, w & y sonuclandirilir.o

Bu teorem bir formilumnt de turetilemedinin bir kaniti olarak kullanilir.

Ornek 4.1.3 +.p p vV —p oldugu iyi bilinmektedir. Ancakit,,, p vV —p, dolayisiyla
p vV =p O6nermesinirint de gecerli olmagini kanitlamak i¢in Kripke modelinin en az
iki elemanli bir evrene sahip olmasi gereld¥. = {w, u} ve R, W Uzerinde yansiyan
olsun.V(p) = {u}, yaniV(p,u) =1 ve V(p,w) = 0 alirsak, M', w ¥ p ve M, w ¥
—p dir ¢cinkliu € R(w) icin M, u = p dir. O haldeM, w ¥ pV —p elde edilir.
Teorem 4.1.2 nin katt tersinden,,,; p V =p sonuglanir.

Saglamlik teoreminin tersi olan tamlik teoremi (contpleess theorem) her hangi bir
Kripke modelinin her dinyasinda ga olan bir formalinint de kanitlanabilir
oldugunu ifade eder.

Teorem 4.1.4Tamhk TeoremiHer hangi bir Kripke modelM = (W, R, V) ve her
weEWICINM, ukE ¢ isekp, ¢ dir.

Kanit icin [5] kayn&ina bakilabilir.

4.2. IPC icin Heyting cebiri modeli
Teorem 4.2.1(Sazslamhk Teoremi) bir Heyting cebiri' formullerin sonlu bir kiimesi
veV:P — H bir dgzgerlendirme fonksiyonu olsuf. +;,; ¢ ise o zamal y ¢ dir.

Kanit IPC nin kurallarinin Heyting gerektirmesini korudakni gostermemiz
gerekmektedir.

[' e @ taretiminde uygulanan son kural(@ I) oldusunu varsayalim. O zaman
o=y Aydrvel'y €T, ', €T altkiimeleriicinl' ; F;,; Y verl , Fp, x taretimleri
vardir; yaniV(AT ;) < V() ve V(AT ,) <V (x) dir. Buradan/(AT) < V(AT ) A
VAT ) S V@) AV(x) < V(@ A y) elde edilir ve boylecén I) kurali korunmg olur.

[' e @ tOretiminde son uygulanan kural@ I) oldugunu varsayalim. O zaman
@ =9y - y vel U{Y} ¢ x dir; bdylece timevarim hipotezind®{AT) AV () =
V(AT U{y}) <V(x) olur. Ama Heyting cebirinde- isleminin tanimindan ve
degerlendirme fonksiyonun tanimindaii(AT) < V(@) -V(x) =V = x) elde
edilir, dolayisiyla(— I) kurali korunmg olur. Kalan kurallar Heyting cebirinin kahk
gelen ozellikleri kullanilarak benzeekilde korunur. O

Teorem 4.2.2(Tamhk Teoremiyp formulu IPC de kanitlanabilirdir ancak ve ancak he
bir Heyting cebiril icin ¢ H-gecerlidir; yani

I_Int @ c>|_]HI @

dir.
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Kanit Kosul Gerektir: ¢, IPC de kanitlanabilir ise,,; ¢ nin bir ttretimi vardir. O
halde Teorem 4.2.1 uyarinca herhangi HidezerlendirmeV icin 1 < V(¢) dir ve
boyleceg, H-gecerlidir.

Kosul Yeterdir: F;, IPC formullerinin kiimesi olsun vé; uzerinde (¢ ~vY) &
Fme (@ © ¥) denklik ba&ntisini tanimlayalim. [HI=IF"/~, ~ bagintisina gore

lp] = { € F;: ¢ ~ ¢} denklik siniflarinin kiimesi olsun.H uzerinde[¢]~ [Y] &

Fme @ = Y kismi siralama bantisini tanimlayalim.H Uzerinde[¢] Ay [Y] = [@ A

V], [o]l Vi [¥] = [ VY] ve [¢] =k [Y] = [¢ = Y] seklinde tanimlanangiemlerin

temsilci elemandan lansiz oldgu ve Oy =[0], 1y =[1] alindginda
(H, <, Vg, Aw ~w Om 1) yapisinin bir Heyting cebiri ofturdusu

kolayca gosterilebilir. Simdi V() = 1y ise 0 zaman-;,,; ¢ < 1 dir ve bdylece
Fme @ €elde edilir. O

Bu semanfie gbre CP de gecerli ancak IPC de gecerli olmayamdl ornekleri
verilebilir.

Ornek 4.2.3H ={@, {a}, {a, b}} < P({a, b}) kimesiu ve n islemleri altinda
0=0 vel={a, b} seckin elemanh dalmah bir kafestir.p € P i¢in V(p) = {a}
olsun. O zama#l (—p) = —~{a} = @ dir.

¥ ine ——p = p dir, ginku

y Via=p->p) =V(-p) - V() =1-V(@) =V(p) ={a} #{a, b}=1
Ir.

Fme 2—p = p dir, ginki
V(—|p V —|—|p) = V(—|p) V V(—|—|p) =QU {a, b} =1
dir.

4.3. IPC icin topolojik modeller

Her formulin dgerlendirmesi bir acik kime olacakkilde, IPC nin formullerini bir
(X, 1) topolojik uzaymnin alt kiimeleri olarak yorumlaygca Onerme dgskenleri

icin V:P — t fonksiyonunun formullere gegletiimesi, yine ayniV kullanilarak,
V:F; - t olarak tanimlanacaktir. ¢, € F; icin V(e AyYp) =V(p)NV(@p) ve

VipVvy) =V(p)uV@) kimelerit kimesine aittir. Ancak (¢ — ¥) kimesi(X —

V(p)) U V() gibi tanimlanirsa;> islemi hatali tanimlanmgiolur ¢inki(X —V(p)) U

V() bir acik kime olmayabilir. Uygun tanitf(p — ¢) = I(X — V(p)) U V() dir.

Nihayet V(L) =@ olmak tzere, V(=p) =V(p ->L) =1(X-V(p))u V(L) =

1(X — V(¢)) olarak tanimlanacaktir.

Bir (X, t) topolojik uzayi UzerindekV deserlendirmesi altindd/(¢) = X ise ¢
form0li dgru olarak degerlendirilir. Bu yorum altinda tgincunin olmazliyasasi
gecerli dgildir. GercektenR™ deki bir¢ acgik kimesi (6rn@n bir acik yuvar) nep ye
ne de tumleyeninin icind(R™ — ¢), ait noktalardan okan bir sinira sahiptir; bir sinir
noktasinin her kogulugu ¢ nin ve timleyeninin noktalarini igerir.

Bir topolojik model birM = (W, R, V) uclusuddar.
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Teorem 4.3.1(Sglamlik Teoremi)t,,; ¢ ise o zamanp, her M = (W, R, V)
topolojik modelinde dgrudur.

Kanit Once MP kuralinin gecerldli korudusunu gosterelim:V(¢) =X ve V(p -
Y) =X ise V@) =X dir. Ama bu aciktirnV(p - ¢) =I1(X —=V(p)) UV Q@) =
IX=X)uV@E) =I(@)UX=0UX=X.

IPC nin aksiyomlarindan sadege— (¥ — @) aksiyomunu dgerlendirelim; kalan
aksiyomlar benzersekilde calsilir.  Gostermemiz gerekerh’(<p - W- (p)) =X

oldugudur. ~ Oncelikle V(¢ - ( - ¢)) S X aciktir.  Dper kapsama icin—

gerektirmesinin yorumunu vé i¢ operatériniin monotorgunu (yani A € B ise
1(A) < I(B)) kullanmak yeterlidir.

Vip-> @ - @)= 1(X-V(@)UuV@E - )
=I(X-V(@)UIX-VE)uV(p)
2I1(X-V(p)uV(p)

DX

olup, V(¢ - (¥ > 9)) =X dir ve ¢ > (¥ > ¢) aksiyomu bu semantik altinda
gecerlidir. O

(Okur  (p->@W-)~>(p—->yY)—>(p—-x)  aksiyomunun  gecerlgini
denetlemek isteyehbilir!)

IPC nin topolojik semarge gére tamfini ilk kez ifade eden ve kanitlayan McKinsey
ve Tarski [6] dir.

Teorem 4.3.2(Tamlik TeoremiHern > 1 igin +;,, ¢ ancak ve ancak standart topoloji
R"™ tzerindeki heV¥ degerlendirmesi igirV/ (@) = R"dir. O

Sonu¢ 4.3.3Bu calsmada sezgisel dnermeler jiicin bilinen Kripke, Heyting ve
Topolojik semantikler ayrintili ele alingaianlgilir 6érneklerle, bu semantiklere gore,
IPC yi CP den ayirt eden 0zelliklere vurgu yapshmni IPC icin son zamanlarda
calisilan bir diger semantikkonyuluk (neighborhood) semaiidir. Bu konuda [4, 7, 11]
kaynaklarina bakilabilir.
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