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Ozet

Bu calsmada tam katsayili otomorfizma ve anti-otomorfianal grubu olan
genisletiimis moduler grubunH;; alt grubunun elemanlari ve Fibonacci sayilari
arasindaki ilski incelenecektir.Hs;5; grubu, altt mertebeli iki dihedral grubun iki
mertebeli devirli grup altinda, birkgirilmis serbest carpimidir. B&a bir ifadeyle bu
grup uc¢ mertebelk(z) = -1/(z— 1), Y(z) = —1/(z + 1) seklinde iki eleman ve iki
mertebeliR(z) = 1/z bir yansima dongiima tarafindan Uretilir. Boéylece grubun
herbir elemani X, Y ve R nin kuvvetlerinin bir kamasyonu olarak yazilabilir. Burada

bu kombinasyonun i¢inde katsayilari Fibonacci sayiblan bloklar elde edilecektir.

Anahtar kelimeler: Fibonacci sayilari, moduler grup, gefetiimis genel Hecke
gruplari.

The subgroup; ; of extended modular group and Fibonacci
numbers

Abstract

In this study, relationships between the elemeritgshe group Hs;, subgroup of
extended modular group that consists of automomsiand anti-automorphisms with
integer coefficients, and Fibonacci numbers areligtd. The groug; ; is isomorphic
to amalgamated free product of two dihedral groop®rder six with cyclic group of
order two. In other words this group is generatgdtwo element¥(z) = -1/(z — 1),
Y(z) = —1/(z + 1) of order three and a two ordered reflecti@n= 1/Z. Hence every
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element off/;; can be written as a combination of powersXp¥ and R. Here, it is
investigated the blocks in this combination whaseffecients are Fibonacci numbers.

Keywords:Fibonacci numbers, modular group, extended gemasgdIHecke groups.

1. Giris
Fibonacci sayillariF, =0, F; =1 balangic kaullari ile birlikte Yn>2 igin
By =Fy 1+ F (1)

indirgeme baintisi ile tanimhdir. (1) bantisi ¢ézulerek n. siradaki Fibonacci sayisi;
1 [1+vE\" 1-vE\"
Fn_ﬁ[(z) _(2)] @)

elde edilir. Buradakil"LT‘/g sayisi altin oran olarak adlandirlir. Andh iki Fibonacci

sayisinin oranindan elde edilen dizinin limiti @lorandir. Fibonacci sayilari; giada
bir cok yerde katlasiimasi ve sayilar teorisinde ilging Ozelliklere galolmasi
sebebiyle cokca callan bir konudur.

Fibonacci sayilarinin tanimina benzer olarak Lucas Pell sayl dizileri de
tanimlanmgtir Fibonacci dizisinin bdangic kaullart Ly, =2 ve L; =1 seklinde
secilerek yine ayni indirgeme gatisiyla Lucas sayilari ofturulmustur.. B,; n. Pell
sayisini  temsil etmek uUzere?y=0 ve P; =1 balangic kaullarnn altinda
P, = 2P,_, + P,_, seklindedir. Pell ve Lucas sayilarinin tanimindapoRiacci sayilar
ile iliskili cesitli esitliklere ulagilabilir.

Fibonacci sayilarinin moduler grup elemanlar ilke igisi vardir. Moduler grup

karmaik diizlemdea, b, ¢ ve d birer tamsay verd — bc = 1 olmak lizerez — ZZ:Z

esleyen MObius dongumlerinin grubudur.% seklindeki bir dongimu i(a b)

c d
seklinde bir matris ile temsil etmek mumkundur. Ballg;mada,(ccl Z) matris temsilini
g6z oniunde bulundurulacaktirT(z) = —é ve U(z) = z+ 1 doniumleri modiler

" .- " : . . _ (0 -1 _(1 1
grubun uretegleridir. Bu uretet(;)lerlnlmatns tenesiliseT = (1 0 ) veU = (0 1)

seklindedir. Burads = TU = ( i ) alinarak;S(z) = —— elde edilir. Boylelikle
moduler grubun iki ve G¢ mertebeli devirli iki ddvgrubun serbest carpingeklinde;

=< T,S:TZ,S3 >= Zz*Z3 (3)
grup sungu elde edilir. Modiler gruba yansima déadni olan R(z) = é
donsimunun eklenmesiyle;

[ =<T,S R:T? 83 R? (TR)? (SR)? >= D, xz, D; (4)
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gensgletilmis moduler grup elde edilir. Moduler grup ve géeiilmis modiler grubun
alt gruplarinin cebirsel yapisi ve sigb Ozellikleri [1,2,3,4,5,6] cakmalarda
incelenmgtir.

Lehner [7] nolu (;a{;masmdaX(z)z—ﬁ ve Y(z)=—j olmak Uzere;
~p q

Hyo =<X,Y:XP,Y9 >= T, * I, (5)

genel Hecke gruplarini tanitshr. Burada2 <p < q < o, p+q > 4 olmak uzere
A, = 2cos (g),lq = 2 cos (g) seklindedir. Genel Hecke gruplaringa= 2 veq = 3

alinarak moduler grup elde edilgcegorilebilir. Ayrica [8] calgmada genel Hecke
gruplarina yansima dosiimu eklenerek;

H,, =<X,Y,R:X?,Y9,R? (XR)? (YR)? >= D, %z, D, ©)

gengletiimis genel Hecke gruplari calimistir. Yine (6) ifadesindep =2 ve q =3
alinarak genietilmis moduler grup elde edilir.

Bu calsmadap = g = 3 halinde elde edilecek olaf;; grubunun elemanlari ile
Fibonacci sayilarl arasindakishi incelenecektir.

2. Yapilan calsmalar

Literatirde Fibonacci sayilari ve bazi genellemehakkinda ¢ok sayida csinaya
rastlamak mumkindir. Orpe; Horadam Fibonacci sayilariningengic kaullarini p
ve q keyfi tamsayilar olmak Uzerd, = p, H, = p + q seklinde alarak bir genelleme
elde etmg ve caitli 6zelliklerini incelemitir [9].

Miles [10] nolu calgmasinda girdileri ardik Fibonacci sayilari ola@ x 2 matrislerin
bir dizisini olusturmus ve bu dizinin yeterince buytk terimlerinin kétuskdandiriims
(ill-conditioned) olacgini 6ne surmgtir. Ardindan k-genelkgirilmi s Fibonacci sayilari
icin benzer sonuglak X k matrisleri yardimiyla elde etstir.

Matris metodlarinin kullanil@gr baska bir calsma olan [11] de, girdileri Fibonacci
sayllar olan alt G¢ggen matrisler giurulmus ve bu matrislerin carpimlari ile ilgili
Ozellikler elde edilmtir.

Yiimaz Ozgir [12] cabmasinda,d,, = Lypiq V€ dynit = V5F,,4, Olmak Uzere
d, =5d,_, —d,_, seklinde genellgtirilmis bir say! dizisi olgturmus ve H(\/g)
Hecke grubu ile ikkilerini incelemitir.

Koruoglu ve Sahin, ap =1 ve a; =1, ile ay = Agax_1 + ax_, genellgtirilmis
Fibonacci dizini tamimlamglardir. Ayrica Hz,q gengletiimis Hecke grubunda

0 1 - N
h =TSR = <A1q (1)> ve f =RTS = (1 2 ) elemanlarinin kuvvetlerinin bu dizinin
q

terimleri olacgini belirtmglerdir. Ayricaq = 3 halinde genietilmis moduler gruptaki
her bir elemanin blok formunda ve f doéngumlerinin kuvvetleri bulunagandan
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hareketle gruptaki her bir elemani girdileri Fibodiasayilari olan matrislerle temsil
etmislerdir[4].

3. H3; grubu ve Fibonacci sayilari
H; 5 grubunun suryw (6) aitli ginde,p = g = 3 alinarak;
Hy3 =< X,Y,R: X3,Y3, R? (XR)?, (YR)? >= Dj *5, D; (7)

seklinde elde edilirH; 3 grubunun tim elemanlari tam katsayili otomorfizneaanti-
otomorfizmalardir. Tam katsayili tim dasinlerin grubu gesnletilmis moddler grup
oldugundan, H;; geniletiimis modiler grubunun alt grubudur. (7)itégindeki

uretegler; X = ((1) :1) Y = ((1) _11) ve R = ((1) é) seklinde matris temsillerine

sahiptir. Asagidaki lemmada H;; grubundaki Ureteclerin  birbirleriyle skileri
incelenecektir.

Lemma 1 : H;; grubunda;

RXY = X?Y?R, (8)
RX2Y = XY?2R,
RXY? = X?YR,
RX2Y? = XYR

esitlikleri saglanir.

Ispat: (7) de verilen grup temsilindekiX® =Y3 =R? = (XR)? = (YR)* =1
bagintilardan kolaylikla gorulebilir.

Boylelikle Hs;; grubundaki herhangi bir elemam,b,iy,j, =1, 0<k<n ve
m,, pozitif tamsayi olmak Uzere;

ye(Xloyio)™ (xiayi )™  (Xinyin)""xb 9)
veya
ye(xioyo)™ (xtayin)™ . (Xinyin)""XPR (10)

seklinde bir temsile sahiptir. Bu temsiller, indirgais kelime olarak adlandirilir. (9) ve
(10) seklinde indirgenmi forma sahip olan herhangi bir eleman Lemma 1 déeve
bloklar yardimiyla yazilabilir. Aagida Pell sayilarini Greten bloklara yer vergtimi

Lemma 2: [13] a)m = RXY? = X?YR = (2 1) icin; m = (Pk+1 Py )

1 0 P, Pis
_py2y — yv2p — (0 1. k:(Pk—l Pk)
b)n = RX2Y = XY2R (1 2) icin: n Bop

— py2y2 _ _ (1 1y.. . k_(Pk—1+Pk Py )
C)t = RX2Y —XYR—(Z 1) L G LY
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_ _ y2y2p — (1 2--.k_(Pk—1+Pk 2P )
d)l—RXY—XYR—(l 1)|(;|n, = (T P tp
Boylece H; ; grubundaki bir eleman, Lemma 2 de verilen bloklardimiyla yazarak

girdileri Pell sayilari olan matrislerin bir komlasisyonu olarak yazilabilir[13]Simdi
girdileri Fibonacci sayilari olan bloklar incelemdétr.

) 1 1\.. & <F2k—1 Fap )
Teorem 1: a)a = XY = icin =
)a (1 2) Gna For  Forqr

2 1y F F
b b=xv? = (7 ) 'Q'nbkz(;“’;l in:)

_ =1 1N ok (Fak—a _FZk)
c)c—YX—(1 _2)|g;|nc _<—sz Fyen

“1y L Fyes: —F
dd=yu= (% T)icina* = <—21’f";<1 Fz:;>

Ispat: a)Teoremk lizerinden tiimevarim ile ispatanabilir.

F, F,

F, F3> oldugu aciktir.

k=1igin;a1=XY:(1 ;):(

Idianink — 1 e kadar tim tamsayilar icin gecerli ojguwarsayimiyla;

_ For—3 Fop_ 1 1
k — k-1, _ (F2k-3 Fak-2
@ @ a <F2k—2 sz—1> (1 2)

_ (sz—s + Fop—z Fop—3+ 2sz—2>
Fog—a + Fopoq Fop—g + 2F5 4

_ <F2k—1 Fop_q + FZk—Z)
Fap Fop + Far—1q

_ <F2k—1 Fop )
Fr Faga
b) k = 1 igin;
1_ y2y2 _ (2 1_<F3 Fz)
b_XY_(1 1)_ F, F,

oldugu goralar.idianink — 1 e kadar tim tamsayilar icin gecerli ofguwarsayimiyla;

: For_qi For_ 2 1
k — k-1 p _ (F2k-1 Far—2
b¥=b"""b <F2k—2 F2k—3> (1 1)

_ <2sz—1 + For—2 Fop—1+ FZk—Z)
2F5_2 + Fop—3  Fop_p + Fap_3
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_ ( Fop + For-q For )
For—q + Fog—p  Fapq

=<sz+1 FZk)
For  Far—a

Teoremdeki c ve d dnermeleri de benzer metod|dlespabilir.
Yukarida verilen Lemma 2 ve Teorem 1 ik@@daki sonug kolaylikla elde edilebilir.

Sonug 1:H; 5 grubundaki herhangi bir eleman girdileri Pell viedhacci sayilarindan
olusan bloklarin bir kombinasyonu olarak yazilabilir.

Ornek:  Hjz3 grubunda(X?Y?2)3*(YX)?(XY)*(Y?X?)? elemani i¢in Teorem 1 deki
bloklar g6z 6niine alinirsa;

(X2Y2)3(YX)2(XY)4(Y2X2)2 — b3c2a4212 ; \

_<F7 F6)<F3 —F4>(F7 Fs)(Fs —F4)
- \Fs Fs)\-F, Fs)\Fg Fo)\-F, F3

2

Ornek: H; 5 grubunda;

X2YRRXY?RX?YXY?RRX?Y (XY)3(Y2X?)SXYRRX?Y2X?Y2RRXY (X?Y?)*(YX)3
elemanini Lemma 1 de verilen 6zellikler yardimiyla;
(X2YR)2(XY2R)3(XY)3(Y2X2)3(XYR)2(X2Y2R)2(X2Y)*(YX)3

indirgenmg blok formunu yazmak mumkindur. Buradan, Lemma Z'gerem 1 den
m?n*a3d®k?1?b*c?® oldugu gorulir.

m2n3ald5t212h%c3 =
2 3 3 1.5 _
GG DG DE DG VE DE DG D)

(P3 Pz) (Pz P3> (FS F6) ( Fiq _F10> (Pl + P, P, ) (P1 + P, 2P, )(Fg Fg) ( Fy —F6>
P, PJ\P; P, J\Fs F;)\—Fy Fy 2P, P+ P, P, P, +P,)\Fg F;)\—Fg F;

yazilabilir.
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