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F(R,T) GRAVITEDE MAKASLAMASIZ MUKEMMEL AKISKAN
IDDIASINA IKINCIi BiR KARSIT ORNEK

(A SECOND COUNTER-EXAMPLE FOR SHEAR-FREE PERFECT
FLUID CONJECTURE IN F(R,T) GRAVITY)

Deger SOFUOGLU!

(0Y/

Bu calismada, degistirilmis gravitasyon teorilerinde makaslamasiz miikemmel akiskan
iddiasina ikinci bir karsit-6rnek bulmak ve benzer ¢6ziimlerin f(R,T) gravitede tiim Bianchi tip
metrikler i¢in gegerli olup olmadigini incelemek amaciyla, f(R,T) gravitasyon teorisi
cergevesinde, uzayca homojen, esyonsiiz, makaslamasiz, donen ve genisleyen Bianchi tip-1I
ve V modelleri g6z 6niine alinmistir. Bianchi tip-IT modeli i¢in kesin bir ¢oziim elde edilmis,
f(R,T) fonksiyonunun fonksiyonel formu insa edilmis ve bdyle bir evrenin madde-enerji
iceriginin kati1 akiskan oldugu gosterilmistir. Makaslamasiz bir miikkemmel akiskanla dolu
Bianchi tip-V modelinin ise, ayni anda hem donme ve hem de geniglemeye sahip olamayacagi
gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Dénme, Genisleme, Makaslamasiz, Miikkemmel Akiskan, Bianci tip-1I
Model, Bianchi tip-V Model

ABSTRACT

In this study, to find the second counter-example for shear-free perfect fluid conjecture in
modified gravitation theories and to investigate whether similar solutions are valid for all
Bianchi type metrics in f(R,T) gravity; spatially homogeneous and anisotropic, shear-free,
rotating and expanding Bianchi type-II and V models have been considered in context of
f(R,T) theory of gravity. An exact solution has been obtained, functional form of f(R,T)
function has been reconstructed for Bianchi type-Il model and it has been shown that the
matter-energy content of such a universe is stiff fluid. It has also been shown that Bianchi
type-V model filled with a shear-free perfect fluid cannot rotate and expand simultaneously.
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1. GIRIS

Genel Rolativite Teorisi’nin (GRT) alan denklemlerine dayali Rolativist Kozmoloji
cercevesinde, makaslamasiz miikemmel akiskan iddiasi; eger makaslama sifir ise, bu takdirde
1+ p #0 kosuluna uyan bir miikemmel akigkanin donmesinin veya genislemesinin veyahut

da her ikisinin sifir olacagmi ifade eder. Bagka bir deyisle bu, makaslama olmadiginda,
rolativist kozmoloji’de hem donen hem de genisleyen bir evren modeli ¢6ziimiiniin
olmayacagi anlamina gelir. Literatiirde makaslamasiz bir milkemmel akiskanin, birtakim ek
varsayimlar saglandiginda, ya donmesinin ya da genislemesinin sifir oldugunu bildiren ¢ok
sayida ¢alisma bulunmaktadir. Bu yonde ilk sonug, Godel tarafindan, ispatsiz olarak, uzayca
homojen modellerden olan Bianchi-tip IX kozmolojik modeli ¢ergevesinde toz (p=0) hali

icin verilmistir [1]. Bu sonug¢ daha sonra Ellis tarafindan yine toz i¢in ama herhangi bir uzay-
zaman simetrisine sahip olmasi gerekmeyen tiim modellere genellestirilmistir [2]. Bir baska
dogrultuda genellestirme de tiim uzayca homojen uzay-zamanlari goz Oniine almak ama bu
sefer, cok 6zel hal denklemleri varsaymak yoluyla olmustur. Bu kapsamda Schiicking p =0

modellerini [3], Banerji de p=(y -1 u lineer barotropik hal denkleminde 1<7¢% halini

g6z Oniine almiglardir [4]. Treciokas ve Ellis, hal denklemi pzéu olan makaslamasiz

radyasyon modeli i¢in, ya donmenin ya da genislemenin sifir olmasi gerektigini
ispatlamiglardir [5]. King ve Ellis x ve p degiskenlerine yalnizca g+ p >0 kisitlamasi

getirilmis olsa bile sonuglarin degismedigini gostermiglerdir [6]. Makaslamasiz durumda ya
donmenin ya da genislemenin sifir oldugu baska 6zel varsayimlar i¢in de gosterilmistir. White
ve Collins, ivmenin dénmeye paralel olmasi [7] ve Collins de Weyl tansoriiniin magnetik
kisminin sifir olmast durumlarinda ayni sonucu bulmuslardir [8]. Carminati, Petrov tip N ve
Petrov tip 11l durumlan i¢in iddianin dogru oldugunu géstermistir [9-11]. Senovilla ve dig.,
1+3-kovaryant formiilasyonu kullanarak, s6z konusu iddiayr ivmenin sifir oldugu ve de
ivmenin donmeye paralel oldugu iki durum igin ispatlamaya caligmiglardir [12]. Bu alandaki
caligmalar1 baskalar1 da izlemistir [13-18]. Konuyla ilgili son gelismeler ise, yakin zamanda,
lineer barotropik hal denklemi (y nin -1/5, -1/6, —-1/11, —-1/21, 1/15, 1/4 disindaki
degerleri) i¢in kozmolojik sabitin sifir oldugu ve daha sonra kozmolojik sabitin sifirdan farkli
oldugu lineer barotropik hal denklemi alinarak yapilan ispatlardir [19,20]. Bununla birlikte,
suna isaret etmekte yarar vardir: Rolativist kozmoloji ¢ercevesinde, makaslamasiz miikemmel
akiskan iddiasiin kosullarini saglayan kesin ¢oziimlerin bu iddiayr dogruladiklar1 bilinmekle
birlikte, bu ¢ok 6zel durumlarin disinda iddianin tam bir ispat1 heniiz yapilamamis, dahas1 bu
iddianin yanlis oldugunu gosteren herhangi bir ¢6ziime de simdiye kadar rastlanamamustir.

Ote yandan, Newton’un gravitasyon teorisinde ve f(R) gravitede bu iddianin karsilig

bulunmamaktadir; yani, bu teorilerde hem doénen hem de genisleyen makaslamasiz
mikemmel akigkan ¢6ziimleri bulunmaktadir [12,21-23]. Bdyle bir durumun varlidi,
makaslamasiz akiskan iddiasinin GRT’nin kendi yapisindan kaynaklaniyor olabilecegini ve
dolayisiyla gravitasyonel olaylar1 tasvir igin GRT’ye alternatif olarak ileri siiriilen diger
teoriler cergevesinde de miimkiin karsit-6rnekler bulunabilecegi beklentisini telkin etmektedir.
Gergekten de, yakin zamanda bu beklentiyi destekleyen bir ¢alisma [24], GRT’ye alternatif
teorilerden biri olan ve evrenin ileri zamanindaki kozmik ivmesi ve ge¢mis zamanindaki
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enflasyonu gibi bir takim kozmolojik meseleleri ¢ozme konusunda son bes yildan bu yana ¢ok
ilgi ¢ekmis olan f (R,T) gravite teorisi [25] ger¢evesinde yapilmistir. S6z konusu ¢alismada,

ayni anda hem genisleyen hem de donen makaslamasiz bir miikemmel akiskanla dolu uzaysal
olarak homojen ve esyonsiiz Bianchi-tip IX evreninin, f(R,T) gravitenin alan

denklemlerinin bir ¢oziimii oldugu gosterilmis olup bu ¢oéziim, f(R,T) gravite teorisi
cercevesinde makaslamasiz mitkemmel akiskan iddiasinin gecerli olmadiginin gosterildigi ilk
karsit-6rnek olma 6zelligini tasimaktadir.

Biz bu ¢alismada, f(R) ve f(R,T) gravitasyon teorilerinin her ikisinde de makaslamasiz

akigkan iddiasin1 yanligladigi bilinen tek karsit-6rnek olan Bianchi-tip IX evren modeli
[23,24], x+ p#0 kosuluna uyan bir makaslamasiz miikemmel akiskan kaynagi i¢in ayni

anda hem donme ve hem de genisleme gosteren tek model midir sorusundan yola ¢ikarak,
f(R,T) gravite teorisi ¢ergevesinde makaslamasiz miikkemmel akiskan iddiasina ikinci bir

karsit-6rnek aramak ve de benzer ¢oziimiin tiim Bianchi-tip metrikler i¢in gegerli olup
olmadigin1 aragtirmak amaciyla, [23]’te kullanilan metodu takip ederek, uzayca homojen ve
esyoOnsiiz metrikler smifindan olan dénen Bianchi tip-II ve dénen Bianchi tip-V modellerini
g0z Oniine aliyoruz.

Calisma planimiz su sekilde olacaktir: 2. Boliim’de, f(R,T) gravitenin kisa bir sunumu
yapilacak, 3. Bolim’de evrim ve bag denklemleri aracihigiyla f(R,T) gravitede donen

Bianchi tip-II ve dénen Bianchi tip-V modellerinin alan denklemleri elde edilecek ve bunlarin
cozlimleri arastirilacak, 4. Boliim’de ise yapilanlar 6zetlenecek ve bulunanlar tartigilacaktir.

Bu calisamada, ¢ =87G =1 dogal birim sistemi kullanilacaktir. Latin indisleri a,b,c,...
0,1,2,3; Greek indisleri g,v, p,... ise 1,2,3 degerlerini almakta ve () zamana gore tiirevi
gostermektedir.

2. F(R,T) GRAVITENIN ALAN DENKLEMLERI

Cok iyi bilindigi iizere Einstein Alan Denklemlerinin (EAD) geometrik kismi, R Ricci
skaler egriligine gore lineer olan,

Se = [d*xJ=gR 1)

bigimindeki Einstein-Hilbert (EH) aksiyonundan, metrige goére bir varyasyonla elde
edilebilmektedir. Aksiyonun, R Ricci skaler egriligi yerine R nin ve enerji-momentum
tansoriintin izi T nin f(R,T) gibi keyfi bir fonksiyonu alinarak

S:%jd“xﬁ[f(R,T)uLm] ©)

bi¢iminde degistirilmesiyle elde edilen teoriye f(R,T) gravitasyon teorisi denir [25]. (2)
aksiyonunda, L, maddenin Lagrange yogunlugu olup bilinen maddenin enerji-momentum
tansort
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m 2 5 ‘\’_ m m m m m
Ty == ( gabLm) = (U U, + PUhy, + 03U, + 0y'U, + 7y 3)
_g 59

ile verilmektedir. Burada x", p", 0 ve 7z, sirasiyla, bilinen maddenin enerji yogunlugu,
basinci, 1s1 akist ve esyonsiiz basinci; U, akiskanla birlikte hareket eden gozlemcinin 4-1i hiz
vektorii (U,u® =-1) ve h,, de, metrik tansér g,, Ve 4-lii hiz vektorii U, araciligiyla,

h, =0, +U,U, biciminde tanimlanan, gdzlemcinin 3-boyutlu durgunluk uzayma dik
izdlislirme operatoridiir.

(2) aksiyonun g,, metrigine gore varyasyonu, f(R,T) gravitasyon teorisinin
1 m m
fR(R!T)Rab _E f(R!T)gab + (gab[l_vavb) fR(R!T) :Tab - fT (RIT)(Tab +®ab) (4)

of (R, T)

bigimindeki alan denklemlerine yol agar. Burada f,(R,T) ve f.(R,T), f;(R,T)= =

@ fEn-TED

tiirevlerini; V, 4-boyutta kovaryant tiirev operatorii olmak iizere,
U= gabVaVb =V,V® ise 4-boyutlu D’Alambert operatoriinii  gdstermektedir  ve

0 , . T
0, =-2T;+9,L,—2g™ GQT;Z]“ dir. Eger evreni dolduran madde-enerji igeriginin bir
miikemmel akiskan oldugu varsayilirsa, yani, 0, =0=z, olursa, maddenin enerji-
momentum tansorii (3)

-l-a[lzI = (:um + pm)uaub + pmgab (5)

haline indirgenir ve maddenin Lagrange yogunlugu L, = p™ olarak alinabilir. Bu takdirde,

0,, nin acik ifadesi

O =—2Tp + Gy P" (6)

olur. Bu, (4) ile verilen alan denklemlerinde kullanilirsa, f(R,T) gravitenin alan denklemleri
i¢in

1 m m m
fR(R1T)Rab _E f(R1T)gab +(gabD_vavb) fR(RlT) :Tab + fT(RlT)( ab — Jan P ) (7)

elde edilir. Bu denklem, esitligin sol tarafinda G, =R, ~3 0.,R Einstein tansoriinii ortaya

¢ikarmak igin,
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1 ™ £ RT) .
Gab = Rab T 5 Rgab = 2 + T( ) ab
2 fo(R,T) f(R,T)

1 1
+ fR(R’T) {E[ f (R,T)_ RfR (R,T)] Oap _(gabD—VaVb) fR(R,T)}

O P™)
(8)

biciminde yazilabilir. Eger, literatiirde siklikla kullanildig1 gibi, (8) denkleminin sag tarafina
efektif enerji-momentum tansorii yaklasimini uygulamak igin,

t_ Tartr)] + fT(R’T) m_
ab ab
fo(R,T) f.(RT)

1 (1
N fR(R’T){E[f(R,T)—RfR(R,T)]gab _(gabD—VaVb)fR(R’T)}

9 P™)
9)

bigiminde bir T, toplam efektif enerji momentum tansérii tanimlanirsa, (8) denklemi,

G, =T, standart EAD formunda yazilmis olur. Hemen goriilecegi iizere, (8) denklemi,
f(R,T)= f(R) alindiginda f (R)-gravitenin alan denklemlerine indirgenmektedir [23].

Literatiirde, f(R,T) fonksiyonunun gesitli 6zel halleri gbz Oniine alinagelmektedir [25].
Biz bu ¢alismada, f(R,T) fonksiyonunun

f(R,T)=R+ f(T) (10)

fonksiyonel formunu goz Oniine alacagiz. f(R,T)=R+ f(T) i¢in (8) ile verilen alan
denklemleri

Gy =[L+ (T3 +2[ F(D)-20"6(T) g, (11)
halini alir. Bu durumda (11) efektif toplam enerji-momentum tansoriiniin

Th =L KT+ F-20"M)]g (12)
olacagi hemen goriilmektedir.

T,, efektif toplam enerji-momentum tansorii de, (3) e benzer sekilde

T,o = 41U Uy + p'hy + QU +Quu, + 75
(13)

bi¢iminde ayristirilabilir. Burada, ,ut, pt, q, ve 7, efektif toplam dinamik biiyiikliiklerdir
ve sirastyla, efektif toplam enerji yogunlugu, efektif toplam basing, efektif toplam 1s1 akis1 ve
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efektif toplam esydnsiiz basing olarak adlandirilirlar. Ote yandan, dinamik biiyiikliikler (13)
formunda verilmis herhangi bir enerji-momentum tansoriinden

H= UaubTab ' p = % habTab ' qa = _hbauCTbc ’ ﬂ-ab = hc<ahdb>Tcd (14)

bagintilar1 araciliiyla bulunabilirler.

Simdi (12), (13) ve (14) denklemleri kullanilirsa, f(R,T)=R+ f(T)gravitenin efektif
toplam dinamik biiyiikliiklerinin ifadeleri i¢in

m l m m
ph= " == )+ ()" + p7) (15.3)
¢ oom, 1
p=p +§f(F) (15.b)
q, =0 (15.c)
7l =0 (15.d)
elde edilir.

3. DONEN BIANCHI TiP-11 VE DONEN BIANCHI TiP-V MODELLERIi

®® bir-formlar tabaninda asagidaki metrik ile verilen, uzaysal olarak homojen donen
Bianchi-tip II ve dénen Bianchi-tip V modellerini g6z 6niine aliyoruz.

ds? = —(0° —a(t)v, 0" )? +a* M)k * (")’ (16)

Burada a(t) zamana bagh olgek carpani, K, >0 ile v sabit parametrelerdir ve donmenin
sifirdan farkli olabilmesi i¢in en az bir V, parametresinin sifirdan farkli olmasi

gerekmektedir. Bir ortonormal tabanda calismak c¢ok daha kolay oldugu i¢in, simdi, ®°
tabanindan, 77,, = diag(~1111) olmak iizere, uzay-zaman elemanminin ds’ =7,,0°" seklini

alacagi bir ortonormal es hareketli (€, =u ) tetrad ¢atisina gegiyoruz. o® ortonormal bir-
formlari, (16) ifadesinden su asagidaki asikar se¢imle gerceklestirilebilir:

o’ =a’-atyV,0” , o =a(t)k,o” a7

Boyle bir es hareketli ortonormal tetrad gatisi igin €, taban vektorleri ise o”(e,) =0, dualite

bagintis1 aracilifiyla tanimlanir ve €, taban vektorlerinin komiitatorleri, €, a gore dlciilen
akiskanin kinematik biiyiikliikleri cinsinden asagidaki gibi verilmistir:
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(18a)

4

[eo,eﬂ]:uﬂeo +{37ﬂ5(§25+a)5)—07ﬂ —%5%0}6

[e,.€, | =26, 07e,+ (5,0 +a,67,-2,5, e, (18b)

Burada, akiskanim kinematik biiyiiklikleri, U, @, o, (o°=@1/20c,0") ve o°

(0” = w,0*) dir ve bunlar sirastyla; ivme, genisleme, makaslama ve donme (girdap) olarak

adlandmlirlar. n_, ile @, komiitasyon biiyiikliikleri ve €2, ise {ea} uzaysal tabaninin yerel
agisal hizidir. Bu konuda daha ayrintili bilgi igin [26,27] ¢alismasina bakilabilir.

2.1. Donen Bianchi tip-11 modeli
Bianchi tip-1l modeli »® bir-formlar tabaninda,
®* = (dt, dx — zdy, dy, dz) (19)

koordinat temsili ile tanimlanmustir [28]. (17) koordinat temsili igin, ortonormal bir-formlar
(16) metrigi ve (17) secimi uyarinca

o® =dt—va(t)dx + (v,z —v,)a(t)dy —v,a(t)dz

ot = ka(t)dx — k.a(t)zdy

o? =k,a(t)dy

o =k,a(t)dz, (20)

biciminde segilebilir. Bu ortonormal ¢atinin taban vektorleri de o®(g,)=0, dualite
bagintisini saglayacak sekilde, asagidaki gibi elde edilir:

€ =0,
q—wa L

=—0,+——0,
k, k,a(t)

v, z 1
e,=—=0,+

0, + 0
K, k,a(t) k,a(t) ’

A 1
e, =—20, + 0 21
3 K, ! kja(t) : (21)

(21) ile verilen e, taban vektorleri (18.a) ve (18.b) komiitasyon bagintilarinda kullanilarak
akigskanin kinematik biiytikliikleri
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—,0,0) (22)

olarak bulunur.

Bu calismada (21) taban vektorlerini ve (22) kinematik biiyiikliiklerini kullanarak
akigkanin efektif toplam dinamik biiyilikliklerini hesaplamak i¢in, alan denklemlerinin
bilesenlerini kullanmak yerine, bunlara denk olan tetrad evrim ve bag denklemlerini
kullanacagiz. f(R,T) gravitenin tetrad evrim ve bag denklemleri rélativist

kozmolojininkilerle [26] ayni formda olacaktir. Ancak, evrim ve bag denklemlerini f (R,T)
graviteye genellestirmek i¢in Rolativist Kozmolojinin evrim ve bag denklemlerinde ux, p,

q, ve 7, Yerine u', ph, gl ve ﬂ;ﬂ ifadeleri yazilacak ve V°G,, =0 Bianchi 6zdesliginin

bir sonucu olan V*T, =0 dan kaynaklanan efektif toplam madde korunum denklemlerine ek

olarak, bilinen maddenin korunumunu da incelemek gerekecektir. S6z konusu korunum
denklemi ile daha sonra ilgilenmek iizere, bu sdylenenler 1s181inda [24] calismasinda listelenen
f(R,T) graviteye uyarlanmig tetrad evrim ve bag denklemlerinden Bianchi-tip IT modeli i¢in

efektif toplam dinamik biiyiikliikleri asagidaki gibi buluyoruz:

2 2 <2 2 2
. WLV 38 k3w 1
w=—(=5+ )(2— —) —— (23)
k2 k2 a a’  4kjk;’ a’
¢ 1 v22 a &, ki+v’1
2 445 )@+ 24
PN T )(a )( D k7 24)
v, 4 &° kv, 1
t_o1 (2 _ 171 25.a
ql kl ( aZ) 2k22k32 az ( )
n :2V_z(;_;2 AT (25.b)
2 k2 2 k2k32 a2 '
v. 4 a*, vv, a
t_oB (2 2y, 12 ¢ 25.c
2 2 2 = 22 2k2_V2 1
YA S S T VAl W W el 26.a
7o ( 2 k22 k32 )(a 22 3k22 k32 22 ( )
2 |2 2 2 2 2k2— 1
., —_(VLZ_ZVL_i_Vi)(E_a_Z) Yi (26.b)
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2 v7 v} a a’. 2k*-v?1
e ST T e 2y N TN -
7w =3 K2 k. )(a 27 Bk,2k? a?
‘ AL (a a) kv, a
kk a a° kk a’
vV, 4 a’
t :_2 23 (> _
g kzks(a az)
o vvl(g_a_) kv, a
o Tkk a a?l k’k, a’

(26.¢)

(26.d)

(26.e)

(26.9)

Simdi, (23)-(26) efektif toplam dinamik biytikliikleri ile (15) ifadeleri birbirlerine

esitlenirse su agsagidaki denklem sistemine ulasilir:

V2 ov)? a a°, ,a k-3’1
-5+t )(2— P A Py ey
k> Kk’ a a4k, k,” a
1,v} v2 k?+v? 1
S 4_ ol 2_ bl
3(kl2 k,2 3)( a ) ( a) 12k,’k,” a
@ &y kw1
2 2 2_
k,'a a® 2k,k;
vV at. wvv, a
22 (——=)——22_—=0
kz( a2’ kkZ a’
\ a®, vy, a
22 (——-=)+-+1%2—==0
k3( az) k,’k, a°
2 2 2
e o
Zok,” a’’ 3kk’ a
g(ﬁ_ v2 )(g_a )_Zkf—vfi
3k’ k2 a a’  6kk’ a’
g(£+vz )(E_a_)_—Zkf—vlzi:
3°k” kS a a’’ 6k’kS a

= =2 F )+ )"+ )

L1
+ 1)

(27)

(28)

(29.a)

(29.b)

(29.0)

(30.a)

(30.b)

(30.0)
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o WV a & kv, a _

kk PR kkzZa? (30.4)
YA E_a_ B

kk (a a’ 7)= (30)
vv(a_a) kv, a 0 (30)

kk, a a’ 2k3a

Bu denklemlerin birbirleriyle tutarliligini incelemek icin asagidaki {i¢ durumu gz oniine
aliyoruz:

1. v;#0,v,#0, v; #0: Bu durumda gerekli sadelestirmelerden sonra (30.e) denklemi
(2 —2—2) =0 verir. Bu (29.a) ya yerlestirildiginde K, / (2k,’k,’a*) =0 a yol agar ve buradan da
k, =0 bulunur ki, bu k, #0 kabuliiyle ¢elisir.

2. v;#0,v,#0, v;=0: Yukaridaki duruma benzer sekilde, bu durumda da (30.d)
denklemi (g—z—i) =0 verir ve bu k; #0 oldugundan (29.a) ile ¢elisir.

3. v,#0,Vv,=0, v;=0: Bu durumda, (29.b), (29.c) ve (30.d)-(30.f) denklemleri 6zdes
olarak saglanirken, (29.a),

a & k* 1
4k2k a’

31)

denklemine ve (30.a)-(30.c) denklemleri de tek bir

v oa o at 2k'-v’ 1l
R E = 32
% (a a) 4K, k2 a’ (32)

denklemine indirgenir. (31) denklemi, (32) ye yerlestirilirse tutarlilik kosulu olarak Vl2 = kl2

elde edilir. Simdi, (x"+ p™)#0 varsayiminin saglanip saglanmadigin1 kontrol edelim.

Bunun i¢in V12 = k12 kosulu altinda, (23) ve (24) denklemlerinin asagidaki kombinasyonunu
g0z Oniine alalim:

g.a a, 2k’ 1 1
2

__(___2)+3k22k3 2 =—[1+f (" +p") (33)

Bu son denklem, (31) kullanilirsa
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[1+ f (M1(" +p") =0 (34)

halini alir. Buradan kolayca, (4" + p™)#0 kabuliinden dolayi, 1+ f, =0 olmasi gerektigi
anlagilmaktadir ve bunun integrasyonu C integrasyon sabiti olmak tizere f (T) fonksiyonunun

f(T)=-T +c (35.a)
fonksiyonel formunu verir ve bu durumda f(R,T)=R+ f(T) fonksiyonu
f(RT)=R-T+c (35.b)

bigiminde tamamen belirlenmis olur. Ote yandan, (31) diferansiyel denklemi de, ¢, ve c,
integrasyon sabitleri olmak iizere,

kl
2k,k,c,

a(t) = cosh(ct+c,) (36)

bigiminde integre edilebilir. Boylece, f(R,T)=R+ f(T) gravitede ayn1 anda hem dénen ve

hem de genisleyen Bianchi-tip II evren modeli i¢in, zamana bagl bir 6l¢ek carpani ve
f(R,T) fonksiyonunun fonksiyonel formunu bulmus oluyoruz.

Simdi, bu evrenin madde-enerji igerigi hakkinda bilgi sahibi olabilmek i¢in, yukarida s6z
ettigimiz korunum denklemini inceleyelim. Miikemmel akiskan i¢in enerji momentum

tansoriiniin ifadesi (5) ten kolayca elde edilebilecek olan T =—x™ +3p™ ile (35.a) veya (35.b)
fonksiyonu, (12) ile verilen efektif toplam enerji-momentum tansoriinde kullanilip, bunun da
kovaryant tiirevi alinirsa, VT, =0 oldugundan

Va(lum_ pm):0 (37)
olmas1 gerektigi bulunur ve bunun da integrasyonu, C, integrasyon sabiti olmak {izere,
p" = 4" +c, (38)

bigimindeki barotropik hal denklemini verir. Buradan c, sabitinin degerlerine gore 4" >0
dogal kosuluna uyan herhangi bir madde i¢in fiziksel olan pozitif basinca karsilik gelen
durumlar oldugu hemen goriilmektedir. (38) hal denklemi 6zel olarak ¢, =0 hali i¢in, w=1

olmak iizere, p" =wu™( —1<w<1) lineer barotropik hal denklemine indirgenmektedir ki
bu, evreni dolduran madde igeriginin bir kat1 akigkan oldugu anlamina gelmektedir.

2.2. Donen Bianchi tip-V modeli

Yukaridaki alt paragrafta, Bianchi-tip II i¢in yapilanlar simdi koordinat temsili
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®® = (dt,dx,e*dy,e*dz) (39)

ile verilen [28], Bianchi tip-V modeli igin tekrarlayacagiz. Bu model igin o* bir-formlari ve
e, taban vektorleri

o’ =dt—va(t)dx—v,a(t)e*dy —v,a(t)e*dz, € =0,

v 1
o' =ka(t)dx, e=-—10+——20,
1 k" ka(t)
Y e
o’ =k,a(t)e*dy, e, =20, +——0
: 27, ka(t)
o = ka(t)e'dz , e, =20 42 (40)

t + —az
k, ' ka()

biciminde olacaktir. Bu taban vektorleri (18) komiitasyon bagmtilarinda kullanilarak
akigkanin kinematik biiytikliikleri i¢in

a . v, a v, 1 v,+v, 1

:O, 0=3_1 uaz——’ = 01_ ’ =-Q '
Top a ca O a2
va 1 k, 1
a =—%*———¢_, n_,=diag(0,0,——= 41
a ka a kaa la af g( klkz a) ( )

bulunur. Taban vektorleri ve kinematik biiytikliiklerin tetrad evrim ve bag denklemlerinde
kullanilmasiyla elde edilebilecek olan efektif toplam dinamik biiytikliikler ve (15) bagintilari
aracilifryla donen Bianchi-tip V modeli i¢in su asagidaki denklem sistemi elde edilir:

2 v? 2 v?2 4 &, 4v a
S-S5t S
3'k” kS ka a’ 3k°a 42)
1 5 v, v?2.1
+—=[2+=(FH+ )] =0+, (MIE"+p")
% 6 kS k' a !
s 2 2 2 4
gﬁ(ﬂ_i)_l(£+vi)%=o (43)
k., 'a a° k kS k' a
v, & a*. v, v, a 1 .1
22 (=—=)+2 (2 —=+ —=0 44
kz(a a) 2( 2 a’ 2k12)a2 (44)
v, & a, v,,vv a 1 .1
223 (—-)+32 (L =+ —=0 45
k3(a 7) k3(k12a2 2k12)a2 (49)
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2oyt ovtod al v a1 1
(2LH+E5+2)(——-)+2-> =+ (L+i)—=0 (46)
k? k2 k’a a’  k?a® 4k® 'k} k' a’
v, v2 a®, vy a 1 ,1v,” vl
A a4y he ~ 3y 20 47
(kf k2 )(a a) k’ a’ 2k2(2k2 ksz)a2 (47)
vo v, o2y d &t voa 1,1y vl
T L “8)
2 3 1 2
vy, & &, v, a
21 2 (Z_ +_2_:O 49
klkz(a az) kk, a° (49)
vy, 8 &%, v, a
213 ((Z_ZHyy 3 7 0 50
klkg(a a’’ kk, a’ (0)
. )
_gﬂ(ﬂ_a_z A1 ‘;2\’3 %:0 (51)
kk, a 2 k’k,k; a

Bu denklem sisteminin tutarliligin1 da yine, v, dénme parametrelerine gore ti¢ durumda
arastirtyoruz:

1. v, #0, v, #0, v; #0: Bu durumda gerekli sadelestirmelerden sonra (45), (50) ve (51)
denklemleri birlikte kullanilirsa V,” / 2k,* = —1 sonucunu verir ki bu ¢eliskili bir ifadedir.

2. V;=0,v,#0, v; #0: Bu durum igin (43) ve (49) denklemleri birlikte kullanildiginda

a=0 olur. Bunun da integrasyonu a(t) =sabit sonucuna yol agar ki bu zamana bagh 6lgek
carpani kabuliiyle ¢elisir.

3. v,=0,v,=0, v; #0: Bu durumda da (43) denkleminden kolayca goriilecegi gibi yine
a=0= a(t) =sabit celiskisine ulasilir.

Donen Bianchi tip-V modeli igin (42)-(51) denklem sistemi, yukaridaki her {i¢ durumda da
bir geliskiye yol agtigindan, boyle bir model f(R,T) gravitenin alan denklemlerinin ¢éziimii

degildir. Baska bir deyisle Bianchi-V evreni f(R,T)gravitasyon teorisi gergevesinde ayni
anda hem donme hem de genisleme gosteremez.

3. SONUCLAR

Bu c¢alismada, degistirilmis gravitasyon teorilerinde makaslamasiz miikemmel akiskan
iddiasin1 yanlislayan tek modelin uzaysal olarak homojen ve esyonsiiz Bianchi tip-1X evreni
olup olmadigini arastirmak ve benzer ¢oziimiin f(R,T) gravitede tiim Bianchi tip metrikler

icin gegerli olup olmadigini incelemek amaciyla, f(R,T)gravitasyon teorisi gergevesinde
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uzayca homojen ve esyonsiiz metrikler sinifindan olan dénen Bianchi tip-II ve donen Bianchi
tip-V modelleri goz oniine alinmistir. Ortonormal tetrad tabaninda yazilmig evrim ve bag
denklemleri kullanilarak, her iki model i¢in elde edilen denklem sistemlerinin, metrigin
parametreleri k, ve v, ile a(t) zamana bagll olgek carpanmin tutarli olup olmadig:

incelenmistir.

Bianchi tip-II modeli i¢in Vv, #0, v, =0, v, =0 durumunda tutarhligin saglandig

gosterilmis ve bu durum icin (36) ile verilen bir kesin ¢6ziim elde edilmistir. Dahasi
f(R,T)=R+ f(T) fonksiyonun (35) ile verilen fonksiyonel sekli belirlenmis ve boyle bir

evren modelinin madde enerji igerigini tasvir eden hal denkleminin fiziksel duruma karsilik
gelen kat1 akigkanin hal denklemi oldugu gosterilmistir. Bagka bir deyisle, f(R,T)gravitede

makaslamasiz kati akiskanla dolu Bianchi tip-II modelinin, ayni anda hem donme ve hem de
genislemeye sahip olabilecegi gosterilmistir. Bu ¢ozim, f(R) ve f(R,T)gravitasyon
teorilerinde, x+ p #0 kosuluna uyup ayni anda dondiigii ve genisledigi bilinen tek modelin
Bianchi tip-1X evreni olmadigini géstermesi bakimindan 6nem tagimaktadir.

Doénen Bianchi tip-V modeli i¢in ise, elde edilen denklem sisteminin metrigin
parametreleriyle tutarli olmadigi, yani bu modelin f(R,T) gravitenin alan denklemlerinin bir

¢6ziimii olmadig@i gosterilmistir. Boyle bir ¢6ziimiin var olmamasi, f(R,T) gravitasyon

teorisinde Bianchi tip II ve IX modelleri i¢in var olan ¢dziimiin, tiim Bianchi tip metrikler i¢in
gecerli olmadigin1 géstermektedir.

KAYNAKLAR

[1] Godel K. Rotating Universes in General Relativity Theory, Proceedings of the
International Congress of Mathematicians, cilt.1, 1950, s.175-181; (yeniden basim:
General Relativity and Gravitation, cilt.32, 2000, s.1419).

[2] Ellis, GFR. Dynamics of Pressure-Free Matter in General Relativity, Journal of
Mathematical Physics, Cilt.8, 1967, 5.1171-1180.

[3] Schiicking E. Homogene Scherungsfreiec Weltmodelle in der Relativistischen Kosmologie,
Naturwiss, cilt.19, 1957, s.507.

[4] Banerji S. Homogeneous Cosmological Models without Shear, Progress of Theoretical
Physics, cilt.39, 1968, s.365-371.

[5] Treciokas R, Ellis GFR. The Shear Dynamics, Communications in Mathematical Physics,
cilt.23, 1971, s.1-17.

[6] King AR, ELLIS GFR. Tilted Homogeneous Cosmological Models, Communications in
Mathematical Physics, 1973, cilt.31, 5.209-220.

[7] White AJ. Collins CB., A Class of Shear-free Perfect Fluids in General Relativity I,

Journal of Mathematical Physics, cilt.25, 1984, s.332-337.

[8] Collins CB. Shear-free Perfect Fluids with Zero Magnetic Weyl Tensor, Journal of
Mathematical Physics, cilt.25, 1984, 995-1000.

[9] Carminati J. Shear-free perfect fluids in general relativity. I. Petrov type N Weyl tensor,
Journal of Mathematical Physics, cilt.28, 1987, s.1848-1853.

[10] Carminati J. Type N, Shear-free, Perfect Fluid Space-times with a Barotropic Equation of
State, General Relativity and Gravitation, cilt.20, 1988, s.1239-1248.

[11] Carminati J. Shear-free Perfect Fluids in General Relativity. 11. Aligned, Petrov Type IlI
Space-times, Journal of Mathematical Physics, cilt.31, 1990, 2434-2440.


http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.12.1544

Fen ve Miihendislik Dergisi Cilt: 18 No: 3 Say:i: 54 Sayfa No: 331

[12] Senovilla JIMM, Sopuerta CF, Szekeres P. Theorems on Shear-free Perfect Fluids with
Their Newtonian Analogues, General Relativity and Gravitation, cilt.30, 1998, s.389-
411.

[13] Sopuerta CF. Covariant Study of a Conjecture on Shear-free Barotropic Perfect Fluids,
Classical and Quantum Gravity, cilt.15, 1998, 5.1043-1062.

[14] Van den Bergh N. The Shear-free Perfect Fluid Conjecture, Classical and Quantum
Gravity, cilt.16, 1999, s.1-13.

[15] Van den Bergh N, Carminati J, Karimian HR. Shearfree Perfect Fluids with Solenoidal
Magnetic Curvature and a Gamma-law Equation of State, Classical and Quantum
Gravity, cilt.24, 2007, 5.3735-3744.

[16] Carminati J. Karimian HR, Van den Bergh N, Vu KT. Shear-free Perfect Fluids with a
Solenoidal Magnetic Curvature, Classical and Quantum Gravity, cilt.26, 2009, 195002.

[17] Herrera L, Di Prisco A, Ospino J. On the Stability of the Shear-free Condition, General
Relativity and Gravitation, cilt.42, 2010, s.1585-1599.

[18] Herrera L, Di Prisco A, Ospino J. Shear-free Axially Symmetric Dissipative Fluids,
Physical Review D, cilt.89, 2014, 5.127502.

[19] Slobodeanu R. Shear-free Perfect Fluids with Linear Equation of State, Classical and
Quantum Gravity, cilt.31, 2014, 5.125012.

[20] Van den Bergh N, Slobodeanu R. Shear-free Perfect Fluids with a Barotropic Equation of
State in General Relativity: the Present Status, arXiv, [http://arxiv.org/abs/1510.05798],
2015, Erigim Tarihi: 25.10.2015.

[21] Narlikar JV. Newtonian Universes with Shear and Rotation, Monthly Notices of the
Royal Astronomical Society cilt.126, 1963, s.203.

[22] Heckmann O, Schiicking E. Handbuch der Physik LIl (ed) Fliigge S. Berlin: Springer,
1959, 5.489.

[23] Sofuoglu D, Mutus H. Investigations of f(R)-Gravity Counterparts of the General
Relativistic Shear-free Conjecture by Illustrative Examples, General Relativity and
Gravitation, cilt.46, 2014, s.1-25.

[24] Sofuoglu D. Rotating and Expanding Bianchi Type-IX Model in f(R,T) Theory of
Gravity, Astrophysics and Space Science, cilt.361, 2016, s.1-7.

[25] Harko T, Lobo FSN, Nojiri S, Odintsov SD. f(R,T) Gravity, Physical Review D, cilt.84,
2011, 5.024020.

[26] Ellis GFR, Van Elst H. Cosmological Models (Cargese Lectures 1998), arXiv,
[http://arxiv.org/abs/gr-qc/9812046], 1998, Erisim Tarihi: 17.11.2004.

[27]Van Elst H, Uggla C. General Relativistic 1+3 Orthonormal Frame Approach, Classical
and Quantum Gravity, cilt.14, 1997, s.2673-2695.

[28] MacCallum MAH. “Anisotropic and Inhomogeneous Relativistic Cosmologies” in:
General Relativity An Einstein Centenary Survey, (Ed.) Hawking SW, Israel W.,
Cambridge: Cambridge University Press, 1979, s.179-236 (Tablo 11.2, 5.194).

OZGECMIS /CV

Deger SOFUOGLU; Dr. (Ph. D.)

Lisans derecesini Istanbul Universitesi Fizik Boliimii'nden 2004 yilinda, Yiiksek Lisans derecesini Istanbul
Universitesi Matematiksel Fizik Programi’ndan 2008 yilinda ve Doktora derecesini de Istanbul Universitesi
Matematiksel Fizik Doktora Programi’ndan 2014 yilinda almugtir. 2006 yilindan bu yana Istanbul Universitesi,
Fen Fakiiltesi, Fizik Boliimii, Matematiksel Fizik Anabilim Dali’'nda Arastirma Gorevlisi olarak ¢aligmaktadir.
Calisma konular1 Matematiksel Fizik, Genel Rolativite Teorisi, Zar-evren Modelleri ve Yiiksek Mertebeden



Sayfa No: 332 D. SOFUOGLU

Egrilikli Gravitasyon Teorileridir.

She has got her bachelors’ degree in Physics Department at |stanbul University in 2004, her master degree in
Mathematical Physics MSc program at Istanbul University in 2008 and her PhD degree in Mathematical
Physics PhD program at Istanbul University in 2014. She has been studing in Istanbul University, Science
Faculty, Physics Department, Mathematical Physics Division as Research Assistant since 2006. Her research
interests focus on Mathematical Physics, General Relativity Theory, Brane-world Models and Higher Order
Curvature Gravity Theories.



