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ÖZ 

Çekme ve basmada farklı elastiklik modülü alınan doğrusal çift modüllü, serbest ucundan 

tekil yük etkiyen konsol kirişlerde büyük yer değiştirmeler, farklı sayısal yöntemlerle 

hesaplanarak karşılaştırılmıştır. 
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ABSTRACT 

Large deflections of linear bimodulus cantilever beams subjected to concentrated load at the 

free end are compared by using different numerical methods. 
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1. GİRİŞ 

 

Taşıyıcı sistemlerde meydana gelen  büyük yer değiştirmeler üzerine yapılan çalışmalar, 

geçmişte olduğu gibi günümüzde de devam etmektedir. Pratik uygulamalarda yapılan 

doğrusallaştırmalara rağmen bilinmektedir ki elastik eğri için eğrilik ifadesi doğrusal değildir. 

Bu gerçek göz önüne alındığında yer değiştirmeler, genellikle analitik yöntemlerle 

belirlenemez, daha ziyade yaklaşık ve sayısal yöntemler kullanmak gerekir. Farklı yükleme 

koşullarında konsol kirişlerdeki büyük yer değiştirmeler, bir çok çalışmada incelenmiştir [1-

8].  Prathap ve Varadan, Ramberg-Osgood tipi lineer olmayan malzemeden yapılmış tekil 

yüklü konsol kirişlerdeki büyük yer değiştirmeleri incelemişlerdir [9]. Aynı problem, serbest 

ucundan moment etkiyen konsol kirişler için Varadan ve Joseph [10] tarafından çözülmüştür. 

Serbest ucundan tekil kuvvet etkiyen Ludwick tipi lineer olmayan konsol kirişlerdeki büyük 

yer değiştirmeler, Lewis ve Monasa tarafından incelenmiştir [11]. Aynı yazarlar aynı 

problemi serbest ucundan moment etkiyen konsol kirişler için de çözümlemişlerdir [12].                           

Lo ve Gupta, eğilme problemlerinde; elastik limitin ötesinde, malzeme gerilme – şekil 

değiştirme ilişkisini logaritmik alarak, dikdörtgen kesitli kirişlerdeki  büyük yer değiştirmeleri 

incelemiştir [13]. Lee, üniform yayılı yüklü ve serbest ucundan tekil kuvvet etkiyen, Ludwick 

tipi lineer olmayan malzemeden oluşan, konsol kirişlerdeki büyük yer değiştirmeleri 

hesaplamıştır [14]. Güven vd., serbest uç noktasından moment etkiyen Ludwick tipi, doğrusal 

olmayan, çift modüllü (çekme ve basınçtaki gerilme-şekil değiştirme ilişkisi farklı olan) 

malzemeden yapılmış konsol kirişlerin, uç noktasındaki büyük yer değiştirmeleri, kapalı 

formda ifade ederek, sayısal sonuçları, malzeme sabitlerinin değişimine göre tablolaştırarak 

vermişlerdir [15]. Eren, farklı yükleme koşullarına göre, malzeme ve geometrik doğrusal 

olmama özelliklerine sahip kompozit, çift modüllü vb. kirişlerdeki büyük yer değiştirmeleri 

analitik ve sayısal yöntemlerle hesaplamış ve bunlarla ilgili bazı yeni çözümler önermiştir 

[16]. Aynı yazar, serbest uç noktasından moment etkiyen logaritmik gerilme-şekil değiştirme 

ilişkisine sahip, doğrusal olmayan, çift modüllü malzemeden yapılmış konsol kirişlerin, uç 

noktasındaki büyük yer değiştirmeleri hesaplamıştır [17]. Kun vd., çoklu yük etkisindeki çift 

modüllü malzemenin, malzeme değiştirme yöntemi kullanılarak topolojik optimizasyonunu 

yapmışlardır [18]. 

 

Bu çalışmada, serbest uç noktasından tekil yük etkiyen, doğrusal çift modüllü malzeme 

özelliğine sahip dikdörtgen kesitli bir konsol kirişteki büyük yer değiştirme değerleri, farklı 

sayısal yöntemlerle hesaplanmış ve tablolaştırılarak karşılaştırılmıştır. 

 

2. SERBEST UÇ NOKTASINDAN TEKİL KUVVET ETKİYEN DOĞRUSAL ÇİFT 

MODÜLLÜ KONSOL KİRİŞLERDEKİ BÜYÜK YER DEĞİŞTİRMELER 

 

Dik kesiti Şekil 2’de verilen, Şekil 1’deki gibi yüklenmiş, doğrusal çift modüllü konsol 

kirişlerdeki gerilme değerleri, aşağıdaki gibidir: 

 

1 1σ  = E ε              (1) 

 

2 2σ  = E ε              (2) 

 

(1) eşitliğinde basınç, (2) eşitliğinde ise çekme gerilmesinin değerleri verilmiştir. Burada 

E1 basınçtaki, E2 çekmedeki elastiklik modülüdür. E1 ve E2 birbiri cinsinden aşağıdaki gibi 

alınmıştır.  
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12 tEE               (3) 

 

 

Şekil 1. Serbest uç noktasından tekil kuvvet etkiyen konsol kiriş 

 

Şekil 2. Çift modüllü kirişin dikdörtgen kesiti 

M eğilme momenti, h dikdörtgenin kesitin yüksekliği, b dikdörtgen kesitin genişliği, A 

kesit alanı, σ gerilme, ε birim şekil değiştirme, κ eğrilik olarak alındığında aşağıdaki ifadeler 

yazılabilir. 
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(1-7) eşitliklerinden aşağıdaki denklemler bulunur.  
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Moment büyüklüğü m(x,y) noktası için; 

 

M = P(L-x-Δ)            (10) 

 

(8-10) denklemleri kullanıldığında κ ve 1h değerleri aşağıdaki gibidir. 
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Eğrilik denklemi aşağıdaki gibi yazılır. 
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(13) ifadesinin her iki tarafı integre edildiğinde; 
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  GCdx 1    (Fertis, 1999)        (15)

  

şeklinde yazılır. Buradan, 
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(11)  ve  (13-16) denklemleri kullanılarak G ifadesi elde edilir. Şekil 1’ den görülebilen          

x = 0’da y (0) = 0 sınır şartı kullanılıp, (15) denkleminde verilen G ifadesindeki 1C  

integrasyon sabitinin sıfır olduğu bulunarak, G değeri aşağıdaki gibi yazılır. 
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(18) eşitliğindeki kabul yapıldığında, G aşağıdaki gibi bulunur. 
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Yay uzunluğu; 
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(16) ve (20) eşitliğinden, 
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elde edilir. 

 

(21) eşitliğindeki yay uzunluğu formülünde, (19) denkleminde verilen G ifadesi 

kullanıldığında, Simpson kuralı yardımıyla yay uzunluğu eşitliği integre edilerek ∆, yatay yer 

değiştirme büyüklüğü bulunmaktadır. İntegrasyon işlemi sonucunda elde edilen eşitlikten ∆’yı 

çekebilmek için ise Newton yöntemini kullanarak kök bulma işlemi uygulanmaktadır. Daha 

sonra düşey yer değiştirmeleri bulabilmek için Runge-Kutta yöntemi yardımıyla                     

x = 0’da y(0) = 0 sınır şartı kullanılıp, y(x) enterpolasyon fonksiyonu elde edilir.                         

x = L-Δ için bulunan  y(L-Δ) ifadesi, vδ olarak gösterdiğimiz serbest uç noktadaki düşey yer 

değiştirmenin büyüklüğünü vermektedir. L  = 25.4 m, P = 1780 N, 3 2EI = 516.54×10  Nm  

sayısal büyüklükleri için yatay ve düşey yer değiştirme değerleri, Çizelge 1’de gösterilmiştir. 

 

Yukarıda yöntemle bulunan değerleri karşılaştırmak için, aşağıda sırasıyla Moment, 

Galerkin, Alt Bölge Kollokasyon ve En Küçük Kareler yöntemiyle yapılan işlemler 

gösterilmiştir. Moment Yöntemiyle, Şekil 1’den görülebilen y(0) = 0  ve y (0) = 0 sınır 

şartlarını sağlayan, yaklaşık deneme fonksiyonu aşağıdaki gibi alınabilir. 

 
2 4y(x) = ax + bx           (22) 

 

(11), (13), (18) ve (22) denklemleri kullanılarak, hata fonksiyonu Ωε aşağıdaki gibi yazılabilir. 
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Ωε , hata fonksiyonunun sıfırıncı momentini, Simpson yönteminden faydalanarak bölge 

üzerinde integre ettiğimizde; 
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denklemi elde edilir. 

 

Ωε , hata fonksiyonunun birinci momentini, Simpson yönteminden faydalanarak bölge 

üzerinde integre ettiğimizde ise; 
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ifadesi bulunur. 

 

(19) denkleminde verilen G ifadesi, (21) eşitliğindeki yay uzunluğu formülünde 

kullanıldığında, Simpson yöntemi yardımıyla, yay uzunluğu eşitliği integre edilerek ∆, yatay 

yer değiştirme değerleri hesaplanır. L  = 25.4 m, P = 1780 N, 3 2EI = 516.54×10  Nm  sayısal 

büyüklükleri ve yukarıda nasıl bulunacağından bahsettiğimiz ∆, yatay yer değiştirme değerleri 

kullanılarak, farklı t değerleri için (24) ve (25) eşitliklerinden, yaklaşık deneme 

fonksiyonundaki a ve b  sabitleri elde edilir. Sabitler bulunduktan sonra (22) denklemindeki 

yerlerine yazıldığında, y(x) yaklaşık deneme fonksiyonu elde edilmiş olur. x = L-Δ için y(L-

Δ) ifadesi Şekil 1’deki konsol kirişin serbest uç noktasındaki vδ , düşey yer değiştirme 

değerlerini vermektedir. 

 

Farklı t değerleri için hesaplanan, yatay ve düşey yer değiştirme değerleri, Çizelge 1’de 

gösterilmektedir. Galerkin yöntemiyle hesap yapılacak olursa; (11), (13), (18) , (22) ve (23) 

denklemleri kullanılarak, (22) denklemindeki baz fonksiyonları olan 2x  ve 4x ,  ağırlık 

fonksiyonları olarak alınıp, (23) denklemindeki hata fonksiyonu ile çarpılan ağırlık 

fonksiyonları, bölge üzerinde Simpson yönteminden yararlanılarak integre edildiğinde, 

aşağıdaki eşitlikler bulunur. 
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(19) denkleminde verilen G ifadesi, (21) eşitliğindeki yay uzunluğu formülünde 

kullanıldığında, Simpson yöntemi yardımıyla, yay uzunluğu eşitliği integre edilerek ∆, yatay 

yer değiştirme değerleri bulunur. 



Fen ve Mühendislik Dergisi Cilt:17  No:1   Sayı:49 Sayfa No: 9 

 

 

Yukarıda daha önceki yöntemde verilen kiriş özellik, boyut ve yük değerleri ve  ∆, yatay 

yer değiştirme değerleri kullanılarak, farklı t değerleri için (26) ve (27) eşitliklerinden 

yaklaşık deneme fonksiyonundaki a ve b  sabitleri elde edilir. Bulunan y(x) yaklaşık deneme 

fonksiyonundan vδ , düşey yer değiştirme değerleri hesaplanarak Çizelge 1’de gösterilmiştir. 

 

Alt Bölge Kollokasyon Yönteminde; hata fonksiyonu  bölgenin her iki yarısında integre 

edilip, 
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ε dx  ifadeleri sıfıra eşitlenmek suretiyle elde edilen denklemler 

kullanılarak, son olarak da, en küçük kareler yöntemiyle hata fonksiyonunun, deneme 

fonksiyonunun sabit terimlerine göre kısmi türevleri;  

 
2 3

a 5 3

3 2 3 22 2

6x(2a+12bx )(2ax+4bx ) 2
ε +

(1+(2ax+4bx ) ) (1+(2ax+4bx ) )

        (28) 

 
3 2 3 2

b 5 3

3 2 3 22 2

12x (2a+12bx )(2ax+4bx ) 12x
ε +

(1+(2ax+4bx ) ) (1+(2ax+4bx ) )

        (29) 

 

ile çarpılıp, bölge üzerinde integre edilerek sıfıra eşitlendiği denklemler kullanılarak 

yukarıdaki yöntemlerde uygulanan yaklaşımlarla elde edilen yer değiştirme değerleri Çizelge 

1’de verilmiştir. 

 

3. SONUÇLAR 

 

 Çift malzemeli konsol kiriş için farklı sayısal yöntemlerle hesaplanan yatay ve düşey yer 

değiştirme değerleri, karşılaştırmalı olarak aşağıda Çizelge 1’de verilmiştir. Çekmedeki 

elastiklik modülü, basınçtaki elastiklik modülüne göre arttıkça, yer değiştirme değerlerinin 

küçüldüğü görülmektedir. Açık Runge-Kutta, Momentler, Alt Bölge Kollokasyon ve En 

Küçük Kareler yöntemleri ile yapılan hesaplamalarda bulunan yer değiştirme değerleri, 

birbirine oldukça yakın değerlerdir. Yalnızca Galerkin yönteminde bir iki değer için büyük 

sapma değerleri gözlemlenmektedir. Çekmedeki ve basınçtaki elastiklik modülleri eşit (t = 1) 

olduğunda, malzeme bilinen doğrusal malzemeye dönüşmektedir. Bu durumda Referans 

(Fertis, 1999) sonuç ile diğer yöntemlerle bulduğumuz yer değiştirme değerleri  

karşılaştırmalı olarak görülebilmektedir. Yatay yer değiştirmeler için Referans (Fertis, 1999) 

sonuçtan sapma % 0,94 iken düşey yer değiştirmelerdeki referans sonuçlardan sapma, Açık 

Runge Kutta Yönteminde   % 0,95, Momentler yönteminde % 1,70, Alt Bölge Kollokasyon 

Yönteminde   % 2,60, En Küçük Kareler Yönteminde % 4,40 ve Galerkin yönteminde % 

17,83 olmaktadır.     
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Çizelge 1.  Serbest uç noktasından tekil kuvvet etkiyen doğrusal çift modüllü konsol kirişlerde, farklı sayısal 

yöntemler kullanarak, büyük yer değiştirmelerin karşılaştırılması (Eren, 2006) 

σ1 = E1ε ( Basınç ),      σ2 = E2ε ( Çekme ) 

( E1bh
3
 / 12 ) = EI    E2 = t E1,  h = h1+h2 ,  L = 25,4m , P = 1780 N ,   EI = 

516,5410
3 

Nm
2
 

t 0,25 0,5 1 2 5 

R
ef

er
a
n

s 
D

eğ
e
r*

 

Δ (m)   4,61   

δv (m)   13,4198   

A
çı

k
  
R

u
n

g
e 

K
u

tt
a
 Y

ö
n

te
m

i 

Δ (m) 9,84867 6,95821 4,65362 3,06576 1,84727 

δv (m) 18,1334 15,8023 13,2933 9,72465 8,65842 

M
o
m

en
t 

Y
ö
n

te
m

i 

Δ (m) 9,84867 6,95821 4,65362 3,06576 1,84727 

δv (m) 17,478 15,4333 13,1956 10,9917 8,67377 

G
a
le

rk
in

 

Y
ö
n

te
m

i Δ (m) 9,84867 6,95821 4,65362 3,06576 1,84727 

δv (m) 11,9334 14,3213 16,3313 11,8634 8,08435 

A
lt

 B
ö
lg

e 

K
o
ll

o
k

a
sy

o
n

  

Y
ö
n

te
m

i Δ (m) 9,84867 6,95821 4,65362 3,06576 1,84727 

δv (m) 17,2403 15,293 13,0792 10,9096 8,62774 

E
n

 K
ü

çü
k

 

K
a
re

le
r 

Y
ö
n

te
m

i 

Δ (m) 9,84867 6,95821 4,65362 3,06576 1,84727 

δv (m) 17,7747 16,125 12,8545 10,9397 8,71259 

         * (Fertis, 1999), Sayfa 13, Örnek 1.1. 
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