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Cekme ve basmada farkli elastiklik modiilii alinan dogrusal ¢ift modiillii, serbest ucundan

tekil yiik etkiyen konsol kirislerde biiyiik yer degistirmeler, farkli sayisal yontemlerle
hesaplanarak karsilastirilmistir.

Anahtar Kelimeler: biiyilik yer degistirmeler, ¢ift modiil, konsol kiris, tekil yiik
ABSTRACT
Large deflections of linear bimodulus cantilever beams subjected to concentrated load at the

free end are compared by using different numerical methods.
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1. GIRIS

Tasiyict sistemlerde meydana gelen biliyiik yer degistirmeler iizerine yapilan ¢alismalar,
gecmiste oldugu gibi giiniimiizde de devam etmektedir. Pratik uygulamalarda yapilan
dogrusallastirmalara ragmen bilinmektedir ki elastik egri i¢in egrilik ifadesi dogrusal degildir.
Bu gercek goz oOniine alindiginda yer degistirmeler, genellikle analitik yontemlerle
belirlenemez, daha ziyade yaklasik ve sayisal yontemler kullanmak gerekir. Farkli yiikleme
kosullarinda konsol kirislerdeki biiyiik yer degistirmeler, bir ¢ok calismada incelenmistir [1-
8]. Prathap ve Varadan, Ramberg-Osgood tipi lineer olmayan malzemeden yapilmis tekil
yiiklii konsol kirislerdeki biiyiik yer degistirmeleri incelemislerdir [9]. Ayn1 problem, serbest
ucundan moment etkiyen konsol kirisler i¢in Varadan ve Joseph [10] tarafindan ¢6ziilmiistiir.
Serbest ucundan tekil kuvvet etkiyen Ludwick tipi lineer olmayan konsol kirislerdeki biiyiik
yer degistirmeler, Lewis ve Monasa tarafindan incelenmistir [11]. Ayni yazarlar ayni
problemi serbest ucundan moment etkiyen konsol kirisler i¢in de ¢oziimlemislerdir [12].
Lo ve Gupta, egilme problemlerinde; elastik limitin Gtesinde, malzeme gerilme — sekil
degistirme iliskisini logaritmik alarak, dikdortgen kesitli kiriglerdeki biiyiik yer degistirmeleri
incelemistir [13]. Lee, tiniform yayil1 yiiklii ve serbest ucundan tekil kuvvet etkiyen, Ludwick
tipi lineer olmayan malzemeden olusan, konsol kirislerdeki biiyiikk yer degistirmeleri
hesaplamistir [14]. Gliven vd., serbest u¢ noktasindan moment etkiyen Ludwick tipi, dogrusal
olmayan, ¢ift modiillii (¢cekme ve basingtaki gerilme-sekil degistirme iligkisi farkli olan)
malzemeden yapilmis konsol kirislerin, u¢ noktasindaki biiyiikk yer degistirmeleri, kapali
formda ifade ederek, sayisal sonuglari, malzeme sabitlerinin degisimine gore tablolastirarak
vermislerdir [15]. Eren, farkli ylikleme kosullarima gore, malzeme ve geometrik dogrusal
olmama ozelliklerine sahip kompozit, ¢ift modiillii vb. kirislerdeki biiylik yer degistirmeleri
analitik ve sayisal yontemlerle hesaplamis ve bunlarla ilgili baz1 yeni ¢éziimler 6nermistir
[16]. Ayn1 yazar, serbest u¢ noktasindan moment etkiyen logaritmik gerilme-sekil degistirme
iliskisine sahip, dogrusal olmayan, ¢ift modiillii malzemeden yapilmis konsol kirislerin, ug
noktasindaki biiylik yer degistirmeleri hesaplamistir [17]. Kun vd., coklu yiik etkisindeki ¢ift
modiillii malzemenin, malzeme degistirme yontemi kullanilarak topolojik optimizasyonunu
yapmuglardir [18].

Bu c¢alismada, serbest u¢ noktasindan tekil yiik etkiyen, dogrusal ¢ift modiillii malzeme

ozelligine sahip dikdortgen kesitli bir konsol kiristeki biiyiik yer degistirme degerleri, farkl
sayisal yontemlerle hesaplanmis ve tablolastirilarak karsilastirilmistir.

2. SERBEST UC NOKTASINDAN TEKIL KUVVET ETKIiYEN DOGRUSAL CiFT
MODULLU KONSOL KiRiSLERDEKiI BUYUK YER DEGiISTIRMELER

Dik kesiti Sekil 2’de verilen, Sekil 1°deki gibi yiiklenmis, dogrusal ¢ift modiillii konsol
kiriglerdeki gerilme degerleri, asagidaki gibidir:

o, =Ee (1)
o, =E,¢ 2)
(1) esitliginde basing, (2) esitliginde ise ¢ekme gerilmesinin degerleri verilmistir. Burada

E; basingtaki, E, ¢cekmedeki elastiklik modiliidiir. E; ve E; birbiri cinsinden asagidaki gibi
alinmustir.



Fen ve Miihendislik Dergisi Cilt:17 No:1 Say1:49 Sayfa No: 3

E, =tE, 3)
? S
B \‘/ " > X
2 \}
m(x,y P 5
A 4
C
al A Ll
L
v
y

Sekil 1. Serbest u¢ noktasindan tekil kuvvet etkiyen konsol kiris

b
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Sekil 2. Cift modiilli kirisin dikdortgen kesiti

M egilme momenti, h dikdortgenin kesitin yiiksekligi, b dikdortgen kesitin genisligi, A
kesit alani, ¢ gerilme, € birim sekil degistirme, k egrilik olarak alindiginda asagidaki ifadeler

yazilabilir.
£=XKy, “4)
h,
.[ c,bdy=0 (5)
,hz
h,
j c,ybdy=M (6)
,hz
h=h, +h, (7

(1-7) esitliklerinden asagidaki denklemler bulunur.
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[ obdy +j°cbdyzlEth-lE(h-h)zmzo (8)
o 1 h 2 5 1 P 1

h1 0 1 3 1 3

jo o,bydy + j_h 0.bydy = ~bEh/"K + ~bE, (h-h,)'tk = M )

Moment bliyiikligli m(x,y) noktasi i¢in;
M = P(L-x-A) (10)

(8-10) denklemleri kullanildiginda k ve h, degerleri asagidaki gibidir.

3 3 3
2 2 2
3ps APV 5 p 2LPC p DPVIX DU ) DPVIA L 2PEA)
o 1/t 1-++/t 1+t 1-++/t 1+t 1+t (11
bE,h’t
hv't
h, = \/— (12)
1+t
Egrilik denklemi agagidaki gibi yazilir.
d 14
d—\ISI:K:L)W(LeWiS, Monosa, 1981) (13)
(1+(y'(x)*)?
(13) ifadesinin her iki tarafi integre edildiginde;
Jredx+ €, =—XE (14)
(1+(y'(x)*)?
[kdx+C =G (Fertis, 1999) (15)
seklinde yazilir. Buradan,
: G :
y'(x) =—— (Fertis, 1999) (16)

(1-(G)*)>

(11) ve (13-16) denklemleri kullanilarak G ifadesi elde edilir. Sekil 1’ den goriilebilen
x = 0’da y'(0)=0smr sartt kullanilip, (15) denkleminde verilen G ifadesindeki C,

integrasyon sabitinin sifir oldugu bulunarak, G degeri asagidaki gibi yazilir.
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3P(1+/t )Z(LX-X;-XA)

G= 17
bE,h’t (17
E,bh’
=EI 18
o (18)
(18) esitligindeki kabul yapildiginda, G asagidaki gibi bulunur.
XZ
3P(1+/t)* (Lx-——-xA)
G= 2 (19)

12EIt

Yay uzunlugu;

L(L_A) (1+(y'(x))*) =L, ( Lewis, Monosa, 1982) 20

(16) ve (20) esitliginden,

J.O(LA)\/(1+(LI)2)dX=L @1)
(1-(G)*)?

elde edilir.

(21) esitligindeki yay uzunlugu formiiliinde, (19) denkleminde verilen G ifadesi
kullanildiginda, Simpson kurali yardimiyla yay uzunlugu esitligi integre edilerek A, yatay yer
degistirme biiyiikliigii bulunmaktadir. Integrasyon islemi sonucunda elde edilen esitlikten A’y
cekebilmek icin ise Newton yontemini kullanarak kok bulma islemi uygulanmaktadir. Daha
sonra dilisey yer degistirmeleri bulabilmek icin Runge-Kutta yontemi yardimiyla
x = 0’da y(0) = 0 smr sarti1 kullanilip, y(x) enterpolasyon fonksiyonu elde edilir.
x = L-A i¢in bulunan y(L-A) ifadesi, 0, olarak gosterdigimiz serbest u¢ noktadaki diisey yer
degistirmenin biiyiikliigiinii vermektedir. L = 25.4 m, P = 1780 N, EI=516.54x10° Nm?
sayisal biiytikliikleri i¢in yatay ve diisey yer degistirme degerleri, Cizelge 1’de gosterilmistir.

Yukarida yontemle bulunan degerleri karsilagtirmak ig¢in, asagida sirasiyla Moment,
Galerkin, Alt Bolge Kollokasyon ve En Kiigiik Kareler yontemiyle yapilan islemler

gosterilmistir. Moment Yontemiyle, Sekil 1’den goriilebilen y(0) = 0 ve y'(0)=0sinir
sartlarin1 saglayan, yaklasik deneme fonksiyonu asagidaki gibi alinabilir.

y(x) = ax’+ bx* (22)

(11), (13), (18) ve (22) denklemleri kullanilarak, hata fonksiyonu &, asagidaki gibi yazilabilir.
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(2a+12bx?)
€, = -
(1+(2ax+4bx*)?)?
2 2 2
3ps 2PV 2LP+t ALPL 2LPt 2P\/Ix 3P +2Pt PA. 2PtA 3piAs 2Pt A
1+t 1+f 1+J{ 1+t 1t 1+f
" 12EIt (23)

€,, hata fonksiyonunun sifirrnci momentini, Simpson yonteminden faydalanarak bdlge

iizerinde integre ettigimizde;

3 2 12 2

4(2a+—b(L-A)) 2(2a+_—b(L-A))

%Qﬁ 1 al251 R a254 T
(IH(Ga(L-A)t BL-A))) - (1H(Sall-A)F o obL-A)'))?

a2a+ 2 b(L-AY) 2020+ Bp(L-a))
N 25 N 25 N

3 27 332 % ﬂ _ 2 AN3)2 %
(1+(ga(L—A)+Eb(L—A) )) (1+( a(L A)+125 b(L-A)’))

22 +@b(L AY)

4(2a+3b(L-A))

(1+(a(L—A)+lb(L—A)3)2)% (1+(f a(L- A)+%b(L A) ) )2
402 +l4—7b(L A)?) 202 +gb(L A)?)
+ -+ -+
(1+(— a(L- A)+ﬁb(L A) ) )2 (1+(— a(L- A)+@b(L A) ) )2
243
402 +—b(L A)?) 2
N . 2a+12b(L-A) LAy
(1+( —a(L- A)+Eb(L A) ) )2 (1+(2a(L-A)+4b(L-A)3)2)5
_P(1+f VLA (24)
SEIt

denklemi elde edilir.

€,, hata fonksiyonunun birinci momentini, Simpson yonteminden faydalanarak bolge

lizerinde integre ettigimizde ise;

| 2(2a+ > b(L-AY)(L-A) 2(2a+ 12 b(L-AY)(L-A)

1 25 . 25 .
30 1 1 2ns 2 4 e
S(LHa(L-8)+ S BLAYY)  S(HCalL-A) - b(L-4))’)
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27 2 48 2
6(2a+ > b(L-A)*)(L-A) 422+ bL-A))(L-A)

+ + +
3 27 32 % i _ 2 CA)3)2 %
5(1+(ga(L-A)+2—50b(L-A) )2 5(1+( : a(L-A)+ 0 b(L-A)*)?)
108 )
22at3bLAY)L-a) OB PN
1 s 6 108
(1+(a(L—A)+5b(L—A) )2 51+ : a(L-A)+ By b(L-A)*)?)
14(2a+14—7b(L-A)2)(L-A) 8(2a+gb(L-A)2)(L-A)
N 25 25 4
7 343 o 8 0,256, o0
5(1+(§a(L-A)+2—50b(L-A) )2 51+ S a(L-A)+ s b(L-A)*)?)
243 )
. 18(2a+§b(L-A) )(L-A) (2a+12b(L-A)*)(L-A) (L
5(1+(§a(L—A)+;2Szb(L—A)3)2)2 (1+(2a(L-A)y+4b(L-A)*)?)?
PAADE-A) (25)

24FIt
ifadesi bulunur.

(19) denkleminde verilen G ifadesi, (21) esitligindeki yay uzunlugu formiiliinde
kullanildiginda, Simpson yontemi yardimiyla, yay uzunlugu esitligi integre edilerek A, yatay
yer degistirme degerleri hesaplanir. L = 25.4 m, P = 1780 N, EI=516.54x10° Nm® sayisal
biiyiikliikleri ve yukarida nasil bulunacagindan bahsettigimiz A, yatay yer degistirme degerleri
kullanilarak, farkli t degerleri icin (24) ve (25) esitliklerinden, yaklasik deneme
fonksiyonundaki a ve b sabitleri elde edilir. Sabitler bulunduktan sonra (22) denklemindeki
yerlerine yazildiginda, y(x) yaklasik deneme fonksiyonu elde edilmis olur. x = L-A i¢in y(L-
A) ifadesi Sekil 1’deki konsol kirigin serbest u¢ noktasindaki 0,, diisey yer degistirme

degerlerini vermektedir.

Farkli t degerleri i¢in hesaplanan, yatay ve diisey yer degistirme degerleri, Cizelge 1’de
gosterilmektedir. Galerkin yontemiyle hesap yapilacak olursa; (11), (13), (18), (22) ve (23)
denklemleri kullanilarak, (22) denklemindeki baz fonksiyonlari olan x> ve x*, agirhk
fonksiyonlar1 olarak almip, (23) denklemindeki hata fonksiyonu ile carpilan agirlik
fonksiyonlari, bolge tlizerinde Simpson yonteminden yararlanilarak integre edildiginde,
asagidaki esitlikler bulunur.

3 ) 2 12 2 2
1 ( (2a+ 55 b(L-A)")(L-A) N 2(2a+ 25 b(L-A)")(L-A)
30

+

25(1+(;a(L-A)+2;Ob(L-A)3)2)2 25(1+(§a(L-A)+I;Sb(L-Af)z)z
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27 2 2 48 2 2
9(2a+ b(L-A)')(L-A) 8(2a+_ b(L-A))(L-A)

- - +

25(1+(2a(L—A)+22570b(L—A)3)2)2 25(1+(:a(L—A)+1?’;5b(L—A)3)2)2

108

18(2a+—>
25

(2a+3b(L-A)*)(L-A)? b(L-A)")(L-A)’

1 nans 6 108 n2ns
(1+(a(L—A)+Eb(L—A) )%) 25(1+(ga(L—A)+Eb(L—A) )%)
49(2a+M—7b(L-A)2)(L-A)2 32(2a+@b(L-A)2)(L-A)2
N 25 25 .
7 343 o 8 o 0,256 o
25(1+(ga(L—A)+2—50b(L—A) )2 25(1+( ; a(L-A)+ 8 b(L-A)*)?)
243 ) )
) 81(2a+§b(L-A) )L-A) (2a+12b(L-A)?)(L-A)? (L
25(1+(2a(L-A)+Z(9)b(L-A)3)2)2 (1+(2a(L-A)+4b(L-A)*)?)?
PO (26)
48Elt
3 2 4 12 2 4
1 ( (2a+2—5b(L-A) )L-A) . 2(2a+2—5b(L-A) )L-A) X

30 1 1 2 A0
2500(1+(ga(L-A)+ﬁb(L-A) )?) 625(1+(5a(L A)+125 b(L-A)*)%)

81(2a+§2b(L-A)2)(L-A)4 32(2a+;fb(L-A)2)(L-A)4

- + -

2500(1+(§a(L—A)+22570b(L-A)3)2); 625(1+(:a(L-A)+fzzb_b(L-Af)z);

108

162(2a+—
25

(2a+3b(L-A))(L-A)* b(L-A)")(L-A)’

4(1+(a(L—A)+;b(L-A)3)2)2 625(1+(ga(L-A)+£§b(L-A)3)2)2
2401(2a+M—7b(L-A)2)(L-A)4 512(2a+@b(L-A)2)(L-A)4
N 25 25 N

343
250

b(L-A)*)(L-A)*

256

1os L))’

2500(1+(Za(L—A)+ b(L-AY ) 625(1+(§a(L—A)+

6561(2a+ 2+
. 25
2500(1+(2a(L—A)+

(2a+12b(L-A)*)(L-A)*

T )(L-A)+

729 b(L—A)3)2)% (1+(2a(L-A)+4b(L-A)*)?)?

250
PANDLA)° 27)
120E1t

(19) denkleminde verilen G ifadesi, (21) esitligindeki yay uzunlugu formiiliinde
kullanildiginda, Simpson yontemi yardimiyla, yay uzunlugu esitligi integre edilerek A, yatay
yer degistirme degerleri bulunur.
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Yukarida daha onceki yontemde verilen kiris 6zellik, boyut ve yiik degerleri ve A, yatay
yer degistirme degerleri kullanilarak, farkli t degerleri i¢in (26) ve (27) esitliklerinden
yaklasik deneme fonksiyonundaki a ve b sabitleri elde edilir. Bulunan y(x) yaklasik deneme

fonksiyonundan 9, diisey yer degistirme degerleri hesaplanarak Cizelge 1°de gosterilmistir.

Alt Bolge Kollokasyon Yonteminde; hata fonksiyonu bolgenin her iki yarisinda integre

L-A
> L-A

edilip, j go,dx ve _[ g,dx ifadeleri sifira esitlenmek suretiyle elde edilen denklemler
0 A

2
kullanilarak, son olarak da, en kiigiik kareler yontemiyle hata fonksiyonunun, deneme
fonksiyonunun sabit terimlerine gore kismi tiirevleri;

+ 2 + 3
8.6, = _ 6x(2a+12bx”)(2ax 4sz )+ 2 : (28)
(1+(2ax+4bx*)*)? (1+(2ax+4bx>)*)?
3 + 2 + 3 2
8,5, =  12x7(2a+12bx”)(2ax é4bx )+ 12x . (29)
(1+(2ax+4bx>)?)? (1+(2ax+4bx’)?)?

ile carpilip, bolge {lizerinde integre edilerek sifira esitlendigi denklemler kullanilarak
yukaridaki yontemlerde uygulanan yaklagimlarla elde edilen yer degistirme degerleri Cizelge
1’de verilmistir.

3. SONUCLAR

Cift malzemeli konsol kiris i¢in farkli sayisal yontemlerle hesaplanan yatay ve diisey yer
degistirme degerleri, karsilastirmali olarak asagida Cizelge 1’de verilmistir. Cekmedeki
elastiklik modiilli, basingtaki elastiklik modiiliine gore arttik¢a, yer degistirme degerlerinin
kiiclildiigii goriilmektedir. Ac¢ik Runge-Kutta, Momentler, Alt Bolge Kollokasyon ve En
Kiiciik Kareler yontemleri ile yapilan hesaplamalarda bulunan yer degistirme degerleri,
birbirine oldukca yakin degerlerdir. Yalnizca Galerkin yonteminde bir iki deger icin biiyiik
sapma degerleri gozlemlenmektedir. Cekmedeki ve basingtaki elastiklik modiilleri esit (t = 1)
oldugunda, malzeme bilinen dogrusal malzemeye donlismektedir. Bu durumda Referans
(Fertis, 1999) sonug¢ ile diger yontemlerle buldugumuz yer degistirme degerleri
karsilastirmali olarak goriilebilmektedir. Yatay yer degistirmeler i¢in Referans (Fertis, 1999)
sonugtan sapma % 0,94 iken diisey yer degistirmelerdeki referans sonuglardan sapma, Agik
Runge Kutta Yonteminde 9% 0,95, Momentler yonteminde % 1,70, Alt Bolge Kollokasyon
Yonteminde % 2,60, En Kiigiik Kareler Yonteminde % 4,40 ve Galerkin yonteminde %
17,83 olmaktadir.
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Cizelge 1. Serbest u¢ noktasindan tekil kuvvet etkiyen dogrusal ¢ift modiillii konsol kirislerde, farkli sayisal

yontemler kullanarak, biiyiik yer degistirmelerin karsilastirilmasi (Eren, 2006)

o1 =E;e(Basin¢), o¢;=E;e(Cekme)
(E;bh*/12)=EI E,=tE;, h=h;+h,, L=254m,P=1780 N, EI=
516,54 x 10° Nm?

t 0,25 0,5 1 2 5
b3
)
20 A (m) 4,61
=]
=
g
< oy (m) 13,4198
&
g;ﬂs_,aa A(m) | 9,84867 6,95821 4,65362 3,06576 1,84727
= 5
&% 2
= &8
:{E o,(m) | 18,1334 15,8023 13,2933 9,72465 8,65842
= A(m) | 9,84867 6,95821 4,65362 3,06576 1,84727
.>O.‘
g
§ oy (m) 17,478 15,4333 13,1956 10,9917 8,67377
=
= = | A(m) | 9,84867 6,95821 4,65362 3,06576 1,84727
2 £
h Q
2 =
®
C > 6,(m) | 11,9334 14,3213 16,3313 11,8634 8,08435
8 ; - | A(m) | 9,84867 6,95821 4,65362 3,06576 1,84727
= 4 E
2%
< Q > o,(m) | 17,2403 15,293 13,0792 10,9096 8,62774
== A(m) | 9,84867 6,95821 4,65362 3,06576 1,84727
O QO
=]
g7
= =
= g 6,(m) | 17,7747 16,125 12,8545 10,9397 8,71259
4

* (Fertis, 1999), Sayfa 13, Ornek 1.1.
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