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OZET/ABSTRACT

Bu makalede, toplanabilen katsayilara sahip adi diferansiyel denklem ve ; -periyodik sinir
kosullart tarafindan iiretilen diferansiyel operatoriin 6zdegerleri i¢in keyfi mertebeden
asimptotik formiiller elde edildi.

In this article, we obtain the asymptotic formulas of arbitrary order for the eigenvalues of
the differential operator generated by ordinary differential equation with summable
coefficients and t-periodic boundary conditions.
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1. GIRIS
L,[0,1] uzayinda, p,(x) (s =2,3,4) katsayilar1 L,[0,1] uzayindan alinan kompleks degerli

() =Y+ py ()" + p3 ()Y + py(x)y ()
diferansiyel denklemi ve ¢ # 0,7 sabit bir kompleks parametre olmak iizere
Y M=e"y"©0), v=0123 2

t -periodik siir kosullar: tarafindan tiretilen L,(p) diferansiyel operatoriinii gézoniine alalim
(Eastham, 1973).

Onceki klasik incelemelerden biliyoruz ki; eger Esitlik 1°deki p (x) (s=23.4)
katsayilar1 belirli bir mertebeden siirekli tiirevlere sahipse, L,(p)operatoriiniin £ 'mc1

6zdegerleri icin  O(k™')’den daha yiiksek mertebeden asymptotik formiiller elde edildi

(Birkhoff, 1908; Tamarkin, 1927; Naimark, 1967). Yani, Ozdegerler i¢in elde edilen
asimptotik formiiller, Esitlik 1’deki katsayilarin siirekli tiirevlenebilmesine baghdir.
Bu makalede, Veliev’in metodu kullanilarak, L,(p) operatoriiniin & .6zdegerleri icin

keyfi mertebeden asimptotik formiiller elde edildi. Burada, p (x) (s =2,3,4) katsayilari i¢in,

[0,1] kapali aralig1 iizerinde, yalnizca Lebesgue integrallenebilir olmasi kabul edilmistir.
Yani, Esitlik 1’in katsayilar1 i¢cin herhangi bir siirekli tiirevlenebilme sart1 yoktur.

2. OZDEGERLER iCiN KEYFi MERTEBE ASIMPTOTiK FORMULLER

Esitlik 2°de verilen sinir kosullar, ¢ # 0,7 ve Esitlik 1’in n =4 ¢ift mertebesi i¢in, kisith

k| > N ise L,(p) operatorii basit (simple) 6zdegerlere
k|> N igin Esitlik 3’i

diizgiin (strongly regular) oldugundan,
sahiptir (Naimark, 1967). Ayrica, bu 6zdegerlerin {lk (t)} dizisi,
saglar (Veliev, 1983; Veliev, 1986).

A (8) = ki +it)* + O(k?) 3)

Burada, k€ Z ve N yeterince biiylik pozitif bir tamsayiy1 ifade eder: Yani; N >>1.
Dikkat edilirse, {(2kmi+it)* :keZ} sistemi {e®™"*:keZ} Ozvektdrlerin sistemine
karsilik gelen L, (0) operatoriiniin 6zdegerleridir. L,(0) operatori ¥ diferansiyel denklemi
ve Esitlik 2’deki siir kosullar1 tarafindan iiretilmistir. Esitlik 3 kullanilarak, ¢ # 0,7 ve
|k| > N i¢in asagidaki esitsizlikler kolayca gosterilebilir (Esitlik 4a ve Esitlik 4b).

2
5

‘/lk (t) — (i + it)4‘ <clk

(4)

24 () = @ik — k) + )| >CZH"_27”7‘71|_|‘ZH(|“_27”7€1|3 +|a|3) (4b)

Burada k&, #0e€Z, a=Qkni+it) ve ¢, , m=1L2,., gercek degeri Onemli

m

olmayan, N ’den bagimsiz pozitif sabitlerdir. Bu esitsizlikler gosteriyor ki; L, (p)
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operatdriiniin 4, (¢) ozdegeri, L,(0)’m (2kmni +it)* zdegerine yakin fakat, L,(0)’1n diger
Qrmi(k—k))+ it)* dzdegerlerinden ¢ok uzaktir.

Esitlik 4a ve Esitlik 4b’de yer alan esitsizliklere ilave olarak,
(yani |k - k1| > 2|k| ) alinacak olursa, Esitlik 5 elde edilir.

k=N igin |k|>3[k|

‘/lk(t)—(Zni(k—kl)Ht)“‘ > ¢s||a — 2k, |~ | a | | a = 2miky | > ¢4 k" (5)

Esitlik 4a ve Esitlik 4b’de yer alan esitsizliklerden faydalanarak, ilerideki hesaplamalarda
sikca kullanilan Esitlik 5 ve Esitlik 6’daki bagintilar kolaylikla elde edilebilir.

[2mi(k — k) + it | [1n|k|J
0% ) (6)
ol (0 — Qi — k) + it)4‘ k
k 4
a 2 = 0(%) 7
kik20 |, (1) — (2mi(k — k) + it)4‘ k

Burada,

k| >N ve t#0,z dir. Yeterince biyiik & ’lar i¢in w, ,(x) birim 6zvektorlere

karsilik gelen L,(p) operatoriiniin A, (¢) 6zdegerlerine asimptotik formiilleri, Esitlik 8’deki
bagint1 kullanilarak elde edilebilir.

(g () = 2k +i6)*) (i, (1), e 2741007
= (P (i, () + ps (D, (X)+ py (D, (x),e7HOT) (8)
Burada, (.,.), L,[0,1] uzayindaki i¢ ¢arpimi ifade eder. Bu esitlik

wi () + py (g () + Py (D, (%) + Py (W, (X) = A (D (x)

—(2kmi+it)x

esitliginin her iki tarafinin e ile carpilmasiyla bulunan ifadenin, [0,1] {izerinden

kismi integrasyonuyla elde edilir.
Lemma 2.1. k|2 N, 10,7 ve p,(x), p;(x), ps(x) € Ly[0,]] olmak iizere, Esitlik 8’in
sagindaki ifade Esitlik 9’u saglar.

(P2 WL () + 2 W, (04 py (g (0,705

) - 0 _
_ Z pz,kl (l//]:’; (x)’e(Zm(k—kl)-Ht)x )+ z p3’k1 (l//];,t (x),e(Zm(k—kl)Ht)x )+

kl =—o0 kl =—00

z Pa (l//k,t (x),e(z”i(k—k1)+iz)x) i

ky=—00

Burada, p,; = (p,(x),e”™"), s =23,4. Ayrica
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i+it 2
(2n7rt+lt)x) <Cs|k ,

VneZ. (10)

‘(Pz (i, (%) + p3 (D, (X) + py(Dy, (%), e

Ispat. Lemma’nin ispati, eger p,(x), p;(x), p4(x) € L,[0,1] ise asikardir. p,(x), p;(x),
p4(x)e L[0,1] ise ispat Veliev’in makalesindeki ispata benzerdir (Veliev vd., 2002).
Py (X (x)+ p3 (0w (X) + py (), (x) € Li[0,1] oldugundan, Esitlik 8’in sagindaki ifade

sonludur.

(22 WL () + Py (W () + P (W (), 280505 | 5 0 [ 5 o0 (1)
Boylece,

max (Pz Wh () + ps (D, (X) + Py (X, (x), e TR0 )

=‘(p2 i, () + p3 (g, () + pa (D, (x),e(z""””"’)x) = C(k) (12)

olacak sekilde bir C(k) pozitif sabiti ve k, tamsayis1 vardir. Buradan, Esitlik 8 kullanilarak,

C(k)

‘(wkt(x)’e(zm(kkl)m)x) < (13)
’ \,1k () — Qmi(k — k) + it)4‘
esitsizligi elde edilir. Esitlik 13 ve Esitlik 5 kullanilarak Esitlik 14 bulunur.
z (v/kt(x),e(Zni(kfkl )+i2)x) < C6C(4k) < C_73
|l >3k, |k [>3k, |k1| k; (14)
Burada, ky > |k| ve |k1| >3k, > 3|k| (yani, |k a k1| > 2|k|) seklindedir. Bu son esitsizlikten,

o 2milk—k+it)x

Vi (%) fonksiyonunun { 1K1 € Z} baz tarafindan iiretilen asagidaki formda bir

toplamu elde edilir (Esitlik 15).

l//k’t (x) — Z (!//k,t (x)’ e(Zni(k—kl )+it)x ) e(Zm‘(k—kl )+it)x + go (x) (15)
e <3k,

3
x€[0,1] 2

Burada, sup |g0 (x)| <;—7 oldugu Esitlik 14’ten goriiliir. Simdi w; ,(x) nin de benzer bir
forma sahip oldugunu gosterelim. Esitlik 13 esitsizliginin her iki yan1 |27ri(k—kl)+it| ile

carpildiktan sonra, kismi integrasyon ve Esitlik 2 sinir kosullar1 kullanilarak Esitlik 16°daki
esitsizlik elde edilir.

§ 2mi(k — ky) + if| C(k)
- \zk (t)—(27ri(k—k1)+it)4‘

‘(%,(J (x), e it Ytit)x ) (16)
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Esitlik 5 ve Esitlik 15’in ispatiyla benzer tartisma goéz Oniine alinirsa, Vi ()

. {e(zﬂi(k—kl)-i-it)x k. e Z} . . . .
fonksiyonunun e bazi tarafindan iiretilen asagidaki formu elde edilir
(Esitlik 17).

Wi, (x) = Z (Wl’f,l (x),e(zm(k—klm})x)e(zm(k—kl)+iz)x +g,(x) (17)
ik <3k,

sup | g, (x)] < L

Burada, *<%! 2 seklindedir. Benzer tartismayla
W}:J (x) = Z (WZJ (x)’e(zm(k—kl)+i2)x)e(zm(k—kl)+it)x +g,(x) (18)
e [<3k,
c
sup e () < 2
oldugu goriiliir. Burada, *<%l 2 geklindedir. Elde edilen bu toplamlar
" ' (2k7ri+ilj)x
(2 WL () Dy W, () + Py (). « caumnda verine Konulur ve
ky = o0

icin limit alinirsa Esitlik 9 ispatlanmis olur.
Simdi Esitlik 10 ifadesini ispatlayalim. Esitlik 12’deki C(k) esitligi, Esitlik 9 ve kismi
integrasyon kullanilarak asagidaki form elde edilir.

(Qkomi+it)x )

C(k) = ‘(Pz (i, (%) + p3 (D, (X) + py (D, (x) €

Z”ko—kl (V/k,t (x),e(Zni(kO—kl )+i2)x) (19)

fey=—o0

Burada, 1, = (o, [27i(ky — k) +it]® + py [27iCky — k) +it]+ py ) dir.

Esitlik 19°daki (lﬂk,t (x), e(Zk””";)") ifadesini iceren terim ayrilir (yani; k, —k, = k£ igin) ve
Esitlik 8 kullanilirsa, Esitlik 20 elde edilir.

ri(ky—k, )+it)x )

C(k) =

5 (22 WL, () + Py WL () + pa (I, ().
Ky ko, 2k A () - Qrik, _k1)+it)4

(2km+52)x)

+ (Pz,ko—k[zk”i +it]* + D,k [2kmi+it]+ pyy i )('/’k,t (x),e

7,4, |CCK)

<
I () = Qrilhy — k) + )|

< +eglkf? (20)
kykg—k, %k
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(2ki+it)x )

‘(pz,ko_k[2k7ri+it]2 + Dy gk [2kmi +it]+ pyy )(t//k’, (x),e
Burada,
Boylece, Esitlik 6 kullanilarak

‘nko_kl ‘ _ O( 1n|k|J (21)

M- Qritk,—k)+in)'| T k

< cg|k

2
*dir.

kytko—ky 2k

C(k)
2

oldugu kolayca goriilebilir. Sonug olarak; Esitlik 20 ve Esitlik 21°den C(k) < +cg |k|2

2
bagintis1 elde edilir. Boylece, Ck) <es |k| olacak sekilde pozitif ve k> dan bagimsiz Cs

sabiti vardir. Bu sonu¢ Lemma’nin ispatini tamamlar.
Esitlik 8 ve Esitlik 9’dan, kismi integrasyon kullanilarak asagidaki form elde edilir.

EROETZTE) (E Rt S AN VAR G (22)
ke =—o0
Burada, 7, = (py [27i(k— k) +if]’ + ps, [27iCk — k) +it]+ p,, ). Simdi Esitlik 22°nin

sag tarafindaki, (!//k’t (x),e(Zk”””)") ifadesini igeren terim ayirilir (yani; k&, =0 1igin) ve

(wk,, (x),e P th W)X) ifadesi igin Esitlik 8 kullanilirsa, Esitlik 23 elde edilir.
( o 4) Qkritit)x |_ (kmitit)x
A () = ki +it)” \y ., (x),e = o \ Wi, (%),

3 M, (Pz Wi () + Py (Wi, () + py (D, (x), €27 ’*””‘)

ke, #0 X (1) = Qrik —ky) + i)

(23)

Esitlik 23°te, Esitlik 9 &, indeksine gore gdz Oniine alinirsa

(/1,( (t) — 2k +ir)* )(Wk,z (x)’e(zkmni)x ): Mo (Wk,z (x),e(zkmni)x)

nk_kl nk—kl_kz (l//k,t (x) 5 6(277.'1'(/(—[(17[{2 )+it)x )

ey %0 A () = Qri(k — k) +it)*

elde edilir. Burada

+

(24)

Moo = o o [2ki +it1> + py g [2kri +it]+ py )

M-ty ~k, = (Pz,kz [27i(k -k, — k) +it]* + Py, [27(k —ky —ky) +it]+ py ) (25)

Benzer sekilde Esitlik 24’iin sag tarafindaki, z ifadesini igeren terim ayirilir (yani;
kl + kz = 0 kl + k2 +* 0 (v/k’t (x),e(zﬂi(k_kl_k2)+il)x

kullanilirsa

i¢in) ve i¢in ifadesi yerine Esitlik 8
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(ﬂk (t)— 2k + it)4)(l7yk’t (x)’e(zlmmi)x): Mo (Wk,z (x),e(zkmm)x)

z Ni—k (p2 —k [2k7tl + lt]2 + P3—k [2k7rl + lt] + Pa_i Xl//k ; (x)’e(Zkﬂ'l'+i;)x)
+ l > 1 > | >
Ktk #0 A () = Qri(k — k) +it)*

T (Pz (Owp, () + p3 (Wi, (x) + py (D, (x),eCrERTRIH0 )

26
+kl,kZZ:k:l¢0 [ (1) — Quilk — k) +it)*] [, (t) — Qui(k —k, —k,) +it)*] (26)
ky+k,#0
Pox = (py(x),e™) §=234

esitligi elde edilir. Burada, , icin Fourier katsayilarini ifade
eder. Bu islemler sirasiyla 7 kez tekrar edilirse, asagidaki bagint1 elde edilir.

(e (0= @i + ity Y7, (0, @407 )= (g + A, G ), (00,2505 S R, (27)

m—1
Burada, m > 1 i¢in A, (4 () = . a, (74 (1))

(=1

a,(h (1) = z Mk, " Mok, (pZ,—kw—k/ [2k7l'i+il‘]2 S [2k”i+it]+P4,_kl..,_k[)
= RO - Qailk—k) + i) [y (0) = ik —k, k) + i)

R, =
o ookt (Pz(x)t//}é,t () + P (wp, () + Py (D, (x),e(z”"(k*k“*k’”)mx) (28)
s [, (6) = Qri(k — k) +it)* 1[4, (t) — Qri(k —k, - —k,, ) +it)*] ’
/
Zk ;%0

ve ki#0 . 53 S Ve=12.m.

Esitlik 25 kullanilarak

ity | < Col2miCh —hey ==k it 5 s =12,...,0 (29)

ve ¥ (4(1)) ‘nin genel teriminin payindaki diger ¢arpan i¢in
. — 2
‘pz,—kl--.—k,, [2kai +it]* + D3,k [ 2K + i ] + p4,—k1-~~—k,,‘ < Clo|k| (30)

oldugu agikca goriiliir. Buradan, Esitlik 10, Esitlik 29, Esitlik 30 esitsizlikleri ve Esitlik 6
bagintis1 kullanilarak

a, _o{kz[l%mﬂ, R, _O{kz[lnlelJ J (31)
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esitliklerinin dogrulugunu gostermek zor degildir. Esitlik 27 ve Esitlik 31 formiilleri goz
oniine alindiginda asagidaki teorem elede edilir.

Teorem 2.2. L(p) operatoriiniin A (1) 0zdegerleri asagidaki formiilii saglar.
o 5 1n|k| "
A () = Qkmi+it)" +n,_o+F, +0| k = ; Vm=12,... (32)

Burada, £ # 0,7 ve F, =0, F, = A,((2kmi+it)* +n_ o+ F,); VI =23,....
Ispat. Esitlik 8, Esitlik 10 ve Esitlik 7 goz oniine almacak olursa,

4

mi(k— it)x 2 ¢ k
Z (‘//k,z(x)ae(2 (et ) < 11| | A2 =0 L
k=0 70 ‘ik(t)—(27ri(k—k1)+it) \ 2

elde edilir. Buradan

Z (l//k,t (%), o (2milh=k)+it)x )e(zm'(k—kl )+it)x

1
= O(Zj (33)

k,#0
R feHmHinx - p e 77 . W, (X) ... N - )
Boylece, : baz1 tarafindan iiretilen, * %/ birim 6zvektor asagidaki
sekilde ifade edilebilir.
l//k’t (X) — (l//k’t (X), e(2k7ri+it)x j e(2k7ri+it)x + h(X) (34)
‘[ Vit (3, e(2k7ri+it)x) 1 OG] 35)
1
Burada, |h(x)]| = O(;).

(2"””";))‘) ile boliiniir ve Esitlik 31 kullanilirsa

Esitlik 27°nin her iki yani (l//k,t (x),e
.. N\4 2 11’1|k| m
A () = Qkmi+it)" + 1o+ A4, (4, @)+ 0| k (T) (36)

bulunur. Ozel olarak 7 =1 icin Esitlik 32’nin saglandigr goriiliir. Simdi Esitlik 32°nin
saglandigint 7 iizerinden tiimevarimla gdsterelim: Kabul edelim ki Esitlik 32 formiilii

m=j-1 icin saglasin, yani

k|
G () = (hai + i)+, + Fyy + 0[k2 (%)HJ 37)
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m=j .. A;(A4®)

olsun. A (1) 'nin bu degeri Esitlik 36 formiiliinde, igin, ’de yerine

konulacak olursa, 2 (1) asagidaki formda elde edilir.

A () = ki +it)* + 1,y + A4, {(kaﬂt) + o+ F +O(k ( nlk I), 1}}

o(kz(lnTM)fj (38)

Son olarak Esitlik 28’deki a,(4,(¢)) formu gozoniine alinirsa; Esitlik 29, Esitlik 30 ve
Esitlik 6 kullanilarak Esitlik 39°daki bagint1 elde edilir.

A (A (1) = 4; {(2km+zt) + o + F +O[k ( nlk I), IJ}

=4, ((2k7ri+it)4 + 1o +F )+ O(k ( | |)J] (39)
Son iki formiil Esitlik 38 ve Esitlik 39, m = j i¢in, Esitlik 32 formiiliinii ispatlar.
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