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OZET/ABSTRACT

Genel olarak, degisken katsayili homojen diferansiyel denklemler, kendine has 6zellikler
icerdiklerinden kapali ¢ozlimlerinin elde edilebilmeleri icin genel bir yontem yoktur. Bu
caligmada bu tiir diferansiyel denklemlerin bazi tiplerinin kapali ¢oziimleri fark denklemleri
kullanilarak elde edilmistir. Ayrica ¢alismada bazi cebirsel katsayili diferansiyel denklemlerin
sabit katsayili fark denklemine indirgenmesi halinde elde edilen kapali ¢6zlimii iizerinde
durulmus ve sayisal 6rnekler sunulmustur.

There is no a general method for evaluating the implicit solutions of homogeneous
differential equations since they generally have individual properties. In this study, the
implicit solutions for some types of these differential equations are obtained by using finite
difference equations. The implicit solution obtained by reducing some differential equations
with algebraic coefficient to finite difference equations with constant coefficient is also
considered and numerical examples are presented.
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1. GIRIS

Fark denklem, bir ve daha ¢ok degiskenli bir fonksiyonun sonlu farklar ile bagimsiz
degiskenleri arasindaki cebirsel bir bagmtidir. Fonksiyonel denklemler olarak da
isimlendirilen fark denklemler, diferansiyel denklemlere benzerlik gosterirler. Fakat inceleme
stireci yoniinden, diferansiyel denklemlerden daha yenidir. Diferansiyel denklemler 200 yili
asan bir slirede incelendigi halde, fark denklemler 100 yillik bir inceleme siirecinde sistematik
hale gelmistir.

Diferansiyel denklemlerin vazgecilmez bilimsel 6neminde “dogada kopukluklar yoktur”
yanlis varsayimina yer veriliyordu. Bu eski hipoteze gore, fiziksel olaylarin matematiksel
modeli, siirekli degisim oranlar1 arasindaki denklemler ile ifade ediliyordu. Bu nedenle
diferansiyel denklemler, fizik bilimine 6zgii matematiksel ifadeler olarak kabul ediliyordu.
Fakat 20. yiizy1l baslarinda radyasyondaki quanta ile biyolojide goriilen genetik olaylarindaki
geligmeler, tiim doga olaylarinin, siireklilik terimleri ile ifade edilemeyecegini gostermistir.
Eski yunanlilara gore, doga olaylarinda goriilen siireklilik ile kesiklilik arasindaki zitlagma,
dogadaki siirekliligin bir aldatmacisiydi. Giiniimiizde diferansiyel denklemlerde goriilen
siireksizlik halleri, fark denklemler kullanilarak ortadan kaldirilmak istenmistir.

Sonlu fark islemleri Newton ile yayilmaya baslamis, Poincaré kadar uzanmistir, Boole ile
zirveye ulagmistir. Daha sonra Laplace fark denklem iizerinde ¢alismistir. 1825 yilindan 6nce
dogrusal fark denklemler ele alinmamisti. 1885 yilinda Poincaré ile dogrusal fark denklem
teorisine girilmis, Lagrange dogrusal diferansiyel denklemin sabit katsayili olmasi durumunda
¢oziimiinli elde etmis, Guichard 1887°de ikinci yandaki fonksiyonun polinom olmasi
durumundaki ¢6ziimiinii incelemis, Gelgrun asimptotik ¢oziimler iizerinde ¢alismis, Birkhoff
ve Carmichael bu ¢alismalar1 genisletmislerdir. Liouville ve Sturm ikinci mertebeden self-
adjoint dogrusal diferansiyel operatoriiniin iizerinde calismalar yapmis ve kendi isimleri ile
anilan Sturm-Liouville fark denkleminin ¢oziimiinii ifade etmislerdir. March Artznouni,
degisken katsayili dogrusal fark denklemin asimptotik {istel ¢oziimlerinin ozelliklerini
gelistirmis; Hooker, Riccati denklemini gelistirmis; Popenda, ikinci mertebeden fark
denklemin osilasyonlu ve osilasyonsuz durumlarindaki teoremleri gelistirmis ve ¢oziimleri
icin bazi atiflarda bulunmustur (Artznouni, 1987; Hooker, 1987; Popenda, 1987a; Popenda,
1987b). Kaczorek, n’inci mertebeden homojen olmayan degisken katsayili dogrusal fark
denklemin implicit formdaki ¢6ziimlerini vermistir (Kaczorek, 1985). Abramov, polinom
katsayili keyfi dereceli fark denklemlerin rasyonel ¢oziimlerini vermistir (Abramov, 1989).
Tuzik, degisken katsayili konvoliisyon tipteki fark denklemlerin ¢6ziilebilirligine deginmistir
(Tuzik, 1989).

2. FARK DENKLEMIN TANIM VE OZELLIKLERI

Diferansiyel denklemler, fonksiyonlarin sonlu farklar1 arasindaki baginti olarak
tanimlanan fark denklem olarak ifade edilebilirler. Bu bagmtinin 6zellikleri diferansiyel
denklemlerde oldugu gibidir. Genel olarak fark denklem asagidaki kapali form ile tanimlanir.

F[n, y(n), y(nt1), ..., y(n+r)] =0 (1)
Esitlik 1 ile tanimh fark denklemler, katsayilar1 cinsinden sabit ve degisken katsayili

olarak ikiye ayrilirlar. Eger fark denklemde Aj, Aj, Aj, ... Aler sabitler ise r’inci
mertebeden sabit katsayili fark denklem agik olarak asagidaki formda tanimlidir.

A; y(ntr) + A y(ntr-1) +...+ A; y(n+1) + Ag y(n) = F(n) (2)



Fen ve Miihendislik Dergisi Cilt: 6 Sayi:1 Sayfa No:131

Eger denklemde Aj(n), Aj(n), ..., A¢n)’ler n nin fonksiyonu ise r’inci mertebeden
degisken katsayili fark denklem agik olarak asagidaki formda tanimlidir.
Ad(n) y(n+1) + Apy(n) y(ntr-1) + ... + Ay(n) y(n+1) + Ag (n) y(n) = F(n) 3)

Esitlik 2 ve Esitlik 3’de F(n) = 0 ise denklem homojen olarak isimlendirilir.

Yiiksek mertebeden sabit katsayili homojen denklemin ¢oziimiinde y(n) # O olarak
tamimli olmak tizere Esitlik 2°de F(n) = 0 almarak elde edilen Esitlikte, o' # 0 ¢Oziim
fonksiyonu yazildiginda asagidaki karakteristik denklem elde edilir.

Ao FALG AT AL P LA FA=0 4)

Eger 4’nolu karakteristik denklemin kokleri:

(1) r1, 17 ,..., Iy €R olmak iizere reel ve farkli ise ¢oziim fonksiyonu asagidaki gibidir.

y(n) =Ci ()" + Co ()" + ... + Cpy (tw)" (5)

(i1) = 1p=..=TIk, I'k+1, k2, ---» 'm €R sekline tanimh ise ¢oziim fonksiyonu
asagidaki formdadir.

y(m) =(C; +Cyn + ...+ Cn*") ()" + Ciest (1) + .. + Cin (1)" (6)

(ii1)) a+ib=a ve a—ib = [} olacak sekilde sanal olarak tanimli ise ¢6ziim C ve D keyfi
sabitler olmak iizere asagidaki gibi yazilir.

y(n) = A ()" + B (B)" = (2’ +b*)"* C Cos(nd + D) (7)

Burada; (a2 + bz)n/2 uzunluk; nB ise periyot olmak iizere y(n) ¢6ziim fonksiyonunun
periyodik salinimli oldugunu ifade eder. Sabit katsayili homojen olmayan dogrusal denklemin
¢oziimil ise diferansiyel denklemlerde oldugu gibi parametrelerin degisimi, belirsiz katsayilar,
operator ve seri yontemleri kullanilarak elde edilir.

Sabit katsayili yliksek mertebeden dogrusal diferansiyel denklemlerin kapali ¢ézlimleri
elde edilebilmesine ragmen degisken katsayili yliksek mertebeden dogrusal diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimii i¢in genel bir yol yoktur. Burada fen ve miihendislik dallarinda cesitli
uygulamalara sahip olan yliksek mertebeden dogrusal diferansiyel denklemlerin fark
denklemleri ile ¢oziimleri tizerinde durulacaktir.

Degisken katsayili yiiksek mertebeden dogrusal diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri:

(1)  mertebe indirgeme yolu ile 6nce doniisim ile elde edilen homojen denklem

¢Oziiliir sonra da ikinci yanli denklem ¢oziiliir.

(i)  ¢arpanlara ayirma yolu ile denklem birinci mertebeden ardisik denklemin

¢Ozlimiine indirgenerek elde edilir.

(iil)  yerine koyma yontemi ile sabit katsayili forma indirgenerek ¢oziim elde edilir.

Ancak uygun doniisiimleri her zaman bulmak kolay degildir. Eger diferansiyel denklem
Cauchy-Euler veya Legendre diferansiyel denklem formunda ise sabit katsayili forma
indirgenir ve karakteristik denklemin koklerini ¢oziim fonksiyonu kabul eden aranan ¢6zim
elde edilir. Bu calismada degisken katsayili denklem Cauchy-Euler veya Legendre
diferansiyel denklem formunda degil de cebirsel katsayili ise ¢oziim nasil elde edilir sorusuna
yanit aranmistir.

2.1. Birinci Mertebeden Degisken Katsayilh Denklemler

Birinci mertebeden degisken katsayili dogrusal denklem A(n) # 0 olmak {izere asagidaki
sekilde tanimlanir.



Sayfa No:132 S. CATAL

A(n) y(n+1) + B(n) y(n) = C(n) (8)

Esitlik 8’de p(n) = B(n) / C(n), q(n) = C(n) / A(n) olarak secilirse asagidaki forma
indirgenir.

y(ntl) + p(n) y(n) = q(n) 9)

Burada p(n) ve q(n) fonksiyonlar1 n’nin tiim integral degerleri i¢in tanimlidir. Esitlik 9°da
g(n) = 0 ise esitlik birinci mertebeden homojen fark esitligi olarak isimlendirilir ve ¢6ziim,
p(ntl) + 1 = P(n) donilistimii ile A, keyfi sabiti gostermek iizere y(0)=A baslangi¢ kosulu
altinda asagidaki sekilde bulunur.

n—1
y(n)= AkHOP(k) (10)

Genel birinci mertebeden homojen olmayan dogrusal esitlik Ay(n) = y(n+1)-y(n)
seklinde tanimli ileri fark operatérii cinsinden asagidaki sekilde yazilir.

Ay(n) + P(n) y(n) = Q(n) (11)
Esitlik 11°in ¢oziimii ise C keyfi sabit olmak iizere asagidaki gibi yazilir.

n—1 n—1
vy =Tia-Pa's — 20

S | B0
k=0

+C (12)

Bazen birinci mertebeden esitlikler daha karmasik olabilir. Bu durumda esitlik
coziilirken y(n) bagimlh degiskeni bir bagka bagimli degisken cinsinden tanimlanip ¢6zim
elde edilir veya 0Ozel fonksiyonlardan olan Gamma fonksiyonlar1 ile iligkilerinden
yararlanilarak ¢oziimleri elde edilir.

2.2. Ikinci Mertebeden Degisken Katsayih Denklemler

P(n), Q(n) ve R(n) n’nin fonksiyonlar1 olarak tanimlanmak {iizere ikinci mertebeden
degisken katsayili homojen olmayan esitlik asagidaki gibi tanimlanir.

y(n+2) + P(n) y(n+1) + Q(n) y(n) = R(n) (13)

Eger Esitlik 13’te R(n) = 0 ise ikinci mertebeden degisken katsayili homojen esitlik
olarak isimlendirilir.

Esitlik 1371in ¢oziimii A ve B keyfi sabitleri gdstermek iizere; u(n) ve v(n) homojen
esitlik esas ¢oziim fonksiyonlarini; S(n) ikinci yanlh esitligin ¢6ziimii yani 6zel ¢oziimii olmak
tizere agagidaki bagmnti ile tanimlanir (Levy ve Lesman, 1959).

y(n) = A u(n) + B v(n) + S(n) (14)

Esitlik 14’°{in ¢6ziimii asagidaki gibi elde edilir.

(I) Esitligin homojen kisminin ¢6ziimii biliniyor ise,
u(n) yeni degisken Y(n) denklemi saglayan fonksiyon olmak iizere; y(n)=Y(n).u(n)
dontisiimii ile E basamak operatorii olmak {izere ikinci mertebeden degisken katsayili
esitlik birinci mertebeden degisken katsayili esitlige asagidaki formda indirgenir.

[E - Q)] [Y(n) y(n+1) - Y(n+1) y(n)] = Y(n+1) R(n) (15)

Esitlik 15’in ¢6zilimii ise birinci mertebeden esitligin ¢éziimiinde oldugu gibi bulunur.
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(IT) Esitligin homojen kisminin ¢dziimii bilinmiyor ise,
b(n) ve c(n) n’nin fonksiyonlar1 olmak iizere; u(n)=b(n).y(n+1)+c(n).y(n) seklinde tanimli
fonksiyon Esitlik 13’lin yerine yazilir ve baz1 diizenlemeler yapilir ise asagidaki gibi
ifade edilir.

u(n+1) + S(n) u(n) = b(n+1) y(n+2) + [b(n) S(n) + c(n+1)] y(n+1) + S(n) c(n) y(n) ~ (16)
Esitlik 13 ile Esitlik 16’nin katsayilar1 arasindaki bagintilar asagidaki gibidir.
b(n) S(n) + c(n+1) =b(n+1) P(n) (17)

b(n+1) Q(n) = ¢(n) S(n) (18)

Esitlik 18’den c(n) gekilir, c(n+1) tiiretilir ve Esitlik 17°de yerine yazilirsa, asagidaki
esitlik elde edilir.

b(n+2) Q(n+1) — b(n+1) S(n+1) P(n) + b(n) S(n) S(n+1) =0 (19)

Esitlik 19°da P(n), Q(n) verilen fonksiyonlar; b(n) ve S(n) heniiz tanimli olmayan
fonksiyonlardir. b(n) ve S(n) fonksiyonlarindan birisini asagidaki gibi segebiliriz:
(a) S(n) = P(n) / P(n+1) seklinde keyfi olarak secildiginde asagidaki esitlik elde edilir.

b(n+2) Q(n+1) P(n+2) — b(n+1) P(n+1) P(n) + b(n) P(n) =0

(b) S(n) = Q(n) secildiginde Esitlik 18’den b(n+1) = c(n) olarak elde edilen ifade Esitlik
17°de yerine yazilirsa, asagidaki gibi ikinci mertebeden homojen esitlik elde edilir.

b(n+2) + P(n) b(n+1) + Q(n) b(n) = 0
(¢)S(n) = -1 olarak segilirse ve
b(n+1) Q(n) = - ¢(n)

bagintis1 Esitlik 17°de yerine yazilirsa b(n) ve b(n+1) toplam yada integral ¢arpani olan
denklem asagidaki gibi elde edilir (Levy ve Lesman, 1959).

Q(n+1) b(n+2) + P(n) b(n+1) + b(n) = 0 (20)

Simdiye kadar ikinci mertebeden degisken katsayili denklemlerin bilinen ¢6ziim
yollarindan bahsedilmistir. ikinci mertebeden diferansiyel denklemlerde oldugu gibi fark
denklemlerin de bazi karakteristik 6zellikleri vardir ki bu 6zelliklerden bazilarina asagida yer
verilmistir.

3. BAZI OZEL TiP DENKLEMLER VE COZUMLERI

3.1. ikinci Mertebeden Denklem

Ly"+a®x) y + bx) y=0 seklindeki ikinci mertebeden degisken katsayili homojen
diferansiyel denklemi:

A.y(nt2) + A(n) y(n) =0

Formundaki fark denklemine indirgenirse, bu denklemin ¢oziimii A(n)=0 , y(0) ve y(1)
keyfi sabitleri gdstermek tizere agsagidaki sekilde elde edilir.

y(n —Dym)=(-)"" Y(O)y(l)ﬁ Ak)

B. A(n) y(n+2) + B(n) y(n+1) + C(n) y(n) =0
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Formundaki fark denklemine indirgenirse, burada A(n)=0 ve B(n)=0 oldugunda asagidaki
form elde edilir.

y(n+2) =-[C(n) / A(n)] y(n)
Burada y(0) ve y(1) keyfi sabitler olmak iizere ¢oziim asagidaki sekilde yazilir.

_ (! T €&
y(my(n+1)=(=1) y(O)y(l)(klgo A(k))

IL AX) y' +2 A'x) ¥ + A"(x) y = 0 seklindeki ikinci mertebeden degisken katsayili
homojen diferansiyel denklemi:

A.A(x) =ax’ +bx +¢;
A'(x) = 2ax + b;
A"(x) =2a

oldugunda asagidaki seri doniisiim yardimi ile ikinci mertebeden diferansiyel denklem sabit
katsayili fark denklemine indirgenir (Alku, 1992).

y(x) = y(0) + y(1) x + y(2) X* + ... + y(n) X" + y(n+1) x"" + y(n+2) X" +...

yi(x) = y(1) + ... Hn+1) y(n+1) x" + (n+2)y(n+2) x* + (0+3)y(n+3) X" +... 21)

V(X)) =2y(2) + ... Hn+2)(n+1) y(n+2) x" + (n+3)(n+2)y(n+3) x" +...

¢ y(n+2) + b y(nt+1) +ay(n) =0 (22)
Esitlik 22°de y(n) yerine " yazilarak asagidaki karakteristik denklem elde edilir.

ca’+boa+a=0

o' # 0 olmak iizere ikinci dereceden karakteristik denklemin  kokleri

2 2
-b—-\b" -4 —b+Vb" -4
o) = 2 9 ve oy = 2 ac seklinde olup A ve B keyfi sabitler
c c

olmak tizere 22’nolu fark denklemin ¢6ziimii asagidaki formda yazilir.
y(n) =A (o))" + B (a0)"

Diferansiyel denklemin ¢6zlimii ise asagidaki gibidir.

y(x) = ElA (a1)" + B(ay)" ]X"

n=
B. A(x) =ax’ + bx’ + cx + d;
'(x) = 3ax” + 2bx + c;

A"(x) = 6ax + 2b;

A"(x) = 6a
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oldugunda 21°nolu seri doniistim yardimu ile ikinci mertebeden diferansiyel denklem sabit
katsayil1 fark denklemine indirgenir.

dy(n+3) + ¢ y(n+2) + b y(nt+1) +a y(n) =0 (23)
Esitlik 23°1in karakteristik denklemi asagidaki gibi yazilir.
do’+ca’+bo+a=0

Uciincii dereceden denklemin kokleri, Cardano formuliinden bulunarak ¢dziim asagidaki
gibi yazilir.

y(n) = A (o)" + B (0)" + C(a3)"

C. Genel olarak A(x) = Pp(x) = ax" + an_lxn'1 + ... + a;x + ap formunda oldugunda ise
fark denklemi asagidaki gibi bulunur.

(n+2)(n+1) [ a9 y(n+2) + a; y(n+1) +a, y(n) +... + 2, y(2)] =0 (24)

Esitlik 24’tin karakteristik denklemi n’inci dereceden bir polinoma kars1 gelir. n’inci
dereceden denklemin kokleri istenen ¢oziim fonksiyonlarini olusturur.

B ve C siklarinda diferansiyel denklemin mertebesi kadar sabit olacagindan karakteristik
denklemin kokleri birbiri cinsinden ifade edildiginde diferansiyel denklemin mertebesi
kadardir.

3.2. Uciincii Mertebeden Denklem
Eger iiciincii mertebeden diferansiyel denklem asagidaki formda ise
AR Y" +3 Ay +3A0 ¥+ A" Y =0
A.A(x) =ax’ +bx +¢;
A'(x) =2ax + b;

A'(x) =2a

oldugunda 21’nolu seri doniisiim yardimi ile sabit katsayili fark denklemine asagidaki gibi
indirgenir.

cy(n+3) +bynt+2)+ayn+l)=0 (25)

Bu denklemin karakteristik denklemi (c of +bo + a) o = 0 olup karakteristik denklemin
kokleri fark denklemin ¢6ziim fonksiyonlar1 olup asagidaki gibi yazilir.

y(n) = A (0)" + B (an)" + C (o)

Diferansiyel denklemin ¢ozlimii ise agsagidaki sekildedir.

y(x) = ElA (a1)" + B(ay)" ]X"

n=
B. A(x) = ax” + bx” + cx + d;
A'(x) = 3ax’ + 2bx + ¢;

A"(x) = 6ax + 2b;
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A"(x) = 6a

oldugunda 21°’nolu seri doniisiim yardimi ile iglincli mertebeden diferansiyel denklem
23’nolu sabit katsayili fark denklemine indirgenir ve {i¢iincli dereceden denklemin kokleri
fark denklemin ¢6ziim fonksiyonlaridir.

C.A(x)=ax"+bx’ +cx’ +dx +e;
A'(x) = 4ax’ + 3bx* + 2cx + d;
A"(x) = 12ax* + 6bx + 2c;

A"(x) = 2dax + 6b

oldugunda 21°nolu seri donilisim yardimi ile {iglincli mertebeden diferansiyel denklem
asagidaki sabit katsayil1 fark denklemine indirgenir.

e y(nt+4) +d y(n+3) + ¢ y(n+2) + b y(n+l) +a y(n) =0 (26)
26’nolu fark denklemin karakteristik denklemi dordiincii dereceden denklem olarak asagidaki
gibi yazilir.

eat+da’+ca’+ba+a=0

Bu karakteristik denklemin ¢6zlimii istenen fonksiyonlari1 verecektir.
D. Genel olarak A(x) = P,(x) = a,x" + an_lxn'1 + ... + a;x + ag formunda oldugunda fark
denklemi asagidaki gibi bulunur.

(n+3)(n+2)(n+1) [ ag y(n+3) + a; y(n+2) + a, y(n+1) + ... + a, y(3)] =0 (27)

Esitlik 27°nin karakteristik denklemi n’inci dereceden bir polinoma karsi gelir. n’inci
dereceden denklemin kokleri istenen ¢oziim i¢in temel fonksiyonlar1 olusturur.

C ve D siklarinda, sabitlerin sayisi, diferansiyel denklemin mertebesi kadar olacagindan
karakteristik denklemin kokleri birbiri cinsinden ifade edildiginde diferansiyel denklemin
mertebesi ile Ortiigiir.

3.3. Yiiksek Mertebeden Denklem

Eger n’inci mertebeden degisken katsayili diferansiyel denklem asagidaki formda olup

(ZjA(x)y(”) + (TjA’(x)y(”‘” o +( " JA(”‘” (x)y' + (ZJA(”)(x)y -0 (28)

Burada diferansiyel denklemin mertebesi n ve A(x) polinom fonksiyonun derecesi r ise
asagidaki su sonuclar elde edilir.

SONUC 1: r<nise (n—r) kadar sifir carpani karakteristik denklemin kokiinde yer alir.

SONUC 2: r = n ise karakteristik denklemin kokleri r tanedir.

SONUC 3: r > n ise karakteristik denklemin kokleri polinomun derecesi olan r tanedir.

4. SAYISAL UYGULAMA

Ornek 1. (6x2 —5x+ 1)y +2(12x — 5) y' + 12y = 0 diferansiyel denkleminin y(0) = 1 ve
y'(0) = 0 baslangi¢ kosulu altindaki ¢6ziimii asagidaki gibidir.

Diferansiyel denklem 21°nolu doniisiimler yardimi ile asagidaki fark denklemine
indirgenir.
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(n+2)(n+1)[y(n+2) — Sy(n+1) + 6y(n)] =0

Fark denklemin E basamak operatorii cinsinden ifadesi ve karakteristik denklemi sirast ile
asagidaki sekildedir.

(E*—5E+6) y(n) =0
o’ -50+6=0
Karakteristik denklemin ¢6zliimii asagidaki gibidir.
y(n) = A*2" + B*3"
Bu ¢6ziim, baslangi¢ kosullar1 altinda asagidaki formda yazilir.
y(n) =3 *2" 2 *3"
Diferansiyel denklemin ¢6zlimii agagidaki sekilde elde edilir.

_ < %N %M |.n _ 2 3
y(x)= X3*27 -2%*3 =1-6x"-30x" —...

n=

Ornek 2. (X3 +1) ¥+ 2(3x2) y' + 6x y = 0 diferansiyel denkleminin 21’nolu déniisiimler
yardimu ile fark denklemi ifadesi agsagidaki sabit katsayili denklem ile ifade edilir.

y(n+3) +y(n) =0

(B’ +1) y(n) =0

o’ +1=0

Yukaridaki sekilde ifade edilen karakteristik denklemin kokleri Cardano formiillerinden
ar=-1, ay3 =%(lii\/§) olarak bulunur. Fark denklemin ve diferansiyel denklemin

¢Ozilimleri sirasi ile asagida verilmistir.

. n . n
y(n) = A(-1)" + B(#j + C(l +;*/§j = A=) + BCos%n + CSin%n

o0
yx)= % [A*(—l)” +B*C0s%n+C*Sin%n}x” =B+(—A+BCOS%+CSZ'I’I§)X+..—:
n=0

Ornek 3. (x* — x%) y" + 2(4x° — 2x) y' + (12x* — 2) y = 0 diferansiyel denklemi 21°nolu
bagintilar yardim ile asagidaki fark denklemine indirgenir.
y(n+2) —y(n+4) =0

(E*-E% y(n)=0

2 4
a - =0

Karakteristik denklemin ¢o6ziimii sirast ile fark denklemin ve diferansiyel denklemin
¢Oziimiinii verecektir.

y(n) = A +B*(-1)"
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y(x) = §lA+B*(—1)"]x” —A(+x+x>+x° +.)+Bl-x+x> —x> +..)

n=

5. SONUC

Bu caligmada ikinci mertebeden degisken katsayili diferansiyel denklemlerin fark
denklemleri ile kapali ¢oziimleri incelenmistir. Diferansiyel denklemlerin katsayilari cebirsel
yapida ve Binom ac¢ilimina sahip ise diferansiyel denklem sabit katsayili fark denklemine
indirgenebilmektedir. Diferansiyel denklemin, kapali ¢oziimii fark denklemi ile
yapilabilmekte ve bu ¢Oziimii diferansiyel denklemin n’inci mertebesine kadar
uygulanabilmektedir. Burada uygulanan yontem degisken katsayili diferansiyel denklemin
kapali ¢ozlimiiniin elde edilebilmesi bakimindan diferansiyel denkleme uygulanan seri
yonteminden daha kullanislidir. Bu yontem ile ¢oziim teknigi daha basit olup islem
karigikligina sebep olmamaktadir. Ancak yontemin ¢6ziim algoritmasi seri yonteminden
uzundur.
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