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DEGISKEN KESITLi ANKASTRE TIMOSHENKO KiRiSiN
STATIK STABILITE ANALIZI

(STATIC STABILITY ANALYSIS OF A CANTILEVER
TIMOSHENKO BEAM WITH VARYING CROSS-SECTION)

Binnur GOREN’, Secil ERIM"
OZET/ABSTRACT

Bu calismada, eksenel yiliklemeye maruz ankastre kiriglerin statik stabilitesine, ¢esitli kesit
degisimlerinin etkileri incelenmistir. Kiris, elastik egriye kesme kuvveti etkisinin de katildigi
Timoshenko kirisidir. Analizlerde kademesiz ve kademeli olmak iizere on c¢esit kirig
kullantlmigtir. Kritik burkulma yiikii ve burkulma faktorlerini tespit etmek i¢in Sonlu Eleman
ve Sonlu Eleman-Transfer Matris Metotlar1 kullanilmistir. Her iki yontemde de kiris dort
serbestlik derecesine sahip sonlu eleman ile modellenmistir. Bu sekilde, iki metodun
birbirlerine olan tstlinliiklerini gérmek miimkiin olmustur. Her iki metottan elde edilen
sonuglar birbirine ¢ok yakindir. Burkulma parametreleri, integral formdaki sistemin
potansiyel enerji ifadelerine varyasyonel prensibi uygulanmasiyla elde edilen 6zdeger
probleminin ¢6ziimiiyle saptanmistir. Niimerik hesaplamalarda MATLAB 5.1 bilgisayar
programlama dili kullanilmistir. Cesitli tipteki kirisler icin elde edilen sonuglar cizelge ve
grafikler halinde sunulmustur.

In this study, effects of variation of various cross-sections on the static stability of
cantilever beams subjected to axial loading have been investigated. The beam is the
Timoshenko type where the effect of shear force upon the elastic curve is included to the
elastic curve. Ten different types of continuous and stepped beams have been used in the
analyses. In order to determine the critical buckling loads and buckling factors, the Finite
Element and Finite Element-Transfer Matrix Methods have been employed. In both methods,
the beam has been modeled as four degrees of freedom finite elements. Therefore, it has been
possible to compare the advantages and disadvantages of both methods. Results obtained
from both methods are similar to each other. Buckling parameters are determined from the
solution of the eigenvalue problem obtained by the application of the variational principle to
the potential energy terms of the integral form system. MATLAB 5.1 computer software has
been used in numerical calculations. Results obtained for various kinds of beams have been
presented in tables and graphics.
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1. GIRIS

Kritik yiiklemeye maruz pekcok elemanin deformasyon karakteristiklerinde degisiklik
meydana gelir. Malzemede herhangi bir hasara ya da mekanik 6zelliklerinde bir degisime
neden olmayan bu fenomen burkulma olarak bilinir. Burkulma genel olarak deformasyon
modunun kararsiz hale gegip sistemin bagka bir kararli durum aramasindan kaynaklanir.

Elastik stabilite konusu deneysel ve teorik olarak 6nem kazanmadan Once sadece
akademisyenler tarafindan inceleniyordu. Ciinkii miihendisler elastik gerilme degerlerinde
burkulma sebebiyle hasara ugrayacak kadar narin basi elemanlarmi kullanmaktan
cekiniyorlardi. Ote yandan bu tip malzemelerin kullanimi havacilik ve tasimacilikta korozyon
tehlikesi sebebiyle yasakti. Ne var ki artik ilk uygulamalari ugaklarin ince plaka
konstriiksiyonlar1 olan bu elemanlar makina, insaat, ucak ve uzay miihendisligi alanlarinda
kullanilmaktadir.

Eksenel yiiklemeye maruz ideal narin kiris problemi ilk olarak (Leonhard Euler, 1744)
tarafindan ¢oziildii. Euler ¢6ziimiine gore, egilmeden sonra diizlem kesit alan1 yine diizlem ve
kiris eksenine dik kalir. Bu kabul Euler-Bernoulli kirig teorisi olarak bilinir. Bu kabule gore
tiim kayma sekil degistirmeleri sifirdir. Kiriglerin stabilite analizinde Euler yiikiine alternatif
olarak Timoshenko ve Gere tarafindan iki formiilasyon gelistirilmistir (Timoshenko ve Gere,
1961). Bu formiillerde kesme kuvvetinin etkisi de hesaba katilmistir. Bu yolla eksenel basi
ylukiine ve sinir sartlarina maruz kirisin elastik egri denklemleri icin sifirdan farkli ¢oziimler
(sifirdan farkli transvers yer degistirmeler) bulunmakta ve problem ozdeger-sinir deger
problemine indirgenmektedir (Simitses, 1986).

Burkulma yiikii ve burkulma sebebiyle olusan gerilmeler i¢in yazilan formiiller ¢esitli
eleman ve smir kosullar1 i¢in bulunmustur. Bu formiiller elastik egrinin diferansiyel denklemi
integre edilerek veya enerji metotlar1 kullanilarak matematiksel olarak elde edilebilir. Sinir
kosullarin1 saglayan tiim egriler i¢inde kritik yiikii minimum yapan egri problemin
¢Oziimiidiir. Karmagik sistemlerin yaklasik ¢oziimleri, kabul edilebilir hata sinirlar i¢inde
sekil degistirme enerjisi metoduyla bulunabilir.

2. PROBLEMIN UYGULAMA VE ANALIZi

Stabilite ve elastisite teorileri arasinda temel bir fark vardir. Elastisite teorisinde, denge
denklemleri yazilirken sekil degistirmeler gdzard1 edilir. Buna karsin stabilite teorisinde ise,
denge denklemleri deforme olmus eleman igin yazilir.

Kesme deformasyonlarinin dikkate alinmadigi kiris i¢in egilme analizindeki temel
varsayim deformasyon siiresince kiris kesitinin kirisin asal eksenine dik olmasidir. Sekil 1’ de
goriilecegi gibi kirig-egilme diferansiyel denklemi sadece transvers yerdegistirme ®’ ya baglidir.
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Sekil 1. Kesme kuvveti etkisiz kiris deformasyonlari
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Kesme deformasyonlarinin hesaba katildig1 kiris-egilme analizlerinde asal eksenin normali
yoniindeki diizlem kesit alant yine diizlem kalir, fakat kayma deformasyonlar1 yiiziinden,
Sekil 2° de gosterildigi gibi artik asal eksenin normali yoniinde degildir. Bu sebeple kesit
alaninin toplam dénme miktart ;

do
0= dx !

Burada y kayma sekil degistirmesidir. Ger¢cek kayma gerilmesi ve sekil degistirmesi
degerleri kesitin her noktasinda degisken olup kayma yiizeyi lizerinde sabittir.
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Sekil 2. Kesme kuvveti etkili eksenel ylike maruz kiris elemaninin serbest cisim diyagrami

Fariy hesin

Sekil 2’ de iki boyutlu dikdortgen kesite sahip kiris goriilmektedir. Transvers kesme
etkisini de igceren boyle bir sistem icin toplam potansiyel enerji ifadesi

U=Up+Us—W
seklindedir. Burada Uy, ve U sirastyla egilme momenti ve kesme kuvvetinin sekil degistirme
enerjisi, W ise P basi ylikiinilin yaptigi istir.

P eksenel yiikiine maruz Timoshenko kiriginin toplam potansiyel enerjisi integral formda
(Petyt, 1990, Thomas ve Abbas,1976),

L 2 2 2
u=| lEI(@j +1KGA(d—C°— j —lP(d—wj dx (D
o |2 dx 2 dx 2 Udx

burada ise o transvers ¢okme, 0 egimdir.
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2.1. TIMOSHENKO KIiRiSININ SONLU ELEMAN MODELI

Enerji ifadesinde yer alan hem ® hem de 6’ nin sadece x’ e gore tiirevi alinmaktaydi. o ve
0 degiskenleri farkli fiziksel biiytikliige sahiptir. @ ve 6 arsindaki baginti

d
dx

burada y transvers kayma sekil degistirmesidir. o ve 0 asagidaki gibi 3. ve 2.dereceden
polinomlarla tanimlanabilir (Yardimoglu & Sabuncu, 1995).

n=3 m=2
(0=Zaixn , 0= Zijm 3)
i=0 =0

Sekil 3, kiris elemaninin moment dengesini gostermektedir.

>~
[N A

Sekil 3

dM-Vdx=0 = dM/dx-V=0 4)
Egilme momenti ve elastik egrinin egimi arasindaki baginti

do
M =El— (5)
dx

kayma sekil degistirmesi ve kesme kuvveti arasindaki bagint1 ise
V=kGAYy (0)

Denklem 2, 3, 5, 6’ y1 Denklem 4’ te yerine yazarsak, kayma sekil degistirmesi v, X’ den
bagimsiz olarak bulunur (Narayanaswami ve Adelman, 1974).

T=Co
Ayni denklemleri kullanarak, a; and c; katsayilar1 ise asagidaki gibi tespit edilir.

co=beas , c1=2a, , c,=3a;3

burada e= ) olarak tanimlanmistir. 0, a; katsayilarina bagl olarak

0= al+2a2x+(3x2+6e)a3
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yazilabilir. ® ve 0 arasindaki baginti kapali formda 0 =D seklinde olup transformasyon
matrisi[D]

(@)
(¢]

[p]-

S O O
S O =
S b O
w O

olarak elde edilir.

a8, il | o
ol IR
ll\h o d J

6] ()
Sekil 4

Burada ®; sonlu elemanin sol ucundaki ¢okme, 0; sonlu elemanin sol ucundaki déonme, ®,

sonlu elemanin sag ucundaki ¢okme, 0, sonlu elemanin sag ucundaki dénmedir. Sonlu
elemanin deplasman vektorii asagidaki gibidir.

{Q}Z:{ml 0, o, 62}

Kapali formda deplasman vektorii q.=Ca ise

1 0 0 0
01 0 6e

[Cl=], 4 & &
0 1 2d (6e+3d?)

seklindedir. Transformasyon matrisi [C], {a} vektoriinden {q.} vektoriine gecisi saglar.
Transvers ¢cokme ve donme ifadeleri artik asagidaki gibi yazilabilir.

o={xJlcI"{a}, . 0={x;}{BIC]"{d}

(S

Toplam potansiyel enerji,

U=l KL ta) -5 el

burada [K.] and [K,] sirasiyla elastik ve geometrik direngenlik matrisleridir.

Denklem 1 ile verilen Timoshenko kirisin toplam potansiyel enerjisi ve tespit edilen
esitlikler kullanilarak elastik direngenlik matrisi
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X
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KGAe[c]T[X?”{x;}T{xj-}de[B][cllKGAe[c]T[BlT[X?”{Xj}T{xi}de[c11 ve

+KGAe[C]T[B]T[XT1 {xj}T{xj}dx][la][c]1

geometrik direngenlik matrisi

], el o

Xe
seklinde ifade edilebilir.
Burada A. ve I. degisken kesite sahip kirisin herbir elemaninin ortalama genislik ve
yiikseklik olciileri kullanilarak hesaplanan alan ve alan atalet moment ifadeleridir.

y@@

S

Sekil 5. Kirisin ortalama boyutlar
3. SONUCLAR

Bu c¢alismada, Sonlu Elemanlar ve Sonlu Elemanlar-Transfer Matris Metodlari
kullanilarak kritik burkulma yiikii ve kritik burkulma yiikii ile hesaplanan burkulma
katsayilar1 tespit edildi. Degisken kesitli ankastre kiriglerin statik stabilite analizi igin
bilgisayar programi hazirlandi.

Elde edilen niimerik ¢oziimlerin dogrulugunu kontrol i¢in bir ucu serbest eksenel yiike
maruz liniform kiris gozoniine alinmistir. Ciinkii literatiirde sadece tiniform kesit durumu i¢in
kritik burkulma yiikiiniin ger¢ek degerinin bulunmasi miimkiindiir (Timoshenko ve Gere,
1961). Sozedilen burkulma katsayisi

P_1
El

o

B=

ile hesaplanir. Burada I, mesnetteki kesit alaninin atalet momentidir.

Cizelge 1 ve Cizelge 2’de eleman sayisinin statik stabiliteye etkileri gosterilmistir.
Analizlerde yeterli hassasiyet saglandigindan stirekli kirislerde eleman sayis1 bes, kademeli
kirislerde ise on olarak alinmistir.
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Cizelge 1.Eleman sayisinin stabiliteye etkisi (Sonlu Elemanlar Metodu ve Sonlu Elemanlar-
Transfer Matris Metodu), (1=200 mm, b,=h,=b;=h;=55 mm, v=0.3, E=206'10° N/mm?, «=5/6,
P erexacy=9260467.2168 N)

Eleman P.. (N) (SE) Hata P, (N) (SE- Hata
Sayist (%) TMM) (%)
1 9382289.0 1.315 9376429.3 1.252
2 9266257.9 0.063 9260602.9 0.001
5 9244933.8 0.167 9239317.2 0.228
8 9242805.6 0.191 9237192.9 0.251
10 9242325.0 0.196 9236713.2 0.256

Sekil 6, Sonlu Eleman ve Sonlu Eleman-Transfer Matris metotlar1 ile elde edilen
sonuglarin birbiriyle ve gercek degerlerle uyumlu oldugunu gostermektedir. Tim kesit
degisimleri i¢in ayni uyumluluk goriildiiglinden tekrardan kaginilarak elde edilen sonuglar
sadece tlniform kesit durumu i¢in verilmistir. Sonlu Eleman metodunun Sonlu Eleman-
Transfer Matris metodundan daha pratik oldugu goriilmiistiir.

Sekil 7, ¢esitli kesit degisimlerine sahip kirislerin kritik burkulma ytklerinin kirig
uzunluguna gore nasil degistigini gdstermektedir. Buradan goriilecegi iizere, kiris uzunlugu
artarken kritik burkulma ytkii P, azalmakta, buna karsin burkulma katsayis1 B artmaktadir.
Burkulma katsayisinin kiris uzunlugunun karesiyle dogru orantili oldugu bilindiginden bu
sonug¢ mantiklidir.

Sekil 8’ den Sekil 13° e kadar olan sekillerden, kesitin degisim agisinin azalmasiyla
burkulma katsayisinin arttigr goriilmektedir. Buradaki h,, b, ve h;, b; sirasiyla kiris kesitinin
mesnetteki yiikseklik ve genislik dlgiileri ile serbest uctaki yiikseklik ve genislik dl¢iileridir.

Sekil 13, kesit degisim acisinin statik stabiliteye olan etkisi goriilmektedir. Bu sekilde
goriildiigi gibi kirigin egimi arttikga kritik burkulma yiikii degeri diismekte, diger bir deyisle
kiris narinlesmektedir.

Sekil 14’ ten Sekil 16° ya kadar olan sekilden goriildiigii gibi burkulma katsayisi, kiris
boyutlarindan bagimsiz olarak her bir durum i¢in sabit ve birbirinden farkli degerlere
yaklagmaktadir. h, ve b,, kademeli kirigler i¢in kademedeki kesitin yiikseklik ve genislik
Olgiileridir.

1,012

1,01
1,008
1,006 —>— Sonlu Eleman Metodu

1,004 —B— Transfer Matris Metodu
1,002

1 1= e
0,998 - ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ?

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(Pcr) calc/ (Pcr) exact

Eleman Sayisi

Sekil 6. Sonlu eleman ve sonlu eleman-transfer matris metotlarinin
karsilastirilmasi (Uniform Kiris)

Sekil 17, kademeli kiriglerde statik stabiliteye kademe uzunlugunun etkisini tespit etmek i¢in
cizilmistir. Bu sekilden, 1;/1; oraninin artmasiyla burkulma katsayisinin arttigi goriilmektedir.
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Kritik burkulma yiikii, P(N)

Kirig uzunlugu, L (mm)

Sekil 7. Kiris uzunlugunun statik stabiliteye etkisi (h,=b,=30 mm,
h;/h,=b,/b,=0.5)(iki boyutta kesit degisimi), h;/h,=0.5, bi/b,=1
(tek boyutta kesit degisimi) E=20610° N/mm’, v=0.3)

,B
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w
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o
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0,00 | |
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Sekil 8. Lineer kirisin statik stabilitesine b;/b, ve h;/h, oranlarinin etkisi

2,50
2,00
1,50
1,00
0,50 1 : !
02 0,4 0,6 08
b,/b,, h/h,

P, IZIE1)

B (B=

Burkulma katsayisi,

Sekil 9. Digbiikey kirisin statik stabilitesine b;/b, ve h;/h, oranlarinin
etkisi (iki boyutta kesit degisimi, I=100 mm, h,=b,=15 mm)

(B=P_I%/EI)

Burkulma katsayisi, B

0,2 0,4 0,6 0,8
b,/b,, h,/h

o’ [

Sekil 10. Ig:biikey kirigin statik stabilitesine b;/b, ve h;/h, oranlarmin
etkisi (iki boyutta kesit degisimi, 1=100 mm, h,=b,=15 mm)
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Sekil 11. Statik stabiliteye h;/h, oraninin etkisi(tek boyutta kesit
degisimi, disbiikey-iiniform, (I=100 mm, h,=b,=15 mm)

Sekil 12. Statik stabiliteye hi/h, oraninin etkisi(tek boyutta kesit
degisimi, i¢biikey-liniform, (I=100 mm, h,=b,=15 mm)

P_ I2/El)

(B=

Burkulma katsayisi, B
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Sekil 13. Kesit degisim agisinin  statik  stabiliteye
etkisi(Dogrusal kirig, b,=h,=10 mm, 1=50 mm)

@ 0,6
2 = 05 —e—konveks
3w
5 < —m— konkav
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= " "
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Sekil 14. Cesitli kesit degisimlerinin statik stabiliteye
etkileri(kademesiz kirig, 1=200 mm, b,=h,=25 mm)



Sayfa No: 84

B. GOREN, S. ERIM

Burkulma Katsayisi, B
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Sekil 15. Cesitli kesit degisimlerinin statik stabiliteye etkileri(kademeli
kiris, 1,=1,=100 mm, b,=h,=20 mm, b,=h,=10 mm)

N
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Sekil 16.Cesitli kesit degisimlerinin statik

(kademesiz kiris)
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Sekil 17. 1)/1, oraninin statik stabiliteye etkisi

stabiliteye etkileri
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Semboller

A :Kesit alan1 M :Moment

Ae :Sonlu eleman alani P :Kritik burkulma yiikii

A :Kesme kuvveti etki alanm q :Deplasman vektorii

B :Burkulma katsayis1 U :Toplam sekil degistirme

enerjisi

b :Kirig genisligi X :Bagimsiz degisken

d :Sonlu eleman uzunlugu \" :Kesme kuvveti

E :Elastisite modiilii W :D1s kuvvetlerin yaptig1 is

G :Kayma modiili 0 :Dénme

h :Kirig ytiksekligi Y :Kayma sekil degistirmesi

I :Atalet momenti K :Bulk modiilii

K. :Elastik direngenlik matrisi v :Poison orani

K, :Geometrik direngenlik matrisi T :Kayma gerilmesi

1 :Kiris uzunlugu 0 :Diisey yer degistirme
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