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YARI RiJiT BAGLI DUZLEMSEL CERCEVELERIN
NONLINEER ANALIZIi

(NONLINEAR ANALYSIS OF PLANAR FRAMES
WITH SEMI-RIGID CONNECTION)

Hakan ERDEM*
OZET/ABSTRACT

Bu calismada, diizlemsel g¢ercevelerin davranisi iizerinde, baglantilarin davranisinin ve
geometrik nonlineerliklerin etkisi arastirilmaktadir. Bu amagla FORTRAN77 dilinde bir
bilgisayar programi hazirlanmistir. Eger sisteme yiiklenen yiik tanjant rijitlik matrisinin
determinantini negatif yapiyorsa, program tarafindan kritik ylik faktorii hesaplanmaktadir.
Baglantilarin nonlineer M-6, bagintisi i¢in Richard Modeli kullanilmakta ve malzeme
davraniginin lineer elastik oldugu kabul edilmektedir. ikinci mertebe analize ait tanjant rijitlik
matrisi, ¢ubuk elemanin moment-egrilik iliskisini idare eden lineer diferansiyel denklemin,
eksenel kuvvet ve yari rijit baglant1 etkileri de goz Oniine alinarak smir sartlart igin
¢oziimiinden elde edilmektedir. Bu yontemde, yiikler adim adim uygulanmaktadir. Her yiik
adiminda dengelenmemis kuvvetler kontrol edilmekte ve bu deger tanimlanan toleranstan
kiigiik olana kadar iterasyon islemine devam edilmektedir. Bu islemler neticesinde nonlineer
analizin lineerlestirilmesinden dogan hatalar istenilen diizeye indirilmektedir.

In this study, the effects of connections and geometric nonlinearities on the behaviour of
planar frames are examined. For this purpose a computer program has been prepared in
FORTRAN77 language. If the load on the system renders the determinant of the tangent
stiffness matrix negative, the program determines the critical load factor. The Richard Model
is used for the nonlinear M-¢; relation of the connections and the behaviour of the material is
assumed to be linearly elastic. The tangent stiffness matrix of the second order analysis is
obtained from the solution of the linear differential equation governing the moment-curvature
relation of a one-dimensional member in which the effects of axial force and semi-rigid
connections are accounted for. In this method, the loads are applied step by step. The
unbalanced forces are checked at every step of loading and the iteration is repeated until they
are below a predefined tolerance. By means of these operations the errors due to the
linearization of the nonlinear analysis is minimized.
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1. GIRIS

Bu c¢alismada, diizlemsel gercevelerin davranisi iizerinde, baglantilarin davranisinin ve
geometrik nonlineerliklerin etkisi arastirilmaktadir. Hazirlanan bilgisayar programi ile
nonlineer analiz yapilmaktadir. Ancak sistem rijitlik matrisinin determinanti negatif olursa
sisteme ait kritik yiik faktorii de hesaplanmaktadir. Ikinci mertebe etkiler gdzéniine alinirken
eksenel kuvvetin egilme ve kesme rijitliklerine etkisi ve egilme nedeniyle olusan kisalmanin
uc kuvvetleri, eksenel kuvvet ve baglant1 davranis1 da goz Oniine alinarak hesaplanmaktadir.
Yiikler sisteme adim adim uygulanmaktadir. Her adimda ¢ubuk uclarinda olusan
dengelenmemis kuvvetler kontrol edilmekte ve dengelenmemis kuvvetin olmast durumunda
sisteme uygulanmaktadir. Dengelenmemis kuvvetler belirli bir tolerans degerinden kiigiik
oluncaya kadar iterasyon islemine devam edilmektedir.

Sisteme etkiyen yiiklerin sirasi, birlikte etkiyip etkimemeleri, eksenel kuvvetlerin egilmeye
katkisinin alinip alinmamasi ve diger durumlar literatiirde mevcut olan Ornekler iizerinde
incelenmistir.

2. YONTEM
2.1 Diizlemsel Elemanlar i¢in Kuvvet Deplasman iliskileri
Diizlemsel ¢ubuk elemanlarin her bir ucunda yerel eksenler yoniinde iki kuvvet ve bu

eksenlere dik olan eksen etrafinda bir moment etki etmektedir (Sekil 1). Her bir ugta eksenler
yoniinde deplasmanlar ve bu eksenlere dik olan eksen etrafinda ise donme mevcuttur.

Y

o,

Sekil 1. Diizlemsel ¢ubuk eleman icin isaret kabulii

Diizlemsel cubuk elemanin ug¢ kuvvetleri {p}, u¢ deplasmanlar1 {d} ve ankastrelik ug
kuvvetlerinin {f} her biri 6x1 boyutlu birer vektor olarak verilebilirler.

P =[P, P2 P: Ps Ps Pel
{d}T :[dl dz d3 d4 ds de] (1)
{f }T =[f1 fz f3 f4 f5 fs]
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2.2 Rijitlik Matrisi

(1) vektorleri arasinda

Py =Ky +Kypdy +Kygds +kyud, +Kysds +kygdg +F;

P, =Kp dy + Ky o0, +Ky5ds +Kp 40, +Kp5ds + K, 6dg + 5

P3 =Kg 0y +Kg,0; + Ky 303 +Kg,4d, +Kgsds +Kgedg + 15

Py =Ky +Ky o0, +Ky 505 +Ky 4dy +Ky5ds5 +Kydg +, (2)
Ps =Ks10; +Ks,d; +Kg5d3 +Kg 40, +Kg5ds +Kggdg + 5

P = Ke1d; +Kg 205 +Kg 303 +Kg 40, +Kg 505 +Kg gdg + g

seklinde bir bagint1 vardir.
Matris gosterimi kullanilacak olursa (2) bagintilar1 asagidaki sekilde gosterilebilir:

P1 kip ko Kig Kigo Kis Kpg |[dy f;
P, Koi Koo Koz Koy Kos Ky l|d, f,
P3| |Kax Kso Kaz Kgy kgs Kgg|]ds f3
= + 3)
P4 Kaa Kap Kag Kya Kys Kyg|ldy f,
Ps ksy Kso Ksz Ksgq Kss Ksg||ds fs
Ps _k6,1 Ke2 Koz Kes Kegs k6,6_ dg fe

Kapali olarak bu ifade asagidaki sekilde yazilabilir.
p}=Iklid}+ i} @

Burada [K] 6x6 boyutlu eleman rijitlik matrisidir. (3) ifadesinde, ¢ubuk yerel eksen
takiminda tanimlanan [k] matrisinin, sisteme ait diigiim deplasmanlarinin bulunmasi i¢in
sistem eksen takiminda tanimlanmasi lazimdir. Bu sekilde cubuklara ait bulunan [k’]
matrisleri kodlama teknigi ile toplanarak [K] elde edilir. Sistem eksen takiminda olusturulan
{P} ve [K] kullanilarak

{P}=[x}iD} (5)
ifadesinden, sistem deplasmanlar1 {D} elde edilir.
Burada {P} sistem yiik vektoriinii, [K] sistem rijitlik matrisini, {D} ise sistem deplasman

vektoriinii gostermektedir.
Sistem eksen takiminda bir kuvveti bulabilmek i¢in

o=k Td}+ ) ®)

ifadesi kullanilir.
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Burada kullanilan iissii isareti sistem eksen takiminda olduklarin1 géstermektedir ve

6xl = [T]-gxf) {p}ﬁxl (7
{

ile elde edilmektedirler.
Burada [T] transformasyon matrisini gostermektedir.

i [t] [O] i Coii]oc Si(;]soc 0
[T]_{[O] [tﬂ - -sna o 0 ®)

2.3 Yari Rijit Bagh Diizlemsel Cercevelerin Rijitlik Matrisi

Eksenel kuvvetin sifir olmast durumunda eger nonlineer davranan donel yaylarda varsa
(3) deki [k] rijitlik matrisi (Erdem, Aksogan, Hiiseyin 1996)

o EIU GBIV, o REIU, GBIV,
> D L2 D 1> D L2 D
o GBIV, 4EIU, 0 GEIU, 2EIUs
[k]= 12 D L D 12 D L D )
EA EA
T o 4= 0 0
o _EIU, 6EIU, LBV, GEIU,
> D L2 D > D > D
BEIU, 2BIUs 6EIU, 4EIU,
i 12 D L D 12 D L D |

seklinde tanimlanabilir.
Yukaridaki matrislerde kullanilan kisaltmalar asagida verilmektedir.

U, =k, +k, +4k;k,

U, =2k, (1+2k,)

U; =k, (3+4k,)

U, =2k, (1+2k;)

Us =4k;k, (10)
Us =k, (3+4k;)

D =3+4k, + 4k, +4k,k,
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K, = -
L7 4E) AE|

Bu ifadelerdeki k, ve ky boyutlu yay katsayilari olup bir radyan déonmeye karsi gelen
momentleri gosterirler. k; ve Kk, X-y diizleminde ¢ubugun i ve j uglarindaki donel yaylara ait
boyutsuz yay katsayilaridir.

2.4 Yan Rijit Bagh Diizlemsel Cercevelerin Nonlineer Rijitlik Matrisi
2.4.1 Geometrik Nonlineerlik

Yapr sistemleri, sisteme uygulanan yiikler altinda, baslangicta lineer gibi davransalar da,
artan ylkler altinda egilme momentlerinin ve eksenel kuvvetlerin birbirlerinin rijitliklerini
etkilemelerinden dolayr nonlineer davranis gosterirler. Eksenel kuvvetin ¢ekme olmasi
durumunda deformasyon ve egilme momenti azalmakta, basing olmasi durumunda ise
artmaktadir.

Yapi yiikleme yapildik¢a deplasman yapmaktadir. Yapinin bu yer degistirmis diiglimlerine
uygulanan yiikler de ilave momentler dogurmaktadir. Olusan bu momentler de yapinin ¢ubuk
kuvvetlerini ve kritik yiikiinii etkilemektedir. Biitiin bu nedenlerden dolayr geometrik etkiler
hesaplarda g6z 6niine alinmalidir.

Cubuk elemanlarin nonlineer davranist geometrik rijitlik matrisini kullanan sonlu
elemanlar yontemleri ile veya kesin ¢dzlime ait rijitlik matrisleri kullanilarak incelenebilir.

Bu calismada kesin ¢dzilime ait rijitlik matrisleri kullanilacaktir. Bu yontemde eksenel
kuvvetin etki ettigi elemani idare eden denge denklemi ¢oziiliip eleman rijitlik matrisi elde
edilmektedir. Eksenel kuvvetin sifir, ¢ekme ve basing olmasi icin farkli ¢Oziimleri
bulunmaktadir. Bu yontem cubuk elemani tek parga olarak ele alan hesaplarda ¢cok daha dogru
sonuclar vermektedir.

2.4.2 Bilyiik Geometri Degisimi

Geometrik nonlineerlikler yiikleme sirasinda yapiin elemanlarinda yer degistirme ve
egilmeler olmasityla meydana gelir. Ikinci mertebe momentler uygulanan yiikler uygun
deplasmanlarla ¢arpildiginda elde edilirler.

Geometri degisiminin daha da biiylik olmasi halinde bunun denge sartlarindan bagka
geometrik uygunluk sartlart iizerindeki etkisinin de hesaba katilmasi gerekir. Bu durumda
daha evvelce aciklandig1 gibi yiiklere kiiciik artimlar verilerek ¢oziime gidilebilir. Her yiik
adiminda, sistem ekseni olarak bir Onceki adimda bulunan deforme olmus eksen takimi
kullanilarak geometri degisiminin ¢oziime etkisi hesaba katilmis olur.

Yiiklere kiigiik artimlar verildiginden deplasmanlar da kiiciik olacak ve her adimda goz
onilinde tutulan sistem ekseni ic¢in lineer geometrik uygunluk sartlart kullanilabilecektir.
Ayrica  her adim icerisinde dengelenmemis  kuvvetler kontrol edilmektedir.
Dengelenmemis kuvvetleri diizeltme igin yapilan bu iglemler neticesinde ayn1 zamanda
deplasmanlar da diizeltilmis olmaktadir.

Kuvvetler ve deplasmanlar arasindaki temel iligki birinci mertebe rijitlik matrisinde
oldugu gibi {p}=[k]{d}+{f} kapal formunda gésterilebilir. Ancak [k] ve {f} ifadelerinde
eksenel kuvvetin ve egilme momentlerinin neden oldugu degisiklikler yapilmalidir.
Degisikliklerle bu iligki ikinci mertebe analizinde de kullanilabilir.
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&Sl 0 0 —&Sl 0 0
L L
0 12El 6EI 0 12El 6El
TR IR
6EI 4EI 6EI 2El
0 —-S5 —S, 0 —-—-S3 —Sg
~ L2 L L L
Kl=| EA EA a
—-—s 0 0 —3, 0 0
L L
0 12El 6EI 0 12El 6EI
BTERGTA NERGTR
0 6EI 4E 0 6EI 4EI
: [ et
Burada
. _ 1
L=
EA
1+* H
4N3L2[ ]
U U U U U U
2T ST ST STp %D YT 4

olarak tanimlanmaktadir.
Yukaridaki matrislerde kullanilan kisaltmalar asagida verilmektedir.

H= u(Ma2 + sz)(Cotu+ uCosec? u)— 2(M, +M, §’ +2uM_M, (Cosecu)(1+uCotu)
_ U®[(k,k, —*EIN)Sinu +aEl(k, +k; )Cosu]

L 12
u?[aElk,Sinu +*k k, (1-Cosu)]
2 =
6
U. — u[(*k,ky, +k,NL)Sinu —*uk ,k,Cosu]
=
4
u?[*k,k, (1—Cosu)+ oElk,Sinu
L= [ a b( - ) b ] (13)
u*[k,kyu—k,k,Sinu]
Ug = >
U. u[(*k,k, + Nk, L) Sinu —*uk .k, Cosu]
.=
4

D =[aEl(*(k, +k;, )+ NL)—*uk,k, ] Sinu
—*NL(k, +k, )+*2k k, |Cosu + 2k ki,

a? ﬂ , U=alL

" E

......

......
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Yukaridaki ifadelerde eksenel kuvvet basing (N>0) ise *=1 dir. Eger eksenel kuvvet cekme
(N<0) ise *= -1 olur ve Sin u, Cos u, Cot u, Cosec u ifadelerinin yerlerini sirasiyla Sinh u,
Cosh u, Coth u, Cosech u ifadeleri alirlar.

2.5 Diigiim Noktalarinda Uygunluk ve Denge Kosullari

Hesaplamalarda, her deformasyon durumunda uygunluk ve denge kosulunun saglanmasi
gerekir. Eleman rijitlik matrislerinden sistem rijitlik matrisinin elde edilmesinde, bir diigiim
noktasinda birlesen c¢ubuk uglarinin ayni deplasmani yapacaklari kabulii kullanilmastir.
Boylece diigiim noktalarinda saglanmasi gereken uygunluk kosullar1 yerine gelmis olmaktadir.

Diigiim noktalarinin dengesi i¢in ise diiglim noktalarina etkiyen dis kuvvetlerle gubuk
uclarinda meydana gelen ug¢ kuvvetleri i¢in denge denklemleri yazilir. Nonlineer analizde
yikkler adim adim orantili olarak yliklenmekte ve bu ylikleme sirasinda dengelenmemis
kuvvetler olusmaktadir. Diigiimlerde dengeyi saglayabilmek igin her bir yiik adiminda
dengelenmemis kuvvetleri kiigiiltmek amaciyla iterasyonlar yapilmaktadir. Her iterasyonda
diigiimlerin deplasmanlar1 kullanilarak diigim koordinatlar1 yenilenmekte ve bu son duruma
gore cergeve yeniden coziilmektedir. Denge belirli bir dogrulukla saglandiginda yeni yiik
adimina gecilmektedir.

2.6 Nonlineer Denklemlerin Hesaplanmasi

Bu caligmada, toplam yiikleri ylik adim sayisina bdlerek orantili olarak uygulayan ve
boylece nonlineer analizi lineerlestiren, ayrica her yiik adiminda da digiim denge
denklemlerini saglamak ig¢in Newton-Raphson yontemi adim adim yiikleme ile iterasyon
biciminde uygulanmaktadir.

RYj = {apf™ —{F}; (14)

Burada i indisi yiik adim sayisini, j indisi ise bir yiik adimindaki iterasyon devresini

gostermek i¢in kullanilmaktadir. {AP}P'l sisteme uygulanan o andaki yiik vektoriinii, {F}'J 0

adimdaki toplam i¢ diren¢ vektoriinii, {R}'J ise dengelenmemis yiik vektoriinii gostermektedir.

Bu yontem {R}'J ., degerlerinin o adimdaki (iterasyondaki) toplam yiik degerleriyle

karsilastirilmasina dayanmakta olup asagidaki sekilde verilir.

Rl R}

{P }i+1T {P}:“ll <TOL (15)

Burada TOL belirlenen toleranst géstermektedir.
2.7 Yan Rijit Baglantilarin Modellenmesi
Kiristen kolona oldugu gibi bir elemandan digerine transfer edilen kuvvetlerin ve

momentlerin arasinda baglantilar vardir. Bircok baglantida eksenel ve ona dik bagil yer
degistirmeler, agisal bagil yer degistirmelere gore daha kiiciiktiir.
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Sekil 2 Kolonun Kirise gore bagil donmesi

Acisal bagil yer degistirmeler baglantidaki momentin bir fonksiyonu olarak tarif
edilmektedir. Bir baglantiya M momenti uygulandiginda kiris ve kolon arasinda O, bagil
donmesi meydana gelir. Bu donme kiris ve kolon eksenleri arasindaki acinin degismesini
gostermektedir (Sekil 2).

A
i

Mo s //
My |

0,
Sekil 3. M-0, egrisi iizerinde parametrelerin gosternmesi

Yar1 rijit baglantilar i¢in M-6; bagintis1 hemen hemen tiim yiikleme boyunca
nonlineerdir. Baglanti davranisi lineer, ¢ok pargali lineer, polinom, kiibik b-spline, kuvvet ve
tissel modellerle gosterilmektedir. Baglanti davranisini modellemeye en uygun olan “Dort

dM (Ko _Kp)
K:de _ = +K, (16)

r 1+(K0—Kp)6rn n
I\/IO

ile gosterilmektedir.
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Buradaki K, baglantinin ilk rijitligini, K, baglantinin plastik rijitligini, Mo referans
momentini ve n ise edri sekil parametresini gostermektedir. 0, ise baglantiya ait bagil donme
acisidir. n asagidaki ifade ile elde edilir.

n= ~In2 (17)

3. SAYISAL UYGULAMALAR

3.1 Basik Cerceve (William’s Toggle)

0.386 inI

25.872in

EA =1.855x10°Ib

El =9.27x10°%Ib.in?

Sekil 4. Basik cercevenin geometrisi ve eleman ozellikleri

Sekil 4’de geometrisi ve eleman ozellikleri gosterilen cergeve ii¢ farkli rijitlik icin Al-
Bermani ve Kitipornchai (1992) tarafindan c¢oziilmistiir. Literatiirde yOntemlerin
karsilastirilmasinda sikga kullanilan bu ¢ergeveye ait ylik deplasman iligkisi birinci durum i¢in
yay rijitlikleri sonsuz, ikinci durum igin 1.8x10% Ib-in/rad ve iigiincii durum igin ise sifir
alinarak bulunmustur.

Bu ¢aligmada her bir durum Al-Bermani ve Kitipornchai (1992) ile hesaplanarak Sekil 5°te
verilmistir. Sonuglar arasindaki farkin az oldugu Sekil 5’te goriilmektedir.
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Kuvvet, P (Ib)
i
=

& Bucaigmas. dunm

=8By calisma 2 durum

——Bugalgma 1. durum

==L iteratir 1. durum

—e—| jteratir 2. durum
© |Literatird.durum

1 . . . .1

0.00 -0.05 -0.10 -0.15 -0.20 -0.25

Deplasman,v (in)

Sekil 5. Basik Cerceve i¢cin Al-Bermani ve Kitipornchai ile karsilastirma

3.2 iki Kath Tek Acikhkh (Direk ve Ara Yiiklii) Cerceve

Sekil 6’da geometrisi, eleman tipleri ve yiilkleme durumu gosterilen iki kath tek agiklikli
gergeve, diigim yiikleri ve ara yiikkleme altinda analiz edilmistir. Cizelge 1’de King ve Chen
(1993)’in sonlu eleman ¢ozlimii, King ve Chen (1993)’in yaklasik ¢6ziimii ve bu ¢alismada
s; =1 ve s; #1 durumlan i¢in bulunan sonuglar, diisey ve yatay yiiklemenin birlikte olup
olmamasia gore Kkarsilastinlmistir. Cizelge 1’den de goriilecegi lizere yari rijit baglanti
olmasi, egilmenin goz Oniine alinmasi ve yiikiin ard arda (sirasiyla 6nce diisey sonra yatay
yiik) iki yiik adiminda uygulanmasiyla sistemin yatay deplasmanlarinin arttigi goriilmektedir.

Baglantiya ait ozellikler ve birimler K, =206667in —kip/rad, M, =761in —kip ve
C =0.525 olarak alinmistir.
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0.07 kips/in
tskps [JTTTTTTTIT 1T
® W16*31 ®
W10*33 144 in
0.10 kips/in
3.0 kips
® W21*44 ®
144 in
W10*33
0] I
7 288 in %

Sekil 6. iki kath tek aciklikh direk ve ara yiiklii cerceve

Cizelge 1. Iki kath tek acikhkh direk ve ara yiiklii ¢erceve icin yatay deplasmanlarin
karsilastirmasi (in)

Rijit Baglantili o
Cerceve Yar1 Rijit Baglantili Cerceve
Bu Bu Bu Bu
Digim | . . King |Calisma | Calisma | Calisma | Calisma
No King Bu King Ve s; =1 s; =1 s; #1 s; #1
ve ve
chon | Calisma | Chen T 1
en &N 1 vk astk Tek yiik | Ikiyiik | Tek yik | Iki yiik
adimi1 adimi1 adimi1 adimi1
3 0.14 | 0.142 0.25 0.24 0.224 0.235 0.224 0.236
6 0.23 | 0.226 0.50 0.47 0.440 0.477 0.440 0.481
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4. SONUC

dogru sonuglar dogurmaktadir. Ayrica hem diisey hem de yatay yiiklerin etkisi altindaki
sistemler, diisey ve yatay yiiklerin bir arada etki ettirildiginde, eger diigiim koordinatlar1 da
giincellestiriliyorsa, diisey diiglim yiikleri diigiimlerin yatay yer degistirmesi nedeniyle ilave
momentler de doguracaktir. Farkli olarak diisey ve yatay yiikler ard arda yliklenecek olursa,
egilmis yatay cubuklara yatay yiiklerin etki etmesi daha biiyiikk ikinci mertebe moment
olusmasina sebep olacaktir.

Biitiin bu sebeplerden dolayi, dogru c¢oziimii etkileyebilecek biitiin etkiler géz Oniine
alinmalidir. Baglantilarin gergek davranislarinin tespit edilip gz 6niine alinmasi, nonlineerligi
etkileyen faktorlerin ve yiiklemenin birlikte uygulanip uygulanmayacagina karar verilmesi vb.
etkiler ¢ikan sonuclar etkileyecektir.
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