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Öz: Bu çalışmada, n-boyutlu çarpımsal uzayda çarpımsal eğri kavramı tanımlanmış, bu eğriler için çarpımsal Serret–Frenet 

çatısı oluşturulmuş ve çarpımsal eğrilikler tanımlanarak bunlara ilişkin temel teoremler verilmiştir. Ayrıca, n-boyutlu çarpımsal 

uzayda involüt–evolüt eğrileri ile Bertrand eğri çiftleri tanımlanmıştır. Bunun yanı sıra, geliştirilen genel kuramın özel bir 

durumu olarak üç boyutlu çarpımsal uzay incelenmiş; ilgili tanımlar yapılmış, temel sonuçlar elde edilmiş ve involüt–evolüt 

eğrileri ile Bertrand eğri çiftlerine ilişkin karakterizasyonlar ve teoremler sunulmuştur. 

 

Anahtar kelimeler: Çarpımsal eğri, çarpımsal involüt ve çarpımsal evolüt eğriler, çarpımsal bertrand eğriler, çarpımsal eğrilik. 

 

Space Curves and Special Curve Pairs in Multiplicative Calculus 
 

Abstract: In this paper, the concept of multiplicative curves is developed in n-dimensional multiplicative space. A 

multiplicative Serret–Frenet frame is constructed for these curves, multiplicative curvature functions are introduced, and their 

fundamental properties are established through several theorems. Furthermore, the notions of multiplicative involute–evolute 

curves and multiplicative Bertrand curve pairs are formulated within the n-dimensional framework. As a particular case of the 

proposed theory, the three-dimensional multiplicative space is investigated, where the corresponding definitions, principal 

results, characterization theorems, and fundamental properties of multiplicative involute–evolute curves and Bertrand curve 

pairs are presented. 

 

Keywords: Multiplicative curve, multiplicative involute and multiplicative evolute curves, multiplicative bertrand curves, 

multiplicative curvature. 

 

 

1. Giriş 

 

Çarpımsal analiz, ilk olarak Michael Grossman ve Robert Katz tarafından ortaya konmuş olup literatürde 

Newton dışı analiz olarak da bilinir. Klasik analizden farklı olarak bu yaklaşımın temeli çarpımsal türev ve 

çarpımsal integral kavramlarına dayanır [1]. Bu alanın farklı türleri ve uygulamaları, Grossman ve Katz’ın yanı 

sıra Stanley, Campbell ve Jane Grossman gibi araştırmacıların çalışmalarıyla geliştirilmiştir [2–7]. 

Çarpımsal analiz tek bir kuramsal yapıdan oluşmamaktadır. Literatürde geometrik analiz (Geometric 

Calculus), bigeometrik analiz (Bigeometric Calculus) ve bunların çeşitli genellemeleri geliştirilmiştir. Bu 

çalışmada ise geometrik reel sayılar sistemi üzerine kurulu olan geometrik çarpımsal analiz (Geometric Calculus) 

yaklaşımı esas alınmıştır. Dolayısıyla bu makalede kullanılan tüm çarpımsal işlemler, türevler ve geometrik yapılar 

bu çerçevede ele alınmaktadır. 

Daha sonra Bashirov ve diğerleri, Bashirov ve Rıza, Tekin ve Başar, Türkmen ve Başar bu teoriyi daha 

sistemli ve analitik bir çerçeveye oturtmuştur [8–12]. Ayrıca çarpımsal analizin karmaşık değerli fonksiyonlara 

genişletilmesi de bu çalışmalarla ele alınmıştır. 

Bu bağlamda Çakmak ve Başar, Uzer çarpımsal yapılar altında dizi uzayları üzerindeki matris dönüşümlerini 

incelemiştir [13-15]. Ayrıca K. Boruah ve B. Hazarika geometrik reel sayılar sistemini tanımlamış ve geometrik 

trigonometrik oranları geliştirerek klasik trigonometrik fonksiyonlarla ilişkilerini ortaya koymuştur [16–18]. H. 

Es ise farklı metrikler altında çarpımsal hareketi ele almış ve önemli sonuçlar elde etmiştir [19-22]. Ayrıca S. 

Nurkan, K. İ. Gürgil ve M. K. Karacan geometrik analizde vektörel yapıları incelemiştir [23]. S. Aslan, M. Bekar 

ve Y. Yaylı üç boyutlu geometrik uzay ve çarpımsal kuaterniyon kavramlarını tanıtmıştır [24]. A. Has ve B. Yılmaz 

çarpımsal analitik geometrinin temel prensiplerini ortaya koymuş ve uzayda helis eğrisini tanıtmıştır. [25–26]. 

Misirli, Gurefe, S. G. Georgiev ve K. Zennir çarpımsal vektör uzayları, iç çarpım uzayları ve matris kavramlarını 
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tanımlayarak temel özelliklerini incelemiştir [27-29]. Aydın, M.E., Dilmen, E., Yaman, G., Öklid uzayın ve bu 

uzayda bulunan bazı çarpımsal yüzeylerin jeodeziklerini incelemişlerdir [30]. 

Tüm bu çalışmalar, çarpımsal analizin ve buna bağlı cebirsel ile geometrik yapıların hızla geliştiğini ve 

matematikte giderek daha geniş bir kullanım alanı bulduğunu göstermektedir. 

 

2. Temel Bilgiler 

 

2.1. Çarpımsal reel sayılar 

 

Çarpımsal reel sayılar kümesi 

 ℝ∗ = {exp(𝓎) = e𝓎: 𝓎 ∈ ℝ}, 

şeklinde verilir. ℝ∗, kümesi üzerinde toplama işlemini +∗ ve çarpma işlemi .∗ ile gösterilecektir.  e𝓎 , e𝓏 ∈ ℝ∗ için 

toplama işlemi ve çarpma işlemi, sırası ile, aşağıdaki gibi tanımlanır. 

e𝓎+∗e𝓏 = e𝓎+𝓏 ,  e𝓎 ∙∗ e𝓏 = e𝓎𝓏   

(ℝ∗, +∗ , .∗ ) kümesi, toplama işleminin birimi e0 = 1, ve çarpma işleminin birimi e1 = e olan bir cisimdir. Şimdi 

çarpımsal işlemler ile aşina olduğumuz aritmetik işlemler arasındaki bağıntıyı aşağıdaki gibi verelim. Her  γ, δ ∈
ℝ∗ için 

γ+∗δ = γδ,      γ −∗ δ =
γ

δ
 ,    γ.∗ δ = γlnδ = δlnγ,     γ/∗δ = γ(

1

lnδ
)
,   √δ

∗
= e√lnδ,             δ−1∗ = e(

1

lnδ
)
. 

Buna ek olarak  ℝ∗ kümesi üzerindeki aşağıdaki işlemeleri de verilebilir, 

eγ+∗eδ = eγ+δ             eγ ∙∗ eδ = eγδ, eγ−∗eδ = eγ−δ,           eγ/∗eδ = e
γ

δ,          √eγ∗
= e√γ. 

Pozitif çarpımsal reel sayılar kümesi ℝ+
∗ ve negatif çarpımsal reel sayılar kümesi ℝ−

∗ kümesini, sırası ile, 

aşağıdaki gibi verebiliriz. 

 ℝ+
∗ = {δ ∈ ℝ∗: δ > 1}  ve  ℝ−

∗ = {δ ∈ ℝ∗: 0 < δ < 1} [29]. 

Tanım 2.1.1.  x ∈ ℝ∗ ın mutlak değeri  

|x|∗ = {
x      eğer     x ≥ 1
1

x
      eğer    x < 1

  

şeklinde tanımlanır [29]. 

 

2.2. Çarpımsal n- uzay 

 

ℝn
∗ = {𝓅̂ = (e𝓅1 , e𝓅2 , … , e𝓅n): e𝓅1 , e𝓅2 , … , e𝓅n ∈ ℝ∗}  ⊂  ℝn. 

ℝn
∗ kümesi üzerinde toplama işlemi, 

her  𝓅̂, 𝓆 ∈ ℝn
∗için 

𝓅̂+∗𝓆 = (e𝓅1 , e𝓅2 , … , e𝓅n)+∗(e𝓆1 , e𝓆2 , … , e𝓆n)   
           = (e𝓅1+∗e𝓆1 , e𝓅2+∗e𝓆2 , +∗ … +∗e𝓅n+∗e𝓆n 

            = (e𝓅1+𝓆1 , e𝓅2+𝓆2 , … , e𝓅n+𝓆n)  

şeklinde tanımlanır. ℝn
∗ kümesi üzerinde skalar çarpma işlemi,  

her er ∈ ℝ∗, her 𝓅̂ ∈ ℝn
∗ için 

er.∗ 𝓅̂ = er.∗ (e𝓅1 , e𝓅2 , … , e𝓅n)  

          = (er.∗ e𝓅1 , er.∗ e𝓅2 , … , er.∗ e𝓅n)   

           = (er𝓅1 , er𝓅2 , … , er𝓅n) 

şeklinde verilir. 

{m̂1 = (e, e0, e0, … , e0), m̂2 = (e0, e, e0, … , e0), m̂n = (e0, e0, e0, … , e) }  

kümesi  ℝn
∗ nin standart tabanıdır. ℝn

∗ deki orijin noktası ise 

Ô = (e0, e0, … , e0) = (1,1,1, … ,1) dir. 

Bu çalışmada; ℝn
∗ de çarpımsal iç çarpım 〈, 〉∗ ile gösterilecektir.  

Tanım 2.2.1. (ℝn
∗ üzerinde iç çarpım) 

 ℝn
∗ de 𝑝̂ = (e𝑝1 , e𝑝1 , … , e𝑝n) ve r̂ = (er1 , er2 , … , ern) vektörlerini göz önüne alalım. Bu iki vektörün çarpımsal 

iç çarpım 

〈𝑝̂, r̂〉∗ = 〈(e𝑝1 , e𝑝2 , … e𝑝n), (er1 , er2 , … , ern)〉∗  

       = (ep1 .∗ er1)+∗(e𝑝2 .∗ er2)+∗ … +∗(e𝑝n .∗ ern)    

             = (ep1r1+∗ep2r2+∗, … , +∗epnr𝑛)  

             = ep1r1+p2r2+⋯+pnr𝑛 .  

dir. 
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Tanım 2.2.2. (ℝn
∗ üzerinde norm) 

‖r̂‖∗ = √〈r̂, r̂〉∗
∗

= e√(r1)2+(r2)2+⋯+(rn)2
  

şeklinde tanımlanır. 

Tanım 2.2.3.  

 ai ∈ ℝ∗
n  (1 ≤  i ≤  n) ve  ki ∈ ℝ∗ skalarlar olsun. 

k1.∗ a1+∗k2.∗ a2+∗ … +∗kn.∗ an = 1, 

ifadesinde  eğer  ∀ki = 1 ise  {a1, a2, … , an} kümesi lineer bağımsızdır, ancak ∃ki ≠ 1   ise  {a1, a2 , … , an}  

kümesi lineer bağımlıdır denir. 

 

2.3. Çarpımsal vektörel çarpım 

 

Tanım 2.3.1.  k̂ = (ek1 , ek2 , ek3) ve m̂ = (em1 , em2 , em3), k̂, m̂ ∈ ℝ∗
3 olsun.  

  ê1 = (e, e0, e0), ê2 = (e0, e, e0), ê3 = (e0, e0, e) olsun. ê1, ê2 ve ê3 vektörleri ℝ∗
3  uzayının taban vektörleridir. 

Şimdi k̂ ve m̂ vektörlerin çarpımsal vektörel çarpımı aşağıdaki gibi verilebilir. 

 

   k̂ ∧∗ m̂ = |
ê1 ê2 ê3

ek1 ek2 ek3

em1 em2 em3

|

∗

 = (| ek2 ek3

em2 em3
|

∗

.∗ ê1) +∗ (−∗ | ek1 ek3

em1 em3
|

∗

.∗ ê2) +∗ (| ek1 ek2

em1 em2
|

∗

.∗ ê3) 

  = (ek2m3−k3m2 , ek3m1−k1m3 , ek1m2−k2m1) 

dir. 

Önerme 2.3.1. 

1) k̂ ∧∗ (l̂ ∧∗ m̂) = 〈k̂, m̂〉∗.∗ l̂−∗〈k̂, l̂〉∗.∗ m̂  

2) (k̂ ∧∗ l̂) ∧∗ m̂) = 〈k̂, m̂〉∗.∗ l̂−∗〈l̂, m̂〉∗.∗ k̂  

İspat. 1) in ispatını için bak [31]. 

2) nin ispatı: 

(k̂ ∧∗ l̂) ∧∗ m̂)) = (ek3l1m3−k1l3m3−k1l2m2+k2l1m2 , ek1l2m1−k2l1m1−k2l3m3+k3l2m3 , ek2l3m3−k3l2m2−k3l1m1+k1l3m1) 

〈k̂, m̂〉∗.∗ l̂−∗〈l̂, m̂〉∗.∗ k̂ = 〈(ek1 , ek2 , ek3) , (el1 , el2 , el3) 〉∗.∗ (el1 , el2 , el3)  

−∗〈(el1 , el2 , el3), (em1 , em2 , em3)〉∗.∗ (ek1 , ek2 , ek3)  

gerekli işlemler yapılırsa, istediğimiz sonuca varırız.  

= (ek3l1m3−k1l3m3−k1l2m2+k2l1m2 , ek1l2m1−k2l1m1−k2l3m3+k3l2m3 , ek2l3m3−k3k2m2−k3l1m1+k1l3m1) , 

o halde  

 (𝑘̂ ∧∗ 𝑙) ∧∗ 𝑚̂) = 〈𝑘̂, 𝑚̂〉∗.∗ 𝑙−∗〈𝑙, 𝑚̂〉∗.∗ 𝑘̂  

dir. 

 

2.4. Çarpımsal matrisler 

 

Tanım 2.4.1. Bileşenleri çarpımsal reel sayılar olan m × n tipindeki matrislerin kümesi 𝒦∗m×n ile gösterilir 

[29]. 

Tanım 2.4.2  𝒫 = (𝓅ij) ∈ 𝒦∗m×n ve 𝒯 = (𝓉ij) ∈ 𝒦∗m×n çarpımsal matrisler ve 𝒸 ∈ ℝ∗ olsun. 𝒦∗m×n kümesi 

üzerinde toplama ve skalar ile çarpma işlemi, sırası ile, 

𝒫±∗𝒯 = (𝓅ij±∗𝓉ij)  , 𝒸.∗ 𝒫 = (𝒸.∗ 𝓅ij)  

 

şeklinde tanımlanır [29]. 

Tanım 2.4.3.  I∗ ∈ 𝒦∗n×n çarpımsal birim matris 

 

I∗ = (

e 1 … 1
1 e ⋯ 1
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 1 ⋯ e

)

n×n

  

 

şeklindedir. Burada  çarpımsal anlamında sıfır elemanını e0 = 1 ve çarpımsal anlamda  bir elemanı e1 = e dir 

[22]. 
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Tanım 2.4.4.  𝒫 = (𝓅ij) ∈ 𝒦∗m×n  ve  𝒯 = (𝓉ij) ∈ 𝒦∗n×p  çarpımsal matrislerin çarpımsal anlamda matris 

çarpımı 

𝒫.∗ 𝒯 = 𝒮 = (𝓈ij) ∈ 𝒦∗m×p  

şeklinde bir 𝒮 çarpımsal matristir. Bu matrisin 𝓈ij elemanları 

𝓈ij = ∑ (𝓅ik.∗ 𝓉kj)
𝑛∗
𝑘=1   

dir [27]. 

Tanım 2.4.5.  𝒫 = (
𝓅11 𝓅12

𝓅21 𝓅22
) ∈ 𝒦∗2×2 

matrisinin çarpımsal determinantı 

det∗𝒫 = 𝓅11.∗ 𝓅22−∗𝓅21.∗ 𝓅12 dir. Eğer det∗𝒫 ≠ 1 ise 𝒫 inversi vardır. 

 𝒫 nin inversi  𝒫−1∗ ile gösterilir ve  

𝒫−1∗ = (e/∗det∗𝒫).∗ (
𝓅22

1

𝓅12

1

𝓅21
𝓅11

)  

dir [29].   

Tanım 2.4.6.  𝒫 = (𝓅ij) ∈ 𝒦∗n×n    çarpımsal matrisi ortogonal ise  

𝒫.∗ 𝒫T = 𝒫T.∗ 𝒫 = I∗  

dir [29]. 

 

2.5. Çarpımsal türev ve çarpımsal trigonometrik fonksiyonlar 

 

Tanım 2.5.1. Herhangi bir f fonksiyonunun 𝑥 değişkenine bağlı çarpımsal türevi f ∗(𝑥) sembolü ile ifade 

edilir. 

 A ⊆ ℝ∗ üzerindeki tüm 𝑥 değerleri için f ∗ (𝑥) fonksiyonu için    

𝐟∗ ∶ 𝐀 → ℝ∗ , 𝐟∗ (𝐱) = 𝐥𝐢𝐦
𝐡→𝟎

(
𝐟(𝒙+𝐡)

𝐟(𝒙)
)

𝟏

𝐡
   

olarak tanımlanır. Ayrıca  klasik türev ile çarpımsal türev arasında  f ∗(𝑥) = e(lnf(𝑥))′
ilişkisi vardır [27]. 

Tanım 2.5.2. Çarpımsal trigonometri fonksiyonları ile klasik trigonometri fonksiyonları arasındaki bağıntılar 

aşağıdaki gibidir.  

 

 sin∗θ = esin θ,   cos∗θ = ecos θ, tan∗θ = etan θ = sin∗θ/∗cos∗θ [17]. 

 

3. Çarpımsal Öklid Uzayında Eğriler ve Frenet Formülleri 

 

p: I →  E∗
n, I ⊂ ℝ∗ ,  t → p(t) = (ep1(t), ep2(t), … , epn(t))   

biçiminde (𝐶∗∞sınıfında) tanımlanan bu 𝑝 dönüşümüne  E∗
n de bir çarpımsal eğri adlandırılır.  

Tanım 3.1. ( Çarpımsal birim hızlı eğri ) (I, p) koordinat komşuluğu ile verilmiş olan M çarpımsal eğrisi, 

birim hızlı bir eğri ise  ‖p∗(s)‖∗ = e dir.  

Tanım 3.2. S = (p∗, p∗∗, p∗∗∗, … , p∗(r)) sistemi lineer bağımsız ve  p∗(k+1) ∈ Sp{(p∗, p∗∗, p∗∗∗, … . p∗(r))} 

ise S sistemine Gram-Schmidt ortonormalleştirme metodunu uygulanabilir. O zaman; 

Ê1 = p∗  

Ê2 = p∗∗ − p∗∗−∗(〈p∗∗, Ê1〉∗/∗〈Ê1, Ê1〉∗) ∙∗ Ê1  

Ê3 = p∗∗∗−∗(〈p∗∗∗, Ê2〉∗/∗〈Ê2, Ê2〉∗) ∙∗ Ê2−∗(〈p∗∗∗, Ê1〉∗/∗〈Ê1, Ê1〉∗) ∙∗ Ê1  .
.
.
  

Êi = p∗(i)−∗ ∑ (〈p∗(i), Êj〉∗/∗〈Êj, Êj〉∗) ∙∗ Êjj<.i  , 1 < i ≤ r, 

olmak üzere {Ê1, Ê2, Ê3, . . . , Êr} sistemi çarpımsal ortogonal sistemdir. 

V̂1 = Ê1/∗‖Ê1‖
∗
  

V̂2 = Ê2/∗‖Ê2‖
∗
  

V̂3 = Ê3/∗‖Ê3‖
∗
  

.

.

.
  



Hasan ES 

 

85 

 

V̂r = Êr/∗‖Êr‖
∗
  

Gram-Schmidt yöntemi uygulanarak elde edilen {V̂1, V̂2, V̂3, . . . , V̂r} ortonormal sisteme çarpımsal Serret- 

Frenet 

 r ayaklısı denir. 

Özel Hal: 

 𝑛 = 3  özel hali için  

 p: I →  E∗
3,  p → p(t) = (ep1(t), ep2(t), ep3(t)   

 şeklinde tanımlanan p çarpımsal eğrisi için p∗(t) = Ê1  olmak üzere, 

 V̂1(t) = p∗(t)/∗‖p∗(t)‖∗ 

çarpımsal birim vektörüne eğrinin çarpımsal teğet vektör alanı denir. Eğer  

p: I →  E∗
3,  p → p(s) = (ep1(s), ep2(s), ep3(s) )    

çarpımsal eğrisi yay parametresi ile verilmiş ise ‖p∗(s)‖∗ = e olacaktır. O zaman 

V̂1(s) = p∗(s)  ve Ê2 =  p∗∗−∗(〈p∗∗, p∗〉∗/∗〈p∗, p∗〉∗) ∙∗ p∗   

olur. 

‖p∗(s)‖∗ = e  
〈p∗(𝑠), p∗(𝑠)〉∗ = e  ifadesinin çarpımsal anlamda her iki tarafın türevi alınırsa 

〈p∗∗(𝑠), p∗(𝑠)〉∗+∗〈p∗(𝑠), p∗∗(𝑠)〉∗ = 1  
〈p∗(𝑠), p∗∗(𝑠)〉∗ = 1  

dir. O halde 

Ê2 =  p∗∗−∗(〈p∗∗, Ê1〉∗/∗〈Ê1, Ê1〉∗) ∙∗ Ê1  

Ê2 =  p∗∗−∗(〈p∗∗, p∗〉∗/∗〈p∗, p∗〉∗) ∙∗ p∗  

      = p∗∗   

olduğu görülür.  

V̂2(s) = Ê2(s)/∗‖Ê2(s)‖
∗
, 

 = p∗∗(s)/∗‖p∗∗(s)‖∗,   

vektörüne çarpımsal asli normal vektör alanı veya birim çarpımsal asli normal vektör alanı denir. 

V̂3(s) = V̂1(s) ∧∗ V̂2(s)  

olarak tanımlandığından 

V̂3(s) = (p∗(s) ∧∗ p∗∗(s))/∗‖p∗∗(s)‖∗   
biçiminde tanımlı birim vektörüne çarpımsal binormal vektör alanı denir.  O zaman                 

 V̂1(s) = p∗(s),   

V̂2(s) = p∗∗(s)/∗‖p∗∗(s)‖∗  

V̂3(s) = (p∗(s) ∧∗ p∗∗(s))/∗‖p∗∗(s)‖∗   

vektörlerinden oluşan {V̂1, V̂2, V̂3} sistemine çarpımsal Serret-Frenet  3-ayaklısı adlandırılır. 

Tanım 3.3. (I, p) koordinat komşuluğu ile M çarpımsal eğrisi verilmiş olsun. s ∈ I ya karşılık gelen p(s) 

noktalarındaki çarpımsal Frenet r-ayaklısı {V̂1(s), V̂2(s), V̂3(s), . . . , V̂r(s)} olsun. O halde  

𝑘𝑖: 𝐼 → ℝ∗,   1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟  

ki(s) =  〈V̂i
∗(s), V̂i+1(s)〉∗  

şeklinde tanımlı 𝑘𝑖 fonksiyonuna M çarpımsal eğrisinin i-yinci eğrilik fonksiyonu ve s ∈ I için ki(s) çarpımsal 

reel sayısına da p(s) noktasındaki M çarpımsal eğrisinin i-yinci eğriliği denir. 

Teorem 3.1.  M ⊆  E∗
n çarpımsal eğrisi (I, p) koordinat komşuluğu ile verilmiş olsun. s ∈ I yay parametresi 

olmak üzere p(s) noktasında çarpımsal i-yinci eğrilik fonksiyonu  ki(s) ve çarpımsal  Frenet r-ayaklısı  

{V̂1(s), V̂2(s), V̂3(s), . . . , V̂r(s)} ise 

1)  V̂1
∗(s) = k1(s) ∙∗ V̂2(s) 

2) V̂i
∗(s) = −∗ki−1(s) ∙∗ V̂i−1(s)+∗ki(s) ∙∗ V̂i+1(s), 1 ≤ i ≤ r  

3) V̂r
∗(s) = −∗kr−1(s) ∙∗ V̂r−1(s)  

dir. 

İspat: 1)  V̂1(s) = p∗(s) olduğundan 

 V̂1
∗(s) ∈ Sp{p∗(𝑠), p∗∗(𝑠)} = Sp{V̂1(s), V̂2(s)} 

dir. O zaman  

V̂1
∗ = 𝑐1 ∙∗ V̂1+∗𝑐2 ∙∗ V̂2, 𝑐1, 𝑐1 ∈ ℝ∗.                                                                                                                       (1) 

Ayrıca 〈V̂1
∗, V̂1〉∗ = 𝑒 olduğunu biliyoruz her iki tarafın çarpımsal anlamda türevi alınırsa 

〈V̂1
∗, V̂1〉∗ = 1  
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bulunur. Denklem 1’ in eşitliğinin her iki tarafını V̂1 ile çarpımsal anlamda iç çarpım yapılırsa 

〈V̂1
∗, V̂1〉∗ = 𝑐1 ∙∗ 〈V̂1, V̂1〉∗+∗𝑐2 ∙∗ 〈V̂2, V̂1〉∗,  

buradan 𝑐1 = 1 olduğu görülür. Benzer şekilde denklem 1’ in eşitliğinin her iki tarafını V̂2 ile çarpımsal anlamda 

iç çarpım yapılırsa 

〈V̂1
∗, V̂2〉∗ = 𝑐2 ∙∗ 〈V̂2, V̂2〉∗  

= 𝑐2 = k1  
elde edilir. Bu nedenle  

V̂1
∗(s) = k1 ∙∗ V̂2(s), 

 dir. 

2)   V̂i
∗(s) = −∗ki−1(s) ∙∗ V̂i−1(s)+∗ki(s) ∙∗ V̂i+1(s), 1 ≤ i ≤ r 

eşitliğini tümevarım yöntemiyle ispatlayacağız. 

I. Adım: 𝑖 = 2 için teoremin doğru olduğunu gösterelim. 

V̂2(s) = p∗∗(s)/∗‖p∗∗(s)‖∗  

olduğundan  

V̂2
∗(s) ∈ Sp{p∗(𝑠), p∗∗(𝑠), p∗∗∗(s)} = Sp{V̂1(s), V̂2(s), V̂3(s)}    

V̂2
∗ = 𝑐1 ∙∗ V̂1+∗𝑐2 ∙∗ V̂2+∗𝑐3 ∙∗ V̂3, 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 ∈ ℝ∗. 

yazılabilir. Buradan  

𝑐1 = 〈V̂2
∗, V̂1〉∗ = −∗〈V̂2, V̂1

∗〉∗ = −∗k1, 

𝑐2 = 〈V̂2
∗, V̂2〉∗ = 1, 

𝑐3 = 〈V̂2
∗, V̂3〉∗ = k2  

olacağından  

V̂2
∗(s) = −∗k1(s) ∙∗ V̂1(s)+∗k2(s) ∙∗ V̂3(s)  

elde edilir. O halde 𝑖 = 2 için teorem doğrudur. 

II. Adım: 𝑖 = 𝑚 için teoremin doğru olduğunu kabul edip 𝑖 = 𝑚 + 1 için içinde doğru olacağını 

gösterelim. 

V̂m+1
∗ (s) ∈ Sp{p∗(𝑠), p∗∗(𝑠), p∗∗∗(s), … , 𝑝(𝑚+1), 𝑝(𝑚+2)} = Sp{V̂1(s), V̂2(s), V̂3(s), … , V̂𝑚+1(s), V̂𝑚+2(s)}    

dir. 𝑖 = 𝑚 için teoremi doğru kabul ettiğimizden m den küçük bütün 𝑖 ler için teoremi doğru kabul etmiş olduk. 

V̂3
∗(s) = −∗k2(s) ∙∗ V̂2(s)+∗k3(s) ∙∗ V̂4(s) , 

V̂4
∗(s) = −∗k3(s) ∙∗ V̂3(s)+∗k4(s) ∙∗ V̂5(s)  

. 

. 

. 

V̂m−1
∗ (s) = −∗k𝑚−2(s) ∙∗ V̂m−2(s)+∗km−1(s) ∙∗ V̂m(s)  

olduğunu kabul ettik. O zaman 𝑖 = 𝑚 + 1 için 

V̂𝑚+1
∗ (s) ∈ Sp{V̂1(s), V̂2(s), V̂3(s), … , V̂𝑚+1, V̂𝑚+2(s)}    

ifadesinden  

V̂m+1
∗ = 𝑐𝑚+1

1 V̂1+∗𝑐𝑚+2
2 V̂2+∗ … +∗𝑐𝑚+1

𝑚 V̂m+∗𝑐𝑚+1
𝑚+1V̂m+1+∗𝑐𝑚+1

𝑚+2V̂m+2  

yazabiliriz. Şimdi 𝑐𝑚+1
𝑗

 katsayılarını hesaplayalım. 

𝑐𝑚+1
1 = 〈V̂m+1

∗ , V̂1〉 = −∗〈V̂1
∗, V̂m+1〉∗  

dir. Diğer taraftan teoremin ilk şıkkında görülüyor ki V̂1
∗nın V̂m+1 üzerinde bileşeni olmadığından 𝑐𝑚+1

1 = 1dir.  

𝑐𝑚+1
2 = 〈V̂m+1

∗ , V̂2〉 = −∗〈V̂2
∗, V̂m+1〉∗  

dir. V̂2
∗ nin yukarıdaki ifadesine bakılırsa görülür ki V̂2

∗ nin V̂m+1 üzerindeki bileşeni 1 dir, Yani, 𝑐𝑚+1
2 = 1 

dir. Böyle devam edilirse 

𝑐𝑚+1
𝑚−2 = 1 ve  𝑐𝑚+1

𝑚11 = 1 olduğu görülür. 

V̂m+1
∗  nin ifadesinde bir (çarpımsal sıfır) olmak zorunda olmayan  𝑐𝑚+1

𝑚 , 𝑐𝑚+1
𝑚+2 bileşenleri kalır. Bu bileşenlerde 

benzer şekilde  

𝑐𝑚+1
𝑚 = −∗k𝑚 ve  𝑐𝑚+1

𝑚+2 = k𝑚+1 

olarak bulunur.  O halde  

V̂m+1
∗ = −∗km ∙∗ V̂m+∗km+1 ∙∗ V̂m+2 ,1 < 𝑚 + 1 < 𝑟 

olur.  Bu durumda 1 < 𝑖 < 𝑟 için 

V̂i
∗(s) = −∗ki−1(s) ∙∗ V̂i−1(s)+∗ki(s) ∙∗ V̂i+1(s),  

elde edilir. 

3) 𝑝 eğrisinin çarpımsal türevleri arasında en fazla 𝑟 tanesi çarpımsal lineer bağımsız olacağından  
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V̂r
∗ ∈ Sp{p∗, p∗∗, p∗∗∗, … , 𝑝(𝑟)}   

ve 

 Sp{p∗, p∗∗, … , 𝑝(𝑟)}  = Sp{V̂1, V̂2, … , V̂𝑟}    

olduğundan  

V̂r
∗ ∈ Sp{V̂1, V̂2, … , V̂𝑟}     

dir. O zaman 

V̂r
∗ = ∑ ci ∙∗ V̂i

𝑟
𝑖=1  , 𝑐𝑖 ∈ ℝ∗ 

olur. Bu durumda              

ci = 〈V̂r
∗, V̂i〉 = −∗〈V̂i

∗, V̂r〉∗ , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟                 

𝑖 = 𝑟 için 

ci = 〈V̂r
∗, V̂𝑟〉 = 1        

𝑖 = 𝑟 − 1 için  

V̂i
∗ = −∗ki−1 ∙∗ V̂i−1+∗ki ∙∗ V̂i+1,  

olduğundan  

ci = −∗〈−∗ki−1 ∙∗ V̂i−1+∗ki ∙∗ V̂i+1, V̂r〉∗  

ci = −∗ki−1 ∙∗ 〈V̂i−1, V̂r〉∗−∗ki ∙∗ 〈V̂i+1, V̂r〉∗ 1 ≤ 𝑖 < 𝑟 

cr−1 = −∗kr−2 ∙∗ 〈V̂r−2, V̂r〉∗−∗kr−1 ∙∗ 〈V̂r, V̂r〉∗   

cr−1 = −∗kr−2            

olarak elde edilir. Benzer şekilde 1 ≤ 𝑖 < 𝑟 − 1 için de ci = 1 

olduğundan 

V̂r
∗(s) = −∗kr−1(s) ∙∗ V̂r−1(s)  

elde edilir. 

Sonuç 3. 1.    

k1(s) = ‖p∗∗(s)‖∗  

dir. 

İspat: 

 V̂1(s) = p∗(s)  

 V̂1
∗(s) = p∗∗(s)   

olur. O zaman  

p∗∗(s) = ‖p∗∗(s)‖∗ ∙∗ V̂2(s)  
olduğundan dolayı  

V̂1
∗(s) = ‖p∗∗(s)‖∗ ∙∗ V̂2(s)  

elde edilir. Tanım 3.3 den dolayı 

‖p∗∗(s)‖∗ = 〈V̂1
∗(s), V̂2(s)〉∗ = k1(s)  

olur. 

Özel Hal: 

𝒏 = 𝟑 için aşağıdaki tanım ve teoremler verilebilir. 

Tanım 3.4. 𝑝: I →  E∗
3 olacak şekilde tanımlanan p çarpımsal birim hızlı eğrisi için 

k1(s) = ‖p∗∗(s)‖∗  

değerine p(s) eğrisini s noktasındaki çarpımsal eğriliği denir.  

Teorem 3.2. 

 p: I →  E∗
3, s → p(s) = (ep1(s), ep2(s), ep3(s)) 

 birim hızlı çarpımsal eğrisinin  𝑝(𝑠) noktasındaki çarpımsal Frenet ayaklısı  {V̂1, V̂2, V̂3}  varsayalım. O zaman  

V̂1
∗
(s) = k1(s) ∙∗ V̂2(s)  

V̂2
∗
(s) = −∗k1(s) ∙∗ V̂1(s)+∗k2(s) ∙∗ V̂3(s)  

V̂3
∗
(s) = −∗k2(s) ∙∗ V̂2(s)  

dir. Eşdeğer olarak çarpımsal Frenet denklemleri  

(

V̂1
∗

V̂2
∗

V̂3
∗

) = (

0 k1 0
−∗k1 0 k2

0 −∗k2 0
) ∙∗ (

V̂1

V̂2

V̂3

)  

şeklinde verilir. 

Tanım 3.5.  E∗
3 verilen p çarpımsal birim hızlı bir eğri olsun bu durumda  
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−∗〈V̂3
∗
(s), V̂2(s)〉∗ = k2(s)  

bağıntısı mevcuttur. Burada k2(s) ye eğrinin s-noktasındaki çarpımsal burulması denir. Burulma fonksiyonu k2 

eğrinin oskülatör düzleminden ayrılma miktarını ifade eder. 

Teorem 3.3. p: I →  E∗
3 çarpımsal eğrisi yay parametresi ile verilmiş olsun. Eğrinin çarpımsal Frenet vektör 

alanları V̂1, V̂2, V̂3 olduğuna göre, 

V̂2 ∧∗ V̂3 = V̂1  

V̂3 ∧∗ V̂1 = V̂2  
dir. 

İspat: Önerme 2.3.1 den 

V̂2 ∧∗ V̂3 = V̂2 ∧∗ (V̂1 ∧∗ V̂2) = 〈V̂2, V̂2〉∗.∗ V̂1−∗〈V̂2, V̂1〉∗.∗ V̂2 = V̂2   

V̂3 ∧∗ V̂1 = (V̂1 ∧∗ V̂2) ∧∗ V̂1 = 〈V̂1, V̂1〉∗.∗ V̂2−∗〈V̂2, V̂1〉∗.∗ V̂1 = V̂2  
olarak elde edilir. 

Teorem 3.4. p: I →  E∗
3 , t → p(t) = (ep1(t), ep2(t), ep3(t))  

çarpımsal eğrisinin çarpımsal Frenet 3-ayaklısı  {V̂1, V̂2, V̂3}  olsun. Eğrinin çarpımsal eğrilik ve burulması k1ve k2 

olsun. ‖p∗‖∗ = ϑ olduğu düşünülürse 

V̂1
∗

= ϑ ∙∗ k1 ∙∗ V̂2  

V̂2
∗

= ϑ ∙∗ (−∗k1 ∙∗ V̂1+∗k2 ∙∗ V̂3)  

V̂3
∗

= −∗ϑ ∙∗ k2 ∙∗ V̂2  
dir. 

Teorem 3.5. p: I →  E∗
3 çarpımsal eğrisi birim hızlı bir eğri olmasın. Bu eğrinin çarpımsal Frenet ayaklısı  

{V̂1, V̂2, V̂3}  ise 

V̂1
∗

= p∗/∗‖p∗‖∗  

V̂3
∗

= p∗ ∧∗ p∗∗/∗‖p∗ ∧∗ p∗∗‖∗  

V̂2
∗

= V̂3 ∧∗ V̂1  

dir. p çarpımsal eğrisinin çarpımsal birinci ve ikinci eğrilik fonksiyonları 

k1 = ‖p∗ ∧∗ p∗∗‖∗/∗‖p∗‖∗
3  

k2 = 〈p∗ ∧∗ p∗∗, p∗∗∗〉∗/∗‖p∗ ∧∗ p∗∗‖∗
2  

dir. 

 

4. Çarpımsal İnvolüt (Basit) ve Çarpımsal Evolüt (Mebsut) 

 

Tanım 4.1. M, N ⊆  E∗
n  çarpımsal iki eğriyi göz önünde bulunduralım. M, N çarpımsal eğrileri, sırası ile, 

(I, p), (I, k)  koordinat komşulukları verilsin. p(s), k(s) noktalarında M, N çarpımsal eğrilerinin çarpımsal teğet 

vektörleri  ,sırası ile, V̂1(s) ve V̂1
°(s) olsun. Her s ∈ I için M, N çarpımsal eğrilerinin teğet vektörleri çarpımsal 

anlamda dik ise yani 

〈V̂1(s), V̂1
°(s)〉∗ = 1  

ise N çarpımsal eğrisine M çarpımsal eğrisinin involütü,M çarpımsal eğrisine de N çarpımsal eğrisinin evolütü 

denir. 

Teorem 4.1. M, N ⊆  E∗
n  çarpımsal iki eğri olsun  (I, p), (I, k)  komşulukları ile verilsin. Eğer N çarpımsal 

eğrisi M çarpımsal eğrisinin involütü ise  

d∗(p(s), k(s)) = |c − s|∗, her s ∈ I ve 𝑐 = ç𝑎𝑟𝑝𝚤𝑚𝑠𝑎𝑙 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡𝑡𝑖𝑟.  

İspat: k(s) = p(s)+∗eφ.∗ V̂1(s) 

yazılabilir. Böylece s ∈ I nın p için yay parametresi olduğu kabul edilirse 

(d∗k/∗d∗s) =  V̂1(s)+∗(eφ)∗.∗ V̂1(s)+∗eφ.∗ k1(s).∗ V̂2(s)  
yazılabilir. 

(d∗k/∗d∗s) =  Sp{ V̂1
°(s)}  

olduğu göz önüne alınarak 

〈V̂1(s), V̂1
°(s)〉∗ = 1    

sonucuna ulaşılır. Buradan 

e+∗(eφ)∗ = 1 ⟹ (eφ)∗ = −∗e ⟹ eφ = e−s+c  
veya 

eφ = |c − s|∗ her 𝑐 = çarpımsal sabit olduğu görülür. Diğer taraftan 
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d∗(p(s), k(s)) = ‖k(s) − p(s)‖∗ = ‖eφ.∗ V̂1(s)‖
∗
  

= |c − s|∗   

bulunur. 

Sonuç 4.1. k° çarpımsal eğrisi k çarpımsal eğrisinin involütü, c çarpımsal reel sayı olmak üzere 

k°(s) = k(s)+∗(−∗s+∗c).∗ V̂1        

dir. 

Teorem 4.2. k° çarpımsal eğrisi k çarpımsal eğrisinin involütü varsayalım. k° çarpımsal eğrisinin Frenet 

vektörleri V̂1
°, V̂2

°  , V̂3
° olduğuna göre, 

V̂1
° = V̂2  

V̂2
° = (−∗ k1/∗√k1

2∗+∗k2
2∗∗

).∗ V̂1+∗(k2/∗√k1
2∗+∗k2

2∗∗
).∗ V̂3 

V̂3
° = (k2/∗√k1

2∗+∗k2
2∗∗

).∗ V̂1+∗(k1/∗√k1
2∗+∗k2

2∗∗
).∗ V̂3 

dir. 

Teorem 4.3. M, N ⊆  E∗
n olarak verilen çarpımsal involüt- evolüt eğriler, sırası ile, (I, p), (I, k)  koordinat 

komşulukları ile verildiğini kabul edelim. s ∈ I  parametresine göre  p(s) ∈ M ve k(s) ∈ N noktalarında, M ve N 

çarpımsal eğrilerinin, sırası ile, çarpımsal Frenet r-ayaklıları 

{V̂1(s), V̂2(s), V̂3(s), . . . , V̂r(s)}ve {V̂1
°(s), V̂2

°(s), V̂3
°(s), . . . , V̂r

°(s)} olduğunu varsayalım. M nin çarpımsal eğrilik 

fonksiyonları ki(s), N nin çarpımsal eğrilik fonksiyonları ki
°(s) olsun (1 ≤ i ≤ r − 1). Bu eğrilik fonksiyonları 

arasında aşağıdaki ilişki mevcuttur. 

(k1
° )2∗(s°) = (k1

2∗(s)+∗k2
2∗(s))/∗(k1

2∗(s).∗ (c−∗s)2∗). 

Önerme 4.1. M, N ⊆  E∗
3 çarpımsal involüt- evolüt eğrileri verilsin. N, çarpımsal eğrisi M çarpımsal eğrinin 

involütü olsun. M çarpımsal eğrisinin eğrilikleri k1 ve k2 ve N çarpımsal eğrisinin eğrilikleri k1
°  ve k2

°  ise 

k2
° = (k1.∗ k2

∗ −∗k1
∗ .∗ k2)/∗k1.∗ (k1

2∗+∗k2
2∗)(c−∗s)  

dir. 

Örnek 4.1. Düzlemsel bir çarpımsal eğrinin Evolütleri birer helistir. 

Çözüm 4.1. Önce p çarpımsal eğrisinin düzlemsel ve p nin evolütüde olan k çarpımsal eğrisinin düzlemsel 

olması halini inceleyelim. Bu durumda  

V̂1
°(s) = V̂2(s)  

dir. O zaman  

 p(s) = k(s)+∗a.∗ V̂2(s), a ∈ ℝ∗  

p(s) = k(s)+∗a.∗ V̂1
°(s)  

⟹ k(s) = p(s)−∗a.∗ V̂2(s) 

V̂1
°.∗ (d∗

° s/∗d∗s) = k∗(s) =  V̂1(s)−∗a∗.∗ V̂2(s)+∗ a.∗  k1(s) ∙∗ V̂1(s)  

〈V̂1
°, V̂1〉∗ = 1  

olması nedeniyle 

e+∗ a.∗  k1(s) = 1  

a = −∗e/∗k1(s)  

elde edilir. O zaman 

k(s) = p(s)+∗(e/∗k1(s)).∗ V̂2(s)  
elde edilir. 

Bu düzlemsel p çarpımsal eğrisinin evolütesi olan k eğrisinin eğrilik merkezlerinin geometrik yeridir. 

Şimdi k çarpımsal eğrisi düzlemsel bir eğri midir? 

P çarpımsal eğrisi düzlemsel olduğundan dolayı  k2 = 1 olur. O zaman önerme 4.1 bağıntısından 

k2
° = 1 olduğu görülür. O halde k eğrisi çarpımsal bir düzlemsel eğridir. 

Şimdi de p çarpımsal eğrisi düzlemsel olsun. Evolütü olan k çarpımsal eğrisi düzlemsel olmaması halini 

inceleyelim. Bu durumda  

k(s) = p(s)−∗a.∗ V̂1
°(s)  

V̂1
°(s) = V̂1.∗ (d∗s/∗d∗s°)−∗a.∗ k1

°.∗ V̂2
°+∗V̂1

°  
buradan da  

V1.∗ (d∗
° s/∗d∗s)−∗a.∗ k1

°.∗ V̂2
° = 1  

elde edilir.  Bu durumda  

V̂1 = ±∗V̂2
°  
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dir. O halde  

h = 〈V̂1
°, V̂1 ∧∗ V̂2〉∗  

h∗ = d∗h/∗d∗s = 〈k1
°.∗ V̂1

°.∗ (d∗s°/∗d∗s), V̂1 ∧∗ V̂2〉∗+∗ 〈V̂1
°
, (k1.∗ V̂2) ∧∗ V̂2+∗V̂1 ∧∗ (−∗k1V̂1)〉∗  

    = k1
°.∗ (d∗s°/∗d∗s).∗ 〈V̂2

° , V̂1 ∧∗ V̂2〉∗  

    = k1
°.∗ (d∗s°/∗d∗s).∗ det∗(V̂2

° , V̂1, V̂2)  

    = 1,  

h∗ = 1 olması nedeni ile h sabittir. O halde 𝑘 çarpımsal eğrisinin çarpımsal hız vektörü , 𝑝 çarpımsal eğrisinin 

düzleminin bir çarpımsal normali ile daima çarpımsal sabit açı yapması nedeni ile 𝑘 çarpımsal eğrisi bir çarpımsal 

helistir. O halde p çarpımsal eğrisinin düzlemsel olmayan evolütleri birer çarpımsal helis eğrileridir.  

Çarpımsal Helis için bakınız [25]. 

 

5. Çarpımsal Bertrand Eğri Çifti  

 

Tanım 5.1.  E∗
n de verilen M, N çarpımsal eğrilerini ele alalım. Bu eğrilerin, sırasıyla , (I, p), (I, k) koordinat 

komşulukları ile verilsin.  Her s ∈ I için M, N çarpımsal eğrilerinin asli normal vektörleri lineer bağımlı ise  (M, N) 

eğri ikilisine bir çarpımsal Bertrand eğri çifti denir. 

Teorem 5.1. M, N çarpımsal eğrileri çarpımsal Bertrand eğri çifti olduğunu varsayalım ve bu eğrilerin, 

sırasıyla, (I, p), (I, k) koordinat komşulukları ile verildiğini kabul edelim. O zaman her s ∈ I için  

d∗(p(s), k(s)) = ç𝑎𝑟𝑝𝚤𝑚𝑠𝑎𝑙 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡𝑡𝑖𝑟.  
İspat:  

k(s) = p(s)+∗a.∗ V̂2(s) , a ∈ ℝ∗ 

M eğrisinin yay parametresi s ve N eğrisinin yay parametresi s° olsun. 

(d∗s°/∗d∗s).∗ V̂1
°(s) = (e−∗a(s).∗ k1(s)).∗ V̂1(s)+∗a∗(s).∗ V̂2(s)+∗a(s).∗ k2(s).∗ V̂3(s)  

yazabiliriz. {V̂2(s), V̂2
°(s)} çarpımsal lineer bağımlı olduğundan  

〈V̂1
°(s), V̂2(s)〉∗ = 1   

dir. Dolayısıyla her s ∈ I için a∗(s) = 1 ⟹ a(s) = çarpımsal sabit olduğu görülür. Diğer taraftan   

d∗(p(s), k(s)) = ‖k(s) − p(s)‖∗ = ‖a(s).∗ V̂2s)‖
∗

= ‖a(s)‖∗,  

 her s ∈ I için  

d∗(p(s), k(s)) = ç𝑎𝑟𝑝𝚤𝑚𝑠𝑎𝑙 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡𝑡𝑖𝑟.  
Teorem 5.2. k° çarpımsal eğrisi k çarpımsal eğrisi ile çarpımsal Bertrand eğri çifti ise  

k° = p+∗r.∗ V̂2, r ∈ ℝ∗   

dir.   

İspat: 

k: I →  E∗
3  

çarpımsal eğrisi birim hızlı bir eğri olsun. O zaman 

k°(s) = p(s)+∗f(s).∗ V̂2(s)   

şeklinde yazılır. k°(s) eğrisinin çarpımsal anlamda türevi alınırsa 

(k°)∗(𝐬) = p∗(s)+∗f ∗(𝐬).∗ V̂2(s)+∗f(s).∗ V̂2
∗(s)  

= V̂1(𝐬)+∗f ∗(s).∗ V̂2(s)+∗f(s).∗ (−∗k1(s) ∙∗ V̂1(s)+∗k2(s) ∙∗ V̂3(s)  

(k°)∗(𝐬) = (e−∗f(s).∗ k1(s)).∗ V̂1(s)+∗f ∗(𝐬).∗ V̂2(s)+∗f(s).∗ k2(s) ∙∗ V̂3(s)  

elde edilir.  〈(k°)∗, V̂2〉∗ = 1 den dolayı f ∗ = 1 elde edilir. O halde p fonksiyonu sabit fonksiyondur. f = r alınırsa 

ispat tamamlanmış olur. 

Sonuç 5.1. k° çarpımsal eğrisi ile k çarpımsal eğrisi çarpımsal Bertrand eğri çifti ise 

(k°)∗ = (e−∗r.∗ k1).∗ V̂1+∗+∗r.∗ k2 ∙∗ V̂3.  

Teorem 5.3.  k° ve k  çarpımsal Bertrand eğri çiftlerinin karşılıklı noktalardaki çarpımsal teğet vektörleri 

arasındaki açının ölçüsü sabittir. 

İspat: 〈V̂1
°
, V̂1〉∗

∗

= 1 
olduğu gösterilirse ispat tamamlamış olur. 

(〈V̂1
°
, V̂1〉∗)

∗

= 〈(V̂1
°
)

∗

, V̂1〉∗ +∗ 〈V̂1
°
, (V̂1)

∗
〉∗  

 = 〈ϑ°.∗ k1
° .∗ V̂2

°
, V̂1〉∗ +∗ 〈V̂1

°
, k1 ∙∗ V̂2〉∗  

 = ϑ°.∗ k1
° .∗ 〈V̂2

°
, V̂1〉∗ +∗k1 ∙∗ 〈V̂1

°
, V̂2〉∗  
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Buradan V̂2
°
(s) ve V̂2 (s) çarpımsal vektör alanları paralel ve V̂2 (s) çarpımsal vektörü V̂1(s) vektörüne 

çarpımsal anlamda dik olduğundan dolayı 〈V̂2
°
, V̂1〉∗ = 1. V̂1

°
(s) vektörü  𝑉̂2

°
(𝑠)  vektörüne çarpımsal anlamda dik 

ve 𝑉̂2
°
(𝑠)  vektörü 𝑉̂2 (s) vektörüne paralel olduğundan  

〈V̂1
°
, V̂2〉∗ = 1 dir. O zaman  〈V̂1

°
, V̂1〉∗

∗

= 1 elde etmiş oluruz. Bu da ispatı tamamlar. 

Teorem 5.4. (M, N) çarpımsal Bertrand eğri çifti olsun. M, N, sırası ile, (I, p), (I, k) koordinat komşulukları 

ile verilsin.  M eğrisinin eğrilikleri k1, k2 olsun. O zaman  
(M, N) çarpımsal Bertrand eğri çiftidir ⇔ ∃ex, ey ∈ ℝ∗ için ex.∗ k1+∗ey.∗ k2 dir.  

İspat: Bakınız [31]. 

Teorem 5.5. p: I →  E∗
3 çarpımsal eğrisi birim hızlı bir eğri ve eğrinin çarpımsal Frenet 3-ayaklısı  {V̂1, V̂2, V̂3} 

olsun.  p°: I →  E∗
3 çarpımsal eğrisinin çarpımsal Frenet 3-ayaklısı  {V̂1

°
, V̂2

°
, V̂3

°
} olsun. 

p ve p° bir çarpımsal Bertrand eğri çifti oluşturuyorsa ise 

V̂1
°

= ecosθ.∗ V̂1−∗esinθ .∗ V̂3  

V̂2
°

= V̂2  

V̂3
°

= esinθ.∗ V̂1+∗ecosθ .∗ V̂3 dir. 

 

6. Sonuç 

 

Bu çalışma, n boyutlu çarpımsal uzayda tanımlanan eğrilerin geometrik yapısını sistematik bir yaklaşımla ele 

almaktadır. Bu amaçla, uygun bir Frenet çatısı oluşturulmuş ve bu ortama özgü eğrilik büyüklükleri tanımlanarak 

eğrilerin incelenmesi için temel bir kuramsal yapı ortaya konmuştur. Ayrıca, involüt–evolüt eğrileri ile Bertrand 

eğri çiftlerinin çarpımsal geometri çerçevesinde ele alınması, klasik diferansiyel geometrinin birçok temel 

kavramının bu yeni yapıya uyarlanabileceğini göstermektedir. Elde edilen sonuçlar, çarpımsal diferansiyel 

geometrinin gelişimine katkı sağlamakta ve bu alanda gerçekleştirilecek yeni çalışmalar için sağlam bir başlangıç 

noktası oluşturmaktadır. 
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