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Oz: Bu galismada, n-boyutlu ¢arpimsal uzayda ¢arpimsal egri kavranm tanimlanms, bu egriler igin garpimsal Serret—Frenet
catis1 olusturulmus ve garpimsal egrilikler tanimlanarak bunlara iliskin temel teoremler verilmistir. Ayrica, n-boyutlu ¢arpimsal
uzayda involit—evoliit egrileri ile Bertrand egri ¢iftleri tanimlanmustir. Bunun yani sira, gelistirilen genel kuramin 6zel bir
durumu olarak {i¢ boyutlu ¢arpimsal uzay incelenmis; ilgili tanimlar yapilmis, temel sonuglar elde edilmis ve involiit—evolit
egrileri ile Bertrand egri ¢iftlerine iliskin karakterizasyonlar ve teoremler sunulmustur.

Anahtar kelimeler: Carpimsal egri, ¢arpimsal involiit ve ¢arpimsal evoliit egriler, carpimsal bertrand egriler, ¢arpimsal egrilik.
Space Curves and Special Curve Pairs in Multiplicative Calculus

Abstract: In this paper, the concept of multiplicative curves is developed in n-dimensional multiplicative space. A
multiplicative Serret—Frenet frame is constructed for these curves, multiplicative curvature functions are introduced, and their
fundamental properties are established through several theorems. Furthermore, the notions of multiplicative involute—evolute
curves and multiplicative Bertrand curve pairs are formulated within the n-dimensional framework. As a particular case of the
proposed theory, the three-dimensional multiplicative space is investigated, where the corresponding definitions, principal
results, characterization theorems, and fundamental properties of multiplicative involute—evolute curves and Bertrand curve
pairs are presented.

Keywords: Multiplicative curve, multiplicative involute and multiplicative evolute curves, multiplicative bertrand curves,
multiplicative curvature.

1. Giris

Carpimsal analiz, ilk olarak Michael Grossman ve Robert Katz tarafindan ortaya konmus olup literatiirde
Newton dist analiz olarak da bilinir. Klasik analizden farkli olarak bu yaklasimin temeli ¢arpimsal tiirev ve
carpimsal integral kavramlarina dayanir [1]. Bu alanin farkl tiirleri ve uygulamalari, Grossman ve Katz’in yani
sira Stanley, Campbell ve Jane Grossman gibi arastirmacilarin galigmalariyla gelistirilmistir [2—7].

Carpimsal analiz tek bir kuramsal yapidan olugmamaktadir. Literatiirde geometrik analiz (Geometric
Calculus), bigeometrik analiz (Bigeometric Calculus) ve bunlarin gesitli genellemeleri gelistirilmistir. Bu
calismada ise geometrik reel sayilar sistemi iizerine kurulu olan geometrik ¢arpimsal analiz (Geometric Calculus)
yaklagimi esas alinmigtir. Dolayisiyla bu makalede kullanilan tiim ¢arpimsal islemler, tiirevler ve geometrik yapilar
bu ¢ercevede ele alinmaktadir.

Daha sonra Bashirov ve digerleri, Bashirov ve Riza, Tekin ve Basar, Tiirkmen ve Basar bu teoriyi daha
sistemli ve analitik bir ¢erceveye oturtmustur [8—12]. Ayrica ¢arpimsal analizin karmasik degerli fonksiyonlara
genisletilmesi de bu ¢aligmalarla ele alinmustir.

Bu baglamda Cakmak ve Basar, Uzer ¢arpimsal yapilar altinda dizi uzaylari lizerindeki matris doniistimlerini
incelemistir [13-15]. Ayrica K. Boruah ve B. Hazarika geometrik reel sayilar sistemini tanimlamig ve geometrik
trigonometrik oranlar1 gelistirerek klasik trigonometrik fonksiyonlarla iligkilerini ortaya koymustur [16—18]. H.
Es ise farklt metrikler altinda ¢arpimsal hareketi ele almis ve dnemli sonuglar elde etmistir [19-22]. Ayrica S.
Nurkan, K. I. Giirgil ve M. K. Karacan geometrik analizde vektorel yapilar1 incelemistir [23]. S. Aslan, M. Bekar
ve Y. Yayli ii¢ boyutlu geometrik uzay ve carpimsal kuaterniyon kavramlarii tanitmistir [24]. A. Has ve B. Yilmaz
carpimsal analitik geometrinin temel prensiplerini ortaya koymus ve uzayda helis egrisini tanitmgtir. [25-26].
Misirli, Gurefe, S. G. Georgiev ve K. Zennir ¢arpimsal vektor uzaylari, i¢ ¢arpim uzaylar1 ve matris kavramlarini
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tammlayarak temel 6zelliklerini incelemistir [27-29]. Aydin, M.E., Dilmen, E., Yaman, G., Oklid uzayn ve bu
uzayda bulunan bazi ¢arpimsal yiizeylerin jeodeziklerini incelemislerdir [30].

Tiim bu g¢aligmalar, ¢arpimsal analizin ve buna bagl cebirsel ile geometrik yapilarin hizla gelistigini ve
matematikte giderek daha genis bir kullanim alan1 buldugunu gostermektedir.

2. Temel Bilgiler
2.1. Carpimsal reel sayilar

Carpimsal reel sayilar kiimesi
R, = {exp(y) = e¥: ¢4 € R},
seklinde verilir. R,, kiimesi iizerinde toplama iglemini +, ve ¢arpma islemi ., ile gosterilecektir. e¥,e® € R, i¢in
toplama islemi ve ¢arpma iglemi, sirasi ile, asagidaki gibi tanimlanir.
e¥+,e? = e¥t?  e¥ . e = e¥?
(R,,+., , .. ) kiimesi, toplama isleminin birimi e® = 1, ve ¢carpma isleminin birimi e! = e olan bir cisimdir. Simdi
carpimsal iglemler ile asina oldugumuz aritmetik iglemler arasindaki bagintiyr asagidaki gibi verelim. Her vy, 8 €
R, icin

1 1
YH8=Y8, y—.8=%, v.8=y"=8", y/5=yD, V5=e, 571 = elmd),
Buna ek olarak R, kiimesi iizerindeki asagidaki islemeleri de verilebilir,
e¥+,e8 =¥+ e¥ -, e =¢e¥8 e¥— 8 = eV 8, eV/.e® = e%, VeY = eV,

Pozitif garpimsal reel sayilar kiimesi R*, ve negatif ¢arpimsal reel sayilar kiimesi R™, kiimesini, sirast ile,
asagidaki gibi verebiliriz.
R, ={6eR,:8§>1} ve R, ={6 €R,:0 <5< 1}[29].
Tanim 2.1.1. x € R, 1n mutlak degeri
X eger x=>1
Ixl. = {i eger x<1
seklinde tanimlanir [29].

2.2. Carpimsal n- uzay

R™, = {p = (e#1,e?2,..,e#n): e#1,e#2,..,e#n € R,} € R".
R", kiimesi Uzerinde toplama islemi,
her p,4 € R",i¢in
p+.G = (e?1,e?2, ..., efn)+ (e%1,e%2, ..., %)
= (e?1+,e%,eP2+,e%2, +, ... +,ePn+ ein
= (9371‘*'%1’ ep2taz e}’n*’ﬂ)n)
seklinde tanimlanir. R", kiimesi Gzerinde skalar ¢arpma iglemi,
her e’ € R,, her p € R", i¢in
e, p =e"., (e#1,e?2,..,e#n)
= (e".,e”1, e, e”2, ... e, efn)
= (erih’ el’ﬁz’ ) erﬁn)
seklinde verilir.
{m; = (e,e% €Y ...,e%,m, = (e%e,e" ...,e%),m, = (e%e%e’..,e)}
kiimesi R™, nin standart tabamidir. R™, deki orijin noktasi ise
0=(e%e"...,e% = (1,1,1,...,1) dir.
Bu ¢alismada; R", de carpimsal i¢ garpim ¢, ), ile gosterilecektir.
Tanim 2.2.1. (R, Uzerinde i¢ garpim)
R™, de p = (eP1,eP1,...,ePn) ve T = (e, e2, ..., e™) vektorlerini goz Oniine alalim. Bu iki vektoriin ¢arpimsal
i¢ carpim
(D, 7). = ((eP1,eP2,...ePn), (e"L,e"2, ..., ™)),
= (eP1,, e")+,(eP2., e"2)+, ... +,(ePn,, e™)
= (eP1f1y eP2"24 ., + ePnin)
= eP1l1+Pzrz++Pnln
dir.
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Tamm 2.2.2. (R", lzerinde norm)

I#]l, = I/ (F,5), = eV +E2 4 +Gn)?
seklinde tanimlanir.
Tamm 2.2.3.
a; ERY (1 <1 < n)ve k; €R, skalarlar olsun.
ki a+.koa+, o+ kpwa, =1,
ifadesinde eger Vk; =1ise {a;,a,, ..., a,} kiimesi lineer bagimsizdir, ancak 3k; # 1 ise {a;,a,,...,a,}
kiimesi lineer bagimlidir denir.

2.3. Carpimsal vektorel carpim
Tamm 2.3.1. k = (eX1, k2, ek3) ve m = (e™1, e™2,e™3), k, i € R? olsun.
8; = (e, €% €9), &, = (e%¢e,e%),8; = (e°% €Y ¢e) olsun. &;, &, ve &; vektorleri R? uzayinm taban vektorleridir.

Simdi k ve m vektorlerin carpimsal vektorel carpimu asagidaki gibi verilebilir.

e & &

~ k k k k k k
RAR= ok ol ks =(|eem22 o .*é1)+*(—*|§m11 o .*é2)+*(|:m11 o &)
eM™ eMz M3l : ! :
= (ekzms—ksmz’ gksmi—kims okqm, —k2m1)
dir.
Onerme 2.3.1.

D kA, A, @) = (k @).., -k D)... @
2) (kAL D) A, 1) = (k M),., |- (], @),., k
Ispat. 1) in ispatin1 i¢in bak [31].
2) nin ispati:
(R A, i) A, 1’?1)) — (ek311m3—k1l3m3—k112m2+k211m2, ek112ml—kzllml—k213m3+k312m3, ek213m3—k312m2—k311m1+k113m1)
(k,m),.. I-. (0, @), k= ((e",ek2,ek) , (el1,e'2,e82) )., (€11, €'2, €12)
—.((el1,el2, 1), (™1, e™M2,e™3)), ., (X1, k2, €k3)
gerekli iglemler yapilirsa, istedigimiz sonuca variriz.
— (ek311m3—k113m3—k112m2+k211m2’ ekllzml—kzllml—kzl3m3+k312m3’ ek213m3—k3k2m2—k311m1+k113ml) ’
o halde
dir.

2.4. Carpimsal matrisler

Tanmim 2.4.1. Bilesenleri ¢arpimsal reel sayilar olan m X n tipindeki matrislerin kiimesi ¥, ., ile gosterilir
[29].

Tanim2.4.2 P = (5171]-) € Koxn VET = (ti]-) € K. mxn Sarpimsal matrisler ve ¢ € R, olsun. K, ;,xn kimesi
lzerinde toplama ve skalar ile carpma islemi, siras ile,
P+.T = (pytty) c. P = (cupy)

seklinde tanimlanir [29].
Tanmim 2.4.3. 1, € K, «x, carpimsal birim matris

e 1 .. 1
L= 1 e 1
1 1 - e/ pn

seklindedir. Burada garpimsal anlaminda sifir elemanini €® = 1 ve garpimsal anlamda bir eleman1 e! = e dir
[22].
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Tanmm 2.4.4. P = (;71]-) € Kumxn Ve T = (ti]-) € Kinxp carpimsal matrislerin carpimsal anlamda matris
garpimi
P.T=8=(85) € Kumxp
seklinde bir § ¢arpimsal matristir. Bu matrisin 8;; elemanlari
8ij = Lk=1(Pik-« tij)

dir [27].
_ (P11 P12
-T.al-nm 245 P = (;921 ;022)
matrisinin ¢arpimsal determinanti
det,P = P11w Paz—«P21+ P12 dir. Eger det,P # 1 ise P inversi vardir.

P nin inversi P~1* ile gosterilir ve
1

*2X2

P22 p
P~ = (e/.det,P)..| , 12

P P11

dir [29].
Tamm 2.4.6. P = (p;j) € K.yxn  carpimsal matrisi ortogonal ise

P.PT=PT.P=1,

dir [29].

2.5. Carpimsal tUrev ve ¢arpimsal trigonometrik fonksiyonlar

Tamm 2.5.1. Herhangi bir f fonksiyonunun x degiskenine bagl ¢arpimsal tlrevi f*(x) semboli ile ifade
edilir.
A € R, Uzerindeki tlim x degerleri igin f* (x) fonksiyonu igin
1
.. . . (fx+h)\k
f*:A>R,,f (x)_m(—f(x)) |
olarak tammlanir. Ayrica klasik tiirev ile carpimsal tiirev arasinda f*(x) = e jliskisi vardir [27].
Tamm 2.5.2. Carpimsal trigonometri fonksiyonlari ile klasik trigonometri fonksiyonlar1 arasindaki bagintilar
asagidaki gibidir.

sin,0 = e5"® 05,0 = e°°5® tan,0 = e®"® = sin,0/,cos,0 [17].
3. Carpimsal Oklid Uzayinda Egriler ve Frenet Formiilleri

p:l1-> ELICR,, t-pt) = (eP1®,eP2®, . ePn®)
biciminde (C**sinifinda) tanimlanan bu p doniisiimiine E} de bir carpimsal egri adlandirilir.
Tamm 3.1. ( Carpimsal birim hizh egri ) (I, p) koordinat komsulugu ile verilmis olan M ¢arpimsal egrisi,
birim hizli bir egri ise ||p*(s)||. = e dir.
Tamm 3.2. S = (p*, P ., p*(r)) sistemi lineer bagimsiz ve p*(k“) € Sp{(p*, PP, ... p*(r))}
ise S sistemine Gram-Schmidt ortonormallestirme metodunu uygulanabilir. O zaman;
Ey=p’ N
Ez =p” - p**—*((g**, El)i/*S\El’ E1)*)  Eq _ o _
_E3 =p™ = (P E2)/ (B2, E2)) = o= (p™™" E1)o/u(E1, E1)L) 0 By

Ei = p*(i)_* Zj<_i((p*(i): E)*/*(E]l E])*) "k E] y 1 <i S r,

olmak tizere {E;, E,, E;, ..., E,} sistemi carpimsal ortogonal sistemdir.

\71 = El/* E1”*
vz = Ez/* E2||*
\73 = Es/* E\3"*
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vr = TE:\r/* TE:\r”*
Gram-Schmidt yéntemi uygulanarak elde edilen {V,,V,,V;,...,V,} ortonormal sisteme carpimsal Serret-
Frenet
I ayaklis1 denir.
Ozel Hal:
n = 3 ozel hali i¢in
p:I - EE” p- p(t) = (epl(t)’ epZ(t)' ep3(t)
seklinde tanmimlanan p ¢arpimsal egrisi i¢in p*(t) = E; olmak iizere,
Vi(®) =p"(©/:llp"®Il.
carpimsal birim vektoriine egrinin ¢arpimsal teget vektor alani denir. Eger
p:I - EE, p- p(s) = (epl(s)’ epZ(S)’ epS(S) )
carpimsal egrisi yay parametresi ile verilmis ise ||p*(s)||. = e olacaktir. O zaman
Vi(s) =p*(s) veE; = p”"—.({p™, p")./(P", D)) . P
olur.
")l = e
(p*(s5),p"(s)). = e ifadesinin carpimsal anlamda her iki tarafin tiirevi alinirsa
(P (), " () +.(p"(s), P (s)). = 1
(P"(s),p"(s)). = 1
dir. O halde
EZ = p**_*((p**' El)*/*(EI' El)*) "k El
E, = p”"—.((p™, p")./(P" D)) . P

oldugu goriiliir.
V,(s) = Ez(s)/.[|E2(s)
=p~(s)/.llp ()l
vektorine ¢arpimsal asli normal vektor alani veya birim carpimsal asli normal vektor alam denir.
V5(s) = V,(s) A,V (s)
olarak tanimlandigindan
V3(s) = (p*(s) A. p* () /.llp™* (D).
bi¢iminde tanimli birim vektoriine ¢arpimsal binormal vektor alam denir. O zaman
V() = p(9),
V2(8) = p" (s)/:llp™ ()l
V3(s) = (" () As p™(8)) /. lIp™ ().
vektorlerinden olusan {Vy, V,, V,;} sistemine garpimsal Serret-Frenet 3-ayaklist adlandirilir.
Tamm 3.3. (I, p) koordinat komgulugu ile M garpimsal egrisi verilmis olsun. s € I ya karsilik gelen p(s)
noktalarindaki ¢arpimsal Frenet r-ayaklisi {V; (s), V,(s), V5(5s), ..., V.(s)} olsun. O halde
kil >R, 1<i<r
ki(s) = (V7(s), Vig1(5)).
seklinde tanimli k; fonksiyonuna M carpimsal egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu ve s € I i¢in k;(s) carpimsal
reel sayisina da p(S) noktasindaki M garpimsal egrisinin i-yinci egriligi denir.
Teorem 3.1. M € E! carpimsal egrisi (I, p) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. s € I yay parametresi
olmak (izere p(s) noktasinda ¢arpimsal i-yinci egrilik fonksiyonu k;(s) ve ¢arpimsal Frenet r-ayaklist
{\71/(\5), v2 (S)' v3 (S)' ot vr(s)} ise
1) %) = ki(s) - %) )
2) U () = —kiea(9) = Uea )+ (9) . Ta (), 1 S i < 7
3) Vi (s) = —kp—1(8) "« Vr_a(s)
dir.
Ispat: 1) V,(s) = p*(s) oldugundan
T (5) € Sy{p° (), p* ()} = S,{T1(5), T2(5))
dir. O zaman
Vi=cVi+.c;-. Vs, cp 00 ER,. (1)
Ayrica (V;,V;), = e oldugunu biliyoruz her iki tarafin ¢arpimsal anlamda tiirevi aliirsa
Vi, V), =1

l
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bulunur. Denklem 1° in esitliginin her iki tarafim V; ile carpimsal anlamda i¢ carpim yapilirsa
(Vikﬂvl)* = Cl "% (Vll V1>*+*C2 "k (V2:V1>*1 .
buradan ¢; = 1 oldugu goriiliir. Benzer sekilde denklem 1” in esitliginin her iki tarafimi V, ile ¢arpimsal anlamda
i¢ garpim yapilirsa
(VI, Vo) = c3 (Vo Vo)
= CZ = kl
elde edilir. Bu nedenle
Vi(s) = kq . Va(9),
dir.
2) Vi(s) = =kina(8) e Viei () +:Ki(8) w Vipa(s), 1 i<
esitligini timevarim yontemiyle ispatlayacagiz.
I. Adim: i = 2 igin teoremin dogru oldugunu gosterelim.
Va(s) = p(s)/.lIp™ ()l
oldugundan
V3 (s) € Sp{p™(5), P (5), ™" ()} = Sp{Vi(s), Vo (s), V5(s)}
\72* = C1 '« vl+*C2 "% \72+*C3 " \73, C1,Cp,C3 € R*.
yazilabilir. Buradan
€ = (Yz*'\ﬁ)* ==V, V). = =.kq,
CZ = <Y2*1Y2)* = 11
C3 = <V2*1V3)* = k2
olacagindan
V2(s) = =Ky () . Vi(s)+.ka(s) 4 V3(s)
elde edilir. O halde i = 2 igin teorem dogrudur.
II. Adim: { = m i¢in teoremin dogru oldugunu kabul edip i = m + 1 igin i¢inde dogru olacagini
gosterelim.
Vins1(5) € Sp{p*(8), p™ (), p™" (8), .., PT™HD, p B} = S, {V,(5), Vo (), V5(8), v, Vi (), V2 ()}
dir. i = m i¢in teoremi dogru kabul ettigimizden m den kiigiik biitiin i ler i¢in teoremi dogru kabul etmis olduk.
T5(8) = —ka(8) -, (&) +.ka(9) - V().
Vi(s) = —.Kk3(s) " Va(s)+.ka(s) - Vs(s)

Vino1(8) = —Kkm—2(8) * Vim—2(8) +.Km—1(5) “» Vin (5)

oldugunu kabul ettik. O zaman i = m + 1 igin

Vins1(s) € Sp{V1 (5), Va(s), V5(s), ..., Vm+1:Vm+2(5)}

ifadesinden

Vi1 = C11n+1v1+*c‘(2n+2V2+* et Vit et Vs He e Vi

yazabiliriz. Simdi ¢ , , katsayilarin1 hesaplayalim.

Y o m+1 RS
cme1 = (Ve V1) = =V, Vi) R R
dir. Diger taraftan teoremin ilk sikkinda gériiliiyor ki V;mn V., ; Uzerinde bileseni olmadigindan c},,, = 1dir.
1 = (Ve V2) = =V, Vi)

dir. V; nin yukaridaki ifadesine bakilirsa goriiliir ki V; nin V., iizerindeki bileseni 1 dir, Yani, cZ,,, = 1
dir. Boyle devam edilirse

cmiZ2 = 1ve ¢™1 = 1 oldugu goriiliir.

V41 nin ifadesinde bir (carpimsal sifir) olmak zorunda olmayan c™,,, c™}? bilesenleri kalir. Bu bilesenlerde
benzer sekilde

Cmi1 = —km V€ C.,",'::f =K1

olarak bulunur. O halde

Vier = —Km e Vit Kmst s Va2 1 <m+1<r

olur. Budurumda 1 < i < rigin

Vi (s) = —.ki_1 () . Vieg () +.ki(S) -2 Viga (5),

elde edilir.

3) p egrisinin ¢arpimsal tiirevleri arasinda en fazla r tanesi ¢arpimsal lineer bagimsiz olacagindan
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vl:k = Sp{p*; p**' p***’ ’p(r)}

ve

Splp®p™, . ™} =S, {(V, ¥, ., V.
oldugundan

Ve sy{VV,, .., V)

dir. O zaman

V=Y_¢.Vi,qeR,
olur. Bu durumda
C = (v:,v& = —*(Vi*,vr)* y1<i<r

i =rigin

C = (V:,Vr> =1

i=r—1igin

Vi' = = Ki_q  Vicg K Vi,
oldugundan

¢ = _*(_*ki—l;* vi—,\1+*ki "k vi+,1\' vr):&\
C = _*ki—l % (Vi—’l\' Vr>i_*ki Tk (Vi+1' Yf>*,\1 <i<r
Cro1 = =Kz (Ve Vil =K q i (Vi Vi)
Cro1 = —uKrp
olarak elde edilir. Benzer sekilde 1 < i <r—1ligindec; =1
oldugundan
Vi (s) = =K1 (8) s Vi (5)
elde edilir.
Sonug 3. 1.
ki(s) = llp™ ().
dir.
ispat:
%(s) = p(s)
Vi(s) =p™(s)
olur. O zaman
p(s) = lIp" ()l Va(s)
oldugundan dolay1
Vi(s) = llp" (Ol - Va(s)
elde edilir. Tanim 3.3 den dolay1
™ ()l = (Vi(s), V2 ()« = Ky(s)
olur.
Ozel Hal:
n = 3 icin asagidaki tamim ve teoremler verilebilir.
Tamm 3.4. p:1 —» E2 olacak sekilde tamimlanan p ¢arpimsal birim hizl egrisi i¢in
kyi(s) = llp™ ().
degerine p(s) egrisini s noktasindaki ¢arpimsal egriligi denir.
Teorem 3.2.
p:I - EE" S - p(s) = (epl(s)’ epz(S), ep3(s))
birim hizli ¢garpimsal egrisinin p(s) noktasindaki ¢arpimsal Frenet ayaklisi {\71, v, V3} varsayalim. O zaman
U (9) =k () . V(5
VZ (S) = _*kl(s) "x Vl(s)+*k2(s) " V3(S)

V() = —ka(s) -, Va(s)
dir. Esdeger olarak ¢arpimsal Frenet denklemleri

v, 0 k, O v
vz* = <_*k1 0 k2> "k vz
v?’* 0 _*kz 0 v3

seklinde verilir.
Tamim 3.5. E2 verilen p ¢arpimsal birim hizli bir egri olsun bu durumda

87



Carpimsal Geometride Uzay Egrileri ve Ozel Egri Ciftleri

—*(\73*(5)'\72(5))* =Kk, (s)
bagintist mevcuttur. Burada k,(s) ye egrinin s-noktasindaki ¢arpimsal burulmasi denir. Burulma fonksiyonu k.,
egrinin oskiilator diizleminden ayrilma miktarim ifade eder.

Teorem 3.3. p:1 » E2 carpimsal egrisi yay parametresi ile verilmis olsun. Egrinin ¢arpimsal Frenet vektor
alanlar1 V;, V,, V; olduguna gére,

\72 A* \73 = vl
\73 /\,‘= \71 = \72
dir.

Ispat: Onerme 2.3.1 den
VLAV =V A (VAT = (V, V), Vi—(V,, V), V, =V,
LAV = (A T) ATy = (0 0y Ty (T, 0)n 0 = T,
olarak elde edilir.
Teorem 3.4. p:1 > E3 ,t - p(t) = (eP1®, eP2(V eP3(V))
carpimsal egrisinin ¢arpimsal Frenet 3-ayaklisi {\71, v, V3} olsun. Egrinin ¢arpimsal egrilik ve burulmasi k, ve k,
olsun. [|[p*|l. = 9 oldugu diisiiniiliirse
V, =9,k .V,
VZ =9 "k (_*kl "k v1+*k2 "k \73)
Vv, =-9.k, .V,

Teorem 3.5. p:1 > E2 carpimsal egrisi birim hizli bir egri olmasin. Bu egrinin garpimsal Frenet ayaklist
Vi, V,, V5} ise
Vo =p /.
Vi =p A pT Ll A pTL
V, =V3A Y
dir. p ¢arpimsal egrisinin ¢arpimsal birinci ve ikinci egrilik fonksiyonlar
ky = [lp" A p™Il./.lIp7II2

kZ = (p* A, p**’ p***)*/*”p* A, p**“z
dir.

4. Carpimsal involiit (Basit) ve Carpimsal Evoliit (Mebsut)

Tanmm 4.1. M,N € E} carpimsal iki egriyi goz oniinde bulunduralim. M, N ¢arpimsal egrileri, sirasi ile,
(I, p), (k) koordinat komsuluklar1 verilsin. p(s), k(s) noktalarinda M, N ¢arpimsal egrilerinin ¢arpimsal teget
vektorleri siras1 ile, V;(s) ve V;(s) olsun. Her s € I icin M, N garpimsal egrilerinin teget vektorleri carpimsal
anlamda dik ise yani
(Vi(s), Vi(9). = 1
ise N carpimsal egrisine M ¢arpimsal egrisinin involuti,M c¢arpimsal egrisine de N ¢arpimsal egrisinin evoliiti
denir.
Teorem 4.1. M,N € E} ¢arpimsal iki egri olsun (I,p), (I, k) komsuluklari ile verilsin. Eger N ¢arpimsal
egrisi M ¢arpimsal egrisinin involiitii ise
d.(p(s),k(s)) = |c — s|,, her s € 1 ve ¢ = carpumsal sabittir.
Ispat: k(s) = p(s)+.e®., V,(s)
yazilabilir. Béylece s € I nin p igin yay parametresi oldugu kabul edilirse
(d*k/*d*s) = \71(5)+*(e‘p)*.* vl (S)+*e(p-* kl (S)'* \72 (S)
yazilabilir.
(d.k/.d,s) = S,{ Vi (s)}
oldugu g6z oniine alinarak
(Vi(s).Vi(s)). =1
sonucuna ulagilir. Buradan
et (e?) =1= (e®)" = —,e = e®? =~ 5*¢
veya
e® = |c — s|, her ¢ = ¢arpimsal sabit oldugu goriiliir. Diger taraftan
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d.(p(s), k() = IIk(s) = pS)ll. = [[e®.. V)],
= |c—s|,
bulunur.
Sonug 4.1. k” carpimsal egrisi k carpimsal egrisinin involiitl, ¢ carpimsal reel say1 olmak iizere
k'(s) = k(s)+.(—.5+.0)..
dir.
Teorem 4.2. k™ carpimsal egrisi k ¢arpimsal egrisinin involiitii varsayalim. k* garpimsal egrisinin Frenet
vektorleri V;,V, ,V; olduguna gore,

\710 = VZ

\7; = (_* kl/*:’klz*'i_*kzz*)'* v1+*(k2/** k12*+*k22*)'* v3
v = (kz/**/k12*+*k22*).*vl+*(k1/,f k2 +.k,%).. Vs

dir.

Teorem 4.3. M,N € E olarak verilen ¢arpimsal involiit- evoliit egriler, sirast ile, (I, p), (I, k) koordinat
komguluklar ile verildigini kabul edelim. s € I parametresine gére p(s) € M ve k(s) € N noktalarinda, M ve N
carpimsal egrilerinin, sirasi ile, carpimsal Frenet r-ayaklilari
(V1(5), V5(5), V5(5), ..., Vi(s)Ive {V;(s),V;(5), V5(s),...,V;(s)} oldugunu varsayalim. M nin carpimsal egrilik
fonksiyonlar1 k;(s), N nin carpimsal egrilik fonksiyonlar1 k;(s) olsun (1 < i < r — 1). Bu egrilik fonksiyonlar1
arasinda asagidaki iliski mevcuttur.
kD (s) = ki ()+.k3"(5))/. (ki*(5)... (c—.8)*).

Onerme 4.1. M,N € E2 carpimsal involiit- evolit egrileri verilsin. N, ¢arpimsal egrisi M carpimsal egrinin
invol(itii olsun. M carpimsal egrisinin egrilikleri k; ve k, ve N carpimsal egrisinin egrilikleri k; ve k; ise
lglz = (ki k3 =K1 ko) kg (K +.k3) (c—.5)

Ir.

Ornek 4.1. Diizlemsel bir carpimsal egrinin Evoliitleri birer helistir.

Coziim 4.1. Once p carpimsal egrisinin diizlemsel ve p nin evolitiide olan k ¢arpimsal egrisinin diizlemsel
olmasi halini inceleyelim. Bu durumda
Vi(s) = Vy(s)
dir. O zaman
p(s) = k(s)+.a. V,(s), a € R,

p(s) = k() +.a.. U5 (s).

= K(s) = p(s)—.a.. Vi (s). A A
Vi.. (d,s/.d,s) = Kk*(s) = Vi(s)—.a".. Va(s)+. a., ki(s) . Vi(s)
<v;'v1)* =1

olmas1 nedeniyle

e+, a., ki(s)=1

a=—.e/.k(s)

elde edilir. O zaman

k(s) = p(s)+.(e/.k1(5))-. Va(5)

elde edilir.

Bu duzlemsel p ¢arpimsal egrisinin evoliitesi olan k egrisinin egrilik merkezlerinin geometrik yeridir.

Simdi k ¢arpimsal egrisi diizlemsel bir egri midir?

P ¢arpimsal egrisi diizlemsel oldugundan dolay1 k, = 1 olur. O zaman &nerme 4.1 bagintisindan
k3 = 1 oldugu gériiliir. O halde k egrisi ¢arpimsal bir diizlemsel egridir.

Simdi de p carpimsal egrisi diizlemsel olsun. Evolutl olan k carpimsal egrisi diizlemsel olmamasi halini
inceleyelim. Bu durumda
k(s) = p(s)—.a.. V()

Vi(s) = V,., (d.s/.d.s)—.a. Ky o Vs +,V;
buradan da

Vi, (ds/.d.s)—a.k, .V, =1

elde edilir. Bu durumda

V=4V,
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dir. O halde
h = (v;,vl A* VZ>*
h* = d*h/*d*s = (klo.* v;.* (d*SQ/*d*S), \71 /\* \72)*+* (\71 ) (kl'* \72) A* ‘72+*\71 A* (_*klvl))*

=K, . (d,s’/.d,8). (V5, U, A, V),

=k, .. (d,s’/.d,s).. det,(V;,V,, V,)

=1,
h* = 1 olmasi nedeni ile h sabittir. O halde k ¢arpimsal egrisinin ¢arpimsal hiz vektorii , p ¢arpimsal egrisinin
diizleminin bir carpimsal normali ile daima g¢arpimsal sabit a¢1 yapmasi nedeni ile k ¢arpimsal egrisi bir ¢arpimsal
helistir. O halde p ¢arpimsal egrisinin diizlemsel olmayan evolitleri birer ¢arpimsal helis egrileridir.

Carpimsal Helis i¢in bakiniz [25].

5. Carpimsal Bertrand Egri Cifti

Tamm 5.1. E! de verilen M, N ¢arpimsal egrilerini ele alalim. Bu egrilerin, sirasiyla , (I, p), (I, k) koordinat
komsuluklari ile verilsin. Her s € Iigin M, N ¢arpimsal egrilerinin asli normal vektorleri lineer bagimli ise (M, N)
egri ikilisine bir ¢arpimsal Bertrand egri ¢ifti denir.

Teorem 5.1. M, N carpimsal egrileri ¢arpimsal Bertrand egri ¢ifti oldugunu varsayalim ve bu egrilerin,
sirastyla, (I, p), (I, k) koordinat komsuluklar1 ile verildigini kabul edelim. O zaman her s € I i¢in
d.(p(s),k(s)) = carpumsal sabittir.

Ispat:

k(s) = p(s)+.a.. V;(s) ,a ER,
M egrisinin yay parametresi s ve N egrisinin yay parametresi s~ olsun.
(d,s’/.d,s)., Vi (s) = (e—,a(s).. k1 (5)).x Vi(s)+.a"(5).. V2 (5)+.a(S) .. K5 ()., V5(5)
yazabiliriz. {\72 (), V, (s)} carpimsal lineer bagimli oldugundan
(Vi(9), V(). =1
dir. Dolayistyla her s € L'igin a*(s) = 1 = a(s) = ¢arpimsal sabit oldugu goriiliir. Diger taraftan
d.(p(s),k(s)) = [Ik(s) = p)Il. = [|a(s).. 9)]|, = lla()]l.,
her s € ligin
d.(p(s),k(s)) = carpumsal sabittir.

Teorem 5.2. k” carpimsal egrisi k ¢arpimsal egrisi ile ¢arpimsal Bertrand egri cifti ise
k' =p+,r.V,, reR,
dir.

Ispat:
ki1 - E3
carpimsal egrisi birim hizli bir egri olsun. O zaman
k'(s) = p(s)+.£(5).. V2 (s)
seklinde yazilir. k (s) egrisinin ¢arpimsal anlamda tirevi alinirsa
(KY() = PO+ ) L) +.6(5).. V5 (5) i
= V) (6 B+, (—ki(5) - O+ () - To)

(k) (8) = (e—.f(5) ke (). Vi () +.£(8) . Vo () +.£(5).. ko (5) -, Vs(s)
elde edilir. ((k)*,V,), = 1 den dolay: f* = 1 elde edilir. O halde p fonksiyonu sabit fonksiyondur. f = r alinirsa
ispat tamamlanmis olur.

Sonug 5.1. k” carpimsal egrisi ile k garpimsal egrisi carpimsal Bertrand egri cifti ise
&) = (e—.r k) Vi+, 4,1, Kky o, Vs,

Teorem 5.3. k' ve k carpimsal Bertrand egri giftlerinin karsilikli noktalardaki ¢arpimsal teget vektorleri
arasindaki aginin 6l¢iisii sabittir.

Ispat: (V, ,V}), =1
oldugu gosterilirse ispat tamamlamuis olur.

((vl 'vl)*) = ((vl ) lvl>* +* <\71 ) (\71)*>*
= <8°'* kol* \720’ vl)* +* <v1 !kl ;* \72)*
= 1()Q-* k;* (vz tvl)* +.Kq . (vl :\72>*
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Buradan \720(3) ve V, (s) carpimsal vektdr alanlar1 paralel ve V, (s) carpimsal vektorii V,(s) vektoriine
carpimsal anlamda dik oldugundan dolay: (V, ,V,), = 1.V, (s) vektorii V, (s) vektoriine carpimsal anlamda dik
ve V, (s) vektorii V, (s) vektoriine paralel oldugundan

(V,",%,), = 1dir. O zaman (¥, ,¥,). = 1 elde etmis oluruz. Bu da ispati tamamlar.
Teorem 5.4. (M, N) ¢arpimsal Bertrand egri ¢ifti olsun. M, N, sirast ile, (I, p), (I, k) koordinat komsuluklari
ile verilsin. M egrisinin egrilikleri k4, k, olsun. O zaman
(M, N) garpimsal Bertrand egri ¢iftidir & 3e*,e¥ € R, i¢in e*., k,;+,€Y., k, dir.
Ispat: Bakiniz [31].
Teorem 5.5. p: 1 > E3 carpimsal egrisi birim hizl1 bir egri ve egrinin ¢arpimsal Frenet 3-ayaklist {\71, v, \73}
olsun. p’:1 > E2 carpimsal egrisinin garpimsal Frenet 3-ayaklist {\710, \720, \730} olsun.
p ve p’ bir carpimsal Bertrand egri gifti olusturuyorsa ise
Vlc = @C0s8, Vr eSiné VS
v2c = v2
V3 = eSine.* V1+*ecose.* V3 dlr

6. Sonug

Bu ¢alisma, n boyutlu ¢carpimsal uzayda tanimlanan egrilerin geometrik yapisini sistematik bir yaklasimla ele
almaktadir. Bu amagla, uygun bir Frenet ¢atisi olusturulmus ve bu ortama 6zgii egrilik biiyiiklikleri tanimlanarak
egrilerin incelenmesi i¢in temel bir kuramsal yapi1 ortaya konmustur. Ayrica, involiit—evoliit egrileri ile Bertrand
egri ¢iftlerinin ¢arpimsal geometri gergevesinde ele alinmasi, klasik diferansiyel geometrinin birgok temel
kavramimin bu yeni yapiya uyarlanabilecegini gostermektedir. Elde edilen sonuglar, ¢arpimsal diferansiyel
geometrinin gelisimine katki saglamakta ve bu alanda gergeklestirilecek yeni ¢alismalar igin saglam bir baslangi¢
noktas1 olusturmaktadir.
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