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 G=S(1), G=S(2) ve alt Grubları için G- Yörüngeler 
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ÖZ 

(G, * ) bir grup, X bir küme olmak üzere XG :  etkisi verilsin. Bir Xx  noktası için  GggxGx    :   
kümesine 

x elemanının G- yörüngesi denir. (G, * ) bir grup olmak üzere bir Xx  elemanının kendisini içeren en küçük G-

invaryant altküme x’in G-yörüngesidir. Bu çalışmada Benzerlik grubu G = S(n) ve tüm alt grupları için n=1 ve n=2 

durumlarında G- invaryant alt uzaylar olan G- yörüngeler elde edilmiştir.     
Anahtar Kelimeler: Benzerlik grubu, G- invariant altküme, G- yörüngeler  

 

The G- orbits for G=S(1), G=S(2) and their Subgroups  

ABSTRACT 

Let (G, * ) is a group and X is a nonempty set and let group action XG :  are given. For any point Xx  the set 

 GggxGx    :   
is called G- orbits of the element x.  Let  (G, * ) is a group then, the smallest G- invariant subset  

containing Xx   is G- orbit of x. In this paper G-orbits of the similarity group S(n) and all subgroups of it in case 

n=1 and n=2, which are G- invariant subspaces therewithal, are obtained.      
Keywords: G- invariant subsets, G- orbits, Similarity group 

 

 

GİRİŞ  

Bir G dönüşüm grubunun herhangi bir küme üzerine 

etkisi G:X ile gösterilir. Bu etkiye G grubun X üzerinde 

hareketi de denir. Bir Xx  elemanının G nin tüm 

dönüşümleri altındaki görüntülerinin kümesine x 

elemanının G- yürüngesi denir. (G, * ) bir grup olmak 

üzere bir Xx  elemanının kendisini içeren en küçük 

G-invaryant altküme x’in G-yörüngesidir ve bir G-

invaryant altküme eğer bir noktayı kapsıyorsa onun 

yörüngesini de kapsamaktadır. İnvaryant altuzayların 

bulunması probleminin matematikte oldukça yaygın bir 

kullanım alanı vardır. Özellikle operatör teoride Hilbert 

uzaylarda ve tam sürekli operatörler için ve nonlineer 

diferensiyel denklemlerin çözümlerinde kullanılan bir 

kavramdır [12-15]. 

Yörünge uzaylarının invaryant teoride pek çok alanda 

çalışıldığı görülür [1, 2, 10]. O(n) grubu için noktaların 

tam invaryant sistemini 1897 de E. Study vermiştir. 

Daha sonra bunu Hermann Weyl geliştirmiştir [16].  

1988 de, Djavvat Khadjiev, R. Aripov tüm öklid 

hareketlerinin grubu E(n) için bu problemi çözmüştür 

[17]. Daha sonra Weyl gösterimleri çok çeşitli alanlara 

uygulanmaya başlamıştır. Biyolojide bakterilerin 

sınıflandırılmasından, insanların kavramları algılama 

problemlerine kadar bir çok alana bu uygulamalar 

genişletilmiştir. Örneğin, E. Cassier [18], 

transformasyon grubunun invaryantlarını, algısal 

karakterizasyonlar olarak vermiştir. Daha sonra 

Hoffman [19,20] Lie transformasyon grupları ve Lie 

cebirlerine dayalı olarak algı teorisini geliştirmiştir. 

Bunları Chan ve Chan [21,22] ve Leyton [23] takip 

etmiştir. Invaryant parametrizasyon ve eğriler teorisi ile 

ilgili diğer çalışmalar [24-29] gösterilebilir. 
 

MATERYAL ve YÖNTEM 

Tanım: (G, * ) bir grup, X bir küme ve 

 G X  (g, x) ;  g G, x X     olmak üzere   

: G X X    dönüşümü verilsin.  Eğer, 

 

    

 

1 2 1 2 1 21.    , , * , ,     g ,   ve ;

2.    ,  ,         e, G    nin birim elemanı, 

g g x g g x g G x X

e x x x X ve

  



    

  

  

ise    dönüşümüne G grubunun X kümesi üzerindeki 

etkisi denir. Bu etki XG :  ile   , xg  ifadesi de gx 

ile belirtilir. 

Örnek 

















 RLHG 




,0,

0

0
)2(   kümesini 

alalım. Bu küme,  matrislerin çarpma işlemine göre bir 

gruptur. G grubunun X = R
2
 üzerindeki 2: RG  etkisini, 
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yani g matrisinin x sütun matrisi ile çarpımı olarak 

tanımlayalım. Gerçekten bu bir etkidir: Her 
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dır.  

 G bir grup olmak üzere, 
11 : XG  ve 

22 : XG  de G grubunun verilen X 1 ve X 2 kümeleri 

üzerindeki iki etkisi olsun.  

  22112121 ,:, XxXxxxxXX   olmak üzere  

 

          
1 2 1 2

1 2 1 2 1 1 2 2

: G X xX X xX

     g, x , x g, x , x g, x , g, x

  

   

 

dönüşümü de bir etkidir. Bu etkiyi 
21: xXXG  ile 

göstereceğiz. Şimdi bunun bir etki olduğunu gösterelim: 

1   ve  2  birer etki olduklarından, 

               

      
    

1 2 1 2 1 1 2 1 2 2 2 1 1 2 1 2 2 2

1 1 1 2 1 2 1 2 2 2

1 1 2 1 2 1 2 2

1     

                                       

                                       

                 

. g , g , x ,x g , g ,x , g ,x g , g ,x , g ,x

g , g ,x , g , g ,x

g g ,x , g g ,x

         

    

  

  

           

1 2 1 2

1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2

                      

2.      ;       X xX   ve     G birim eleman. 

g g , x ,x

e, x ,x e,x , e,x x ,x x ,x e

 

       

 

Örnek: G=LS(1) olmak üzere , RG :1   öyleki 

rxxr ),(1  ve RG :2   öyleki xrxr 2

2 ),(   verilsin. 

  RxRxxxRxRR  2121

2 ,:,  olmak üzere  

          

2 2

1 2 1 2 1 1 2 2

: G R R

     r, x , x r, x , x r, x , r, x

  

   

 

dönüşümü de bir etkidir. Şimdi bunun bir etki olduğunu 

gösterelim: 1  ve 2  birer etki olduklarından, 
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dır.  

 Bir : G X X    dönüşümüyle verilen bir 

etkide  Gg   elemanını seçip sabitlediğimizde  

 
: G X X

     (g, x) (g, x) gx

  

 
 

dönüşümü  

 
(g,.)

(g,.) : X X

            x (g, x) gx

 

 
 

dönüşümüne indirgenmiş olur.  

Tanım: G bir grup olmak üzere , 11 : XG  ve    

22 : XG  de G grubunun verilen X1 ve X2 kümeleri 

üzerindeki iki etkisi olsun. Eğer, 21: XXF    

birebir ve örten dönüşümü,  
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diyagramı değişmeli olacak şekilde ya da  

    FggF  ,.,. 21    eşitliğini sağlayacak biçimde 

bulunabilirse  1 ve  2 etkilerine denktir denir. 

Örnek: )2(LHG   olsun. G grubunun 
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1 :),( RxyyxX   ve   2
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kümeleri üzerindeki etkileri 
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olarak verilsin. Bu durumda bir 21: XXF   

dönüşümü olarak ),(),( xyyxF   alınabilir. F,  

birebir ve örten bir dönüşümdür. Buna göre;  

    

21

21

21

             

,.,.

            

XX

XX

F

F







  

               xyyxFyxFyxFyxF  ,,,,,,.,,. 111   

öte yandan  

 

                xyxyxyyxFyxF  ,,,,,.,,.,,. 2222 

 

olur. Böylece bu diyagramın değişmeli olduğu görülür. 

Buna göre bu iki etki denktir. 

 

G- Denk Noktalar ve G- Yörünge 

Tanım: G bir grup ve XG :  etkisi verilmiş olsun 

Eğer  h H   ve  g G   için Hgh  ise 

XH   altkümesine G-invaryant altküme denir. 

Bu tanımda H olarak   XxH  0  alındığında; 

g G   için 0 0gx x  ise bu 0x  noktasına G-

invaryant nokta denir. 

Tanım: XG :  verilsin. Bir Xx  noktası için  

  GggxGx    :   

kümesine x elemanının G-yörüngesi denir. 

Önerme: XG :  etkisi verilmiş olsun. Keyfi Xx  

elemanının G- yörüngesi bir G-invaryant altkümedir. 

İspat: Xx  elemanının G- yörüngesi 

 GggxGx    :   dir. Şimdi XGx  in bir G- 

invaryant altküme olduğunu gösterelim. Bunun için her 

Gxy  ve her Gg   için  Gxgy  olduğunu 

göstermeliyiz. Gxy  olduğundan Gg  1  öyleki 

xgy 1  dir. Buna göre  xgggy 1  yazabiliriz. 

Etkinin tanımından    xggxgg 11   dir. G bir grup 

ve  Gggg  1*  olduğundan Gxxggy  *  

dir.  

Önerme: XG :  etkisi verilmiş olsun. Keyfi bir 

Xx  elemanının G- yörüngesi Gx  olmak üzere 

Gx  -in kendisinden farklı G-invaryant altkümesi 

yoktur. 

İspat: GxH    alalım ve H, G-invaryant altküme 

olsun. GxH   olduğunu gösterelim. e,  G nin birim 

elemanı olmak üzere exx   ve Ge  olduğundan 

Gxx  dir. Hy  olsun. Bu takdirde Gg  1  

öyleki Hxgy  1  dir. H, G-invaryant altküme 

olduğundan her Gg   için    Hxgggy  1   dir. 

O halde 
1

1


 gg  için de doğrudur. Dolayısıyla,   

    Hxxggxgggy 


1

1

11

1

1
 dir. Hx  

ve H, G-invaryant altküme ve her Gg   için  

Hgx  olduğundan HGx   dir. Buradan 

HGx   elde edilir.  

Burada bu önerme ile şu gösterilmiş oldu: bir G-

invaryant altküme eğer bir noktayı kapsıyorsa onun 

yörüngesini de kapsamaktadır ve bir elemanın kendisini 

içeren en küçük G-invaryant altküme o elemanın  

yörüngesidir. Yani bir Xx  için x- i kapsayan en 

küçük G-invaryant altküme Gx dir.  

Sonuç: Keyfi  a Gx   için Ga Gx  dir.  

İspat: Önceki önermelerden kolayca görülebilir.  

Önerme: G bir grup ve XG :  etkisi verilmiş olsun. 

Xyx ,  ( yx  )  noktalarının yörüngeleri Gx ve Gy  

ler olmak üzere GyGx   ise, GyGx   dir. 

Başka bir ifade ile GyGx   ise GyGx  dir. 

İspat:  Varsayalım ki GyGx  olsun. Bu 

takdirde a Gx Gy   elemanı mevcuttur. Bir önceki 

Sonuç’a göre  Ga Gx  ve Ga Gy  dir.  

Dolayısıyla Gx Gy  dir.  

Tanım: G bir grup ve XG :  etkisi verilmiş olsun. 

Eğer, Gg  öyleki 12 gxx   ise Xxx 21,  
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noktalarına G-denk noktalar denir. Bu noktaların G- 

denk olması  
21 ~ xx

G

  şeklinde gösterilir. 

Önerme:  Noktaların G- denklik bağıntısı bir denklik 

bağıntısıdır. 

İspat: 1. 
11 ~ xx

G

 dir. Çünkü e, G nin birim elemanı 

olmak üzere  11 exx   dir.  

          2. 
21 ~ xx

G

 olsun. Bu takdirde bir g G  vardır 

öyleki,  12 gxx   dir. Bu durumda 

11

1

2

1 )( xxggxg  
  olacağından

12 ~ xx
G

 dir.  

          3.  
21 ~ xx

G

 ve 32 ~ xx
G

 olsun. Buna göre bir 

1g G  vardır,  öyleki 112 xgx   dir ve bir 2g G  

vardır öyleki, 223 xgx   dir. O halde    

   xggxggx 12123   ve Ggg 12  

olduğundan 31 ~ xx
G

 dir. Dolayısıyla 
G

~  bağıntısı bir 

denklik bağıntısıdır.  

 Böylece bir elemanın 
G

~  bağıntısına göre denklik 

sınıfları o elemanın G- yörüngeleridir. Bu 
G

~  bağıntısı 

kümenin elemanlarını arakesitleri boş olan denklik 

sınıflarına ayırmaktadır.   

 

Şekil 1. X kümesinin elemanlarının 

G

~  bağıntısına göre 

yörüngeleri. 

 

TARTIŞMA ve SONUÇ 

 

Benzerlik Grupları  İçin  G- Yörüngeler 

Bu çalışmada benzerlik grupları denince, benzerlik 

dönüşümlerin grubu ve bu grubun tüm alt grupları 

anlaşılacaktır. Şimdi n boyutlu uzayda benzerlik 

gruplarını ifade edelim. 

1-  Tnn gggxxfRRfnO  1;)(:)(  

2-  1det;;)(:)( 1   ggggxxfRRfnSO Tnn  

3-  nnn RbbxxfRRfnTr  ;)(:)(  

4-  nnn RbnOgbgxxfRRfnE  );(;)(:)(  

5-  nnn RbnSOgbgxxfRRfnSE  );(;)(:)(  

6-  0;)(:)(  xxfRRfnLH nn  

7-  nnn RbbxxfRRfnH  ;0;)(:)(   

8-  0);(;)(:)(   nOggxxfRRfnLS nn  

9-  0);(;)(:)(   nSOggxxfRRfnSLS nn  

10-  nnn RbnSOgbgxxfRRfnSS  ;0);(;)(:)(   

11-  nnn RbnOgbgxxfRRfnS  ;0);(;)(:)(   

 

Şimdi tüm bu  grupların n = 1 durumunda R deki, n = 2 

durumunda da R
2
 deki G-yörüngelerini bulalım: 

 

1- SO(1) : R etkisini alalım. Bu etki gx  biçiminde iki 

reel sayının çarpımı olarak verilsin. SO(1) = {1} 

olduğundan bu etki xx ),1(  olur. Buna göre  

Teorem: bir Rx  elemanının SO(1) yörüngesi  

 xGx   dir. Yani SO(1) R yi tek noktalı 

yörüngelere ayırır.  

Böylece R de sonsuz sayıda SO(1)- yörünge 

mevcuttur. 

                               

 

Şekil 2. R nin SO(1) yörüngeleri 

 

2- O(1) : R  etkisini alalım. Bu etki  gx  biçiminde iki 

reel sayının çarpımı olarak verilsin. O(1) = {-1, 1} 

olduğundan bu etki xx ),1(  ya da  

xx ),1( biçiminde olur. Buna göre 

Teorem: Bir Rx  elemanının O(1) yörüngesi  

 xGx   dir. Yani O(1),  R yi en fazla iki 

noktadan oluşan yörüngelere ayırır. O halde 

yörüngeler, 
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0

00

xx

x
Gx  

dir. 

 

Şekil 3. R nin O(1) yörüngeleri 

3- SE(1) : R  ve Tr(1) : R etkilerini alalım. Bu etkiler  

Rbbxx  ,  )(  biçiminde olur. Buna göre 

Teorem: Bir Rx  elemanının SE(1) yörüngesi   

R  nin kendisidir.  Yani RGx   dir. 

                   

 

Şekil 4. R nin SE(1), E(1), Tr(1), H(1),SS(1), S(1) yörüngesi 

 

4- E(1): R etkisini alalım. Bu etki  Rbbxx  ,  )(    
 

ya da   Rbbxx  ,  )(  biçiminde olur. Buna 

göre  

Teorem: Bir Rx  elemanının E(1) yörüngesi 

de  R nin kendisidir.  Yani RGx   dir. 

 

5- LH(1): R etkisini alalım. Bu etki gx biçiminde iki 

reel sayının çarpımı olduğundan bu etki 

0,  )(   xx  olur. Buna göre  

Teorem:  Bir Rx  elemanının LH(1) yörüngesi   

  

















0,),0(

0  ,      0

0,)0,(

x

x

x

Gx  

 dir. Yani LH(1),  R yi 3 yörüngeye ayırır.  

 

 

Şekil 5.  R nin LH(1), SLS(1) yörüngeleri 

 

6- H(1): R etkisini alalım. Bu etki  

Rbbxx  ,0,  )(   olur. Buna göre 

Teorem: Bir Rx  elemanının H(1) yörüngesi  

R nin kendisidir. Yani RGx   dir.  

 

7- LS(1): R etkisini alalım. Bu etki  

0,  )(   xx  biçiminde olur. Buna göre  

Teorem: Bir Rx  elemanının LS(1) yörüngesi   

  
 
 









00

00

xR

x
Gx  

 dir. Yani LS(1),  R yi 2 yörüngeye ayırır.  

 

 

Şekil 6. R nin LS(1) yörüngeleri 

 

8- SLS(1): R etkisini alalım. SLS(1)  ve LH(1)  

çakışır. Buna göre  

Teorem: SLS(1)- in R deki yörüngeleri  LH(1)  in 

yörüngeleri ile aynıdır. 
  

9- SS(1) : R etkisini alalım. SS(1)  ve H(1)  çakışır. 

Buna göre   

Teorem: SS(1) - in R deki yörüngeleri H(1)  in 

yörüngeleri ile aynıdır.                   

                                  

10- S(1): R etkisini alalım. Bu etki  

0,,  )(   Rbbxx  biçiminde olur. 

Buna göre  

Teorem: Bir Rx  elemanının S(1) yörüngesi 

de  R nin kendisidir. Yani RGx   dir. 

  

11- SO(2) : R 
2
 etkisini alalım. Bu etki 

)2(
cossin

sincos
SOg 







 




  ve  2

2

1
R

x

x
x 










 

olmak 

üzere  


















2

1

2221

1211
)(

x

x

gg

gg
x   biçiminde olur. Buna 

göre  

Teorem:  Bir 
2Rx  elemanının SO(2) yörüngesi  

   










)0,0(      r  ),,0(

)0,0(                                 ),0,0(
2

2

2

1 xxxrC

x
Gx                             

dir. Yani SO(2), R
2
 yi orjin ve orjin merkezli 

çemberlerden oluşan  yörüngelere ayırır.  
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Şekil 7. R2  nin SO(2) ve O(2) nin yörüngeleri 

 

12- O(2) : R
2
 etkisini alalım. Bu etki )2(SOg  

ve  2

2

1
R

x

x
x 










  

olmak üzere 

         

 

g









01

10


  
 biçiminde ifade edilirse wxx )( olur. Buna göre  

Teorem: Bir 
2Rx  elemanının O(2) yörüngesi  

 

      










)0,0(      r  ),,0(

)0,0(                                 ),0,0(
2

2

2

1 xxxrC

x
Gx      

dir. Yani O(2) de, R
2
 yi orijin ve orijin merkezli 

çemberlerden oluşan yörüngelere  ayırır.  

13- SE(2): R
2
 etkisini alalım. Bu etki 











2221

1211

gg

gg
g  SO(2),  










2

1

x

x
x ,  

2

2

1
R

b

b
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  olmak üzere  




























2

1

2

1

2221

1211
)(

b

b

x

x

gg

gg
x  biçiminde 

olur.  Buna göre  

Teorem: Bir 
2Rx  elemanının SE(2) 

yörüngesi R
2 
 nin kendisidir. Yani  

2RGx      

        dir. 

14- E(2): R
2
 etkisini alalım. Bu etki 











2221

1211

gg

gg
g  O(2), 










2

1

x

x
x , 

2

2

1
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b

b
b 








  olmak üzere  




























2

1

2

1

2221

1211
)(

b

b

x

x

gg

gg
x  biçiminde 

olur. Buna göre  

Teorem: Bir 
2Rx  elemanının E(2) yörüngesi 

R
2 
 nin kendisidir. Yani 

2RGx   dir. 

15- LH(2): R 
2
 etkisini alalım. Bu etki    2

2

1
R

x

x
x 










 

olmak üzere   



















2

1

0

0
)(

x

x
x




    

biçiminde olur. Buna göre  

Teorem: Bir 
2Rx  elemanının LH(2) 

yörüngesi sıfır noktası için sıfır, diğer noktalar için 

ise başlangıç noktası orijin olan yarıdoğrudur ( 

burada orjin yani (0,0) noktası yarıdoğrulara dahil 

değildir) .  

Yani LH(2), R
2
 yi orijin ve orijin çıkışlı  açık 

yarıdoğrulardan  oluşan  yörüngelere ayırır.  

 

 

Şekil 8. R2 nin LH(2) yörüngeleri 

 

16- H(2): R
2
 etkisini alalım. Bu etki  

2,0,  )( Rbbxx    biçiminde olur. 

Buna göre  

Teorem: Bir 
2Rx  elemanının H(2) yörüngesi  

R
2
 nin kendisidir. Yani 

2RGx   dir.  

 

17- LS(2): R
2
 etkisini alalım. Bu etki 
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g  O(2) ve  2

2

1
R

x

x
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 olmak 
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üzere  
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x




   biçiminde 

olur. Buna göre 

Teorem: Bir 
2Rx  elemanının LS(2) 

yörüngesi  

   
 









)0,0()0,0(

)0,0()0,0(
2 xR

x
Gx   

 dir. Yani LS(2), R
2
 yi 2 yörüngeye ayırır.  

 

     

Şekil 9. R2‘nin LS(2) ve SLS(2) yörüngeleri 

 

18- SLS(2): R
2
 etkisini alalım. Bu etki 











2221

1211

gg

gg
g  SO(2) ve  2

2

1
R

x

x
x 










   

olmak üzere 
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biçiminde olur. Buna göre  

Teorem: Bir 
2Rx  elemanının SLS(2) 

yörüngesi   

 








)0,0()0,0(

)0,0()0,0(
2 xR

x
Gx  

 dir. Yani SLS(2), R
2
 yi  2 yörüngeye ayırır.           

19- SS(2): R 
2
 etkisini alalım. Bu etki 
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  olmak üzere 
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x




  biçiminde 

olur. Buna göre  

Teorem: Bir 
2Rx  elemanının SS(2) yörüngesi 

R
2
 nin kendisidir. Yani  

 
2RGx     

dir. 

20-  S(2): R etkisini alalım. Bu etki 
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1
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  olmak üzere  
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 biçiminde 

olur. Buna göre  

Teorem: Bir 
2Rx  elemanının S(2) yörüngesi 

de R
2
 nin kendisidir. Yani 

2RGx   dir. 
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