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L- ve M-zayif Kompakt Operatérlerin Sira Yapis1 Uzerine
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Tekirdag Namik Kemal Universitesi, Matematik Béliimii, Tekirdag

Oz
Bu calismada Banach orgiileri arasinda tanimli L-zay1f ve M-zayif kompakt operatdrlerin sira yapist ile ilgili olarak
regiiler operatorler sinifi icinde band ve KB-uzay olma kosullarina dair bazi sonuglar verilmistir.

Anahtar kelimeler: Banach 6rgiisii, L-zayif kompakt operator, M-zayif kompakt operator.

On The Order Structure of L- and M-weakly Compact Operators

Abstract
In this paper some conditions were given for the linear span of the positive L- and M-weakly compact operators
defined between Banach lattices to be KB-space and band in the regular operators.

Keywords: Banach lattice, L-weakly compact operator, M-weakly compact operator.

1. Giris

E Banach orgiisiintin sinirh bir alt kiimesi A olmak tizere her bir (x,,) € sol(A) dik dizisi i¢in ||x, || —
0 saglaniyorsa A kiimesine L-zayi1f kompakt kiime ve buna bagli olarak X Banach uzayinin her bir sinirli
kiimesini L-zayif kompakt kiimeye resmeden T: X — E sinirl operatoriine L-zayif kompakt operator
denir. Her bir simirhi ve dik dizi (x,,) < Ei¢in ||Tx,|| = 0 saglaniyorsa T: E = X sinirli operatorii de M-
zayif kompakt operatdr olarak isimlendirilir. L-zayif ve M-zayif kompakt operatorler ayni zamanda
zayif kompakt operatorlerdir. Tanim ve goriintii kiimelerinin AL- veya AM-uzay olma durumlarinda ise
zay1f kompakt operatorler ile cakisma durumlar olabilmektedir. Zaten operatérlerin L- ve M- olarak
isimlendirmeleri de buradan gelmektedir. Operator siiflarimiz ilk olarak P. Meyer-Nieberg [1]
tarafindan tanimlanmis ve bir gok 6zelligi verilmistir. Sonrasinda ise literatiirde oldukga fazla galisma
yer almigtir. Bu c¢alismalar ¢ogunlukla operatorlerin birbiri arasindaki veya diger operator siniflart ile
olan iliskileri hakkindadir. Buna kargm ilgingtir ki Riesz uzay yapilarina iliskin sonuglar elde
edilmemistir.

Banach orgiileri arasinda tanimli sinirli operatdr siniflarinin Riesz uzayi olabilme kosullari i¢in
baskinlik 6zelligi 6nemlidir. Baskinlik 6zelligi su sekilde tanimlanabilir: 0 < S < T saglandiginda
S:E — F operatorii ile T: E — F ayn1 simiftandir. Kompakt, zayif kompakt, Dunford-Pettis operatdrleri
gibi sinirli operatdrlerin bir ¢ok alt simift bu 6zellige sahip degildir ve saglamasi i¢in bazi ek kosullar
gerekir. Ancak L-zayif ve M-zayif kompakt operatorler higbir ek kosula gerek kalmadan baskinlik
Ozelligini saglar. Bu nedenle bu operator siniflart bir ¢ok sira 6zelliklerine sahiptir. Fakat bu 6nemli
ozellige sahip olmalarma ragmen genel durumda Riesz uzay1 olduklar sdylenemez. Oyleki bir modiile
sahip olamayan veya sahip olsa bile ayni operat6ér simifindan olmayan regiiler L-zayif ve M-zayif
kompakt operatdrler vardir. Ornegin Chen ve Wickstead [2] tarafindan bu durumlara iligkin sirasiyla
T:12[0,1] = c(L?[0,1]) ve T:£,(L?*[0,1]) = €. (L?[0,1]) formunda &rnekler verilmistir. O halde
Wy, u(E,F)nL"(E,F) ve W, 4(E,F) Riesz uzay1 olmak i¢in fazlaca genis operator uzaylaridir.
Dolayistyla bu siniflardan daha dar olan M- ve L-zayif kompakt pozitif operatorler ile iiretilmis Siniflari
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diisiinmek dogal olacaktir. Yakin zamanda Bayram ve Wickstead [3] bu smiflarin sirali Banach uzay
yapisina bagli bir takim giizel sonuglar elde etmislerdir. Elde edilen sonuglarin devami olarak bu yayinda
L- ve M-zayif kompakt pozitif operatorlerin tirettigi sinifin KB-uzay ve band formunda olma durumlari
irdelenmistir. Ayrica W[ y(E,F), W, »(E,F) N L"(E,F) ve W, y(E,F) smflarinin ¢akistiklar1 bazi
durumlar verilmistir.

2. Onbilgiler ve Notasyon

Banach orgiileri ve iizerlerinde tanimlanan operatdrler hakkindaki temel tanim ve gosterimler igin [4]
ve [5] referans olarak alinmigtir. Aksi sdylenmedikge E ve F Banach orgiileri, X ve Y Banach uzaylari
olarak kabul edilecek, operatdr kelimesi lineer ve sinirli doniisiimler i¢in kullanilacak ve bazi operator
siniflari igin asagidaki notasyonlar gegerli olacaktir.

HAX,Y) ={T:X - Y:T lineer ve siirekli }
SY(E,F)={T € AE,F):T(EY) € F*}
(E,F)={Ty =Ty Ty, T, € " (E,F)}
W, (X,E) ={T € AX,E): T, L — zayif kompakt operator}
W (E,F) =W, (E,F)n %" (E,F)
W[ (E,F) ={T, —T,:T,,T, € W} (E,F)}
Wy (E,X) ={T € AE,X):T,M — zayif kompakt operator}
Wy (E,F) =Wy (E,F) N & (E,F)
Wy (E, F) = {Ty — T,: Ty, T, € Wy (E, F)}
Her iki operat6r sinifi i¢in gegerli bir hususta Wy »,(E, F) kullanilacaktir.

% (E,F) genelde vektor orgiisii ve operator normuna gore Banach uzayr olmak zorunda
degildir. Fakat regiiler norm olarak adlandirdigimiz ve

Tl = inf{|IS||: S € AE, F)4,|Tx| < Sl|x|,vx € E}

seklinde tamimli norm ile & (E,F) bir Banach uzay1 olacaktir. Ustelik F Dedekind tam olmasi
durumunda ise (& (E, F),|l.|l,) bir Banach orgiisiidiir. Boylece T € & (E, F) operatérii bir modiile
sahiptir ve ||T|l,, = IT||| saglamr. Fakat & (E,F) ’nin her alt simfi bu regiiler norma gore Banach
orgiisii olmak zorunda degildir. Ornegin regiiler kompakt ve regiiler zayif kompakt operatérler vektor
orgiisii degillerdir.

Wy (E, F) zayif kompakt operatorlerin bir alt sinifi olmalarina ragmen kompakt operatorlerle
mutlak bir iliskileri yoktur. Yani genelde kompakt, L-zayif kompakt ve M-zayif kompakt operatorler
farkl1 siniflardir. Onemli bir diger 6zellikleri ise dual operatorlerinde bir birlerine doniismeleridir. Yani,
bir operatoriin L-zayif (veya M-zayif) kompakt olmasi igin gerekli ve yeterli kosul M-zayif (veya L-
zayif) kompakt olmasidir.

Yakin zamanda elde edilen Wy, ; (E, F) *nin sirali Banach uzay yapisina iliskin énemli iki teorem
asagida verilmigtir.

Teorem 2.1 W/ (E, F) regiiler norm ile Dedekind tam Banach orgiistdiir [3].
Teorem 2.2 F Dedekind tam ise Wy, (E, F) regiiler norm ile Dedekind tam Banach orgiistidiir [3].

Xq 1 0 olacak bi¢imdeki her bir (x,) C E i¢in |[x,|| { 0 saglaniyorsa E sira siirekli norma sahiptir
denir. Ornegin standart normlar1 ile L'[0,1],#;,c, swra siirekli norma sahip olmalarina karsin
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L*[0,1],4,c sira siirekli norma sahip degillerdir. E Banach o6rgiisiiniin sira siirekli kismi olarak
adlandirilan

E® = {x € E: [0, |x|] iginde her monoton dizi yakinsak}
kiimesi sira siirekli norma sahip maksimal idealdir. Ornegin £, = ¢% = ¢, ve pu atomsuz bir dlgii

olmak tizere (L(u))a = {0} olur. E% ideali L-zayif kompakt operatorler igin dnemli bir aragtir. Clinkii
tim L-zayif kompakt kiimeler E¢ tarafindan kapsanacagindan her T € W, (X,E) i¢in T(X) c E?
saglanir. Yani aslinda W, (X, E) = W, (X, E%) olur.

E Banach orgiisiindeki her bir norm smirli monoton dizi yakinsak ise E bir KB-uzaydir
(Kantorovic-Banach) denir. KB-uzaylar sira siirekli norma sahip uzaylardir fakat bunun tersi dogru
degildir. Ornegin c, sira siirekli norma sahip olmasina karsin KB-uzay degildir. Banach 6rgiilerinin
onemli alt kiimelerinden biri de bandlerdir. Bir Riesz uzayinin sira kapali ideallerine band denir.
Dolayisiyla A c E idealinin band olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul A ’nin E i¢inde supremuma
sahip her alt kiimesinin supremumunun A ’ya ait olmasidir. Ornegin ¢, , £, icinde bir ideal olmasina
kargin band degildir.

3. W\ (E,F) ve Wy(E, F) ’nin Riesz Uzay Yapisi

L- ve M-zayif kompakt operatorler AE, F) iginde kapali vektor uzayr olduklarindan genel
olarak
Wi w(E,F) €W, y(E,F)NL(E,F) €W, y(E,F)

kapsamalar1 saglanir. Diger taraftan yukarida bahsedilen 6rnekler gostermektedir ki kapsamalar 6z
olabilir. Asagidaki basit sonug ise bu kapsamalarin esit olabilecegi bir durumu belirtir.

Onerme 3.1 Her bir T € W, (E, F) operatériiniin modiilii |T| var ve |T| € W, (E, F) olmas1 igin gerek
ve yeter kosul asagidaki esitliklerin saglanmasidir.

W} (E,F) = W,(E,F)n & (E,F) = W,(E, F).

Ispat: Kabul edelim ki her bir T € W, (E, F) igin |T| var ve L-zayif kompakt olsun. T € W, (E,F) n
Y (E,F) ise 0 <T* T~ <|T| saglandigindan baskinlik ozelligi geregi T+, T~ € W, (E,F), olur.
DolayisiylaT = Tt — T~ € W] (E, F) yazilabileceginden W] (E,F) = W, (E,F) n % (E, F) saglanir.
Diger yandan her bir T € W, (E, F) i¢in |T| € W, (E, F) ve W, (E, F) kapali vektor uzay1 oldugundan
T=|T|-=(T|-T) e W,(E,F)n ¥ (E,F) yazlabilmesi W, (E,F)c W,(E,F)n¥% (E,F) =
W/ (E,F) kapsamasim verir ki bu da istenen esitligin dogru oldugunu gosterir. Tersine bu esitligin
dogru oldugunu kabul ettigimizde Teorem 2.1 ile W/ (E,F) ’nin Dedekind tam Banach orgiisii
oldugunun ispatt W, (E, F) 'nin de Banach orgiisii olmasini gerektirir. Yani her bir T € W, (E, F) igin
|T| € W,(E,F) olur.

Benzer sonucu M-zayif kompakt operatorler i¢in ele aldigimizda F Banach 6rgiisiiniin sira tam
olma kosulunun ek olarak var olmas1 gerekliligi ortaya ¢ikar. Bunun sebebi ispatta kullanilan L-zay1f
kompakt operatorlerin Banach orgiisli formunda olmasinin her zaman saglanmasina karsin bu durum
M-zay1f kompakt operatérler i¢in dogru degildir. Ciinkii her bir L-zayif kompakt operatér F Banach
orgiisliniin zaten sira tam olan sira siirekli kismi F2 *da deger alir.

Onerme 3.2 F Dedekind tam olsun. Bu durumda T € W), (E, F) operatériiniin modiilii |T| var ve |T| €
Wy (E, F) olmast igin gerek ve yeter kosul asagidaki esitliklerin saglanmasidir.

Wy (E,F) =Wy(E,F)n ¥ (E,F) = Wy (E, F).
ispat: F Dedekind tam ise Wy, (E, F) Dedekind tam Banach 6rgiisiidiir. Geriye kalan ispat Onerme 3.1

’in ispat1 ile aynidir.
Bu durumda asagidaki iki sonug kolaylikla goriliir.
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Sonu¢ 3.3 W/ (E,F) = W,(E,F) n ¥ (E,F) = W,(E, F) esitlikleri asagidaki sartlardan herhangi
biri var ise saglanir.

1. E bir AL-uzayina 6rgii izomorftur.

2. F bir AM-uzayidur.

Ispat: [2] *deki Theorem 2.4 ve 2.9 ile Onerme 3.1 *den ispat agiktir.

Sonu¢ 3.4 Wi (E,F) = Wy (E,F) n & (E,F) = Wy(E, F) esitlikleri asagidaki sartlardan herhangi
biri var ise saglanir.

1. F giiglii birime sahip ve sira tamdir.

2. E bir AL-uzayidir.

Ispat: [2] *deki Theorem 2.5 ve 2.6 ile Onerme 3.2 den ispat agiktir.
4. Wi (E,F) ve Wy (E, F) Ne Zaman KB-uzay1 Veya Banddir?

SeW/(E,F) ve TelL(EF) igin |T| var olsun ve |T| < |S]| saglansin. Bu durumda sol(|T|) €
sol(]S|) kapsamasi saglanacagindan |T| € W, (E, F) ve dolayisiyla T € W/ (E, F) olur. Benzer olarak
F Dedekind tam ise, S € W} (E,F) ve T € # (E,F) igin |T| var ve |T| < |S| saglamyorsa |T| €
Wy (E, F) ve dolayisiyla T € Wy, (E, F) olur. Buradan W/ (E, F) ve F sira tam ise Wy;(E, F) operator
simflarmin & (E, F) i¢inde birer sira ideal olduklar1 goriiliir. Ancak bu operator siniflart & (E, F) iginde
band olmak zorunda degildir.

Ornegin, [6] ’da her bir vn € N igin tanimlanan T,;: ¢y = ¢q, T, (A) = (A4, 15,...,2,,0,0,...)
pozitif kompakt operatorleri ¢y and (cy)’ sira siirekli norma sahip oldugundan ayni zamanda L-zayif ve
M-zay1f kompaktir. Ustelik I 6zdeslik doniisiimii olmak iizere & (c,) *de T, T I saglanir. Fakat I ¢
W/ (co) ve I & Wyii(co) olur. Yani W} (o), Z (co) iginde band degildir.

E' pozitif Schur 6zelligine sahip ve F bir KB-uzay1 veya F pozitif Schur 6zelligine sahip ve E’
sira stirekli norma sahip ise r-kompakt operatorler Z(E, F) ile pozitif kompakt operatorlerin tirettigi
simf K" (E,F) 'nin & (E,F) iginde band olduklari ispatlanmistir ([6], Theorem 3.8 and 3.9). Bu
ispatlarda F sira siirekli norma sahip oldugunda operator normunun [0, T] tizerinde sira siirekli olmasi
icin gerek ve yeter sartin T operatoriiniin M-zay1f kompakt olmas1 gerekliligi kullanilmistir. Ancak ayni
kabuller altinda & (E,F) = W} (E,F) = Wy (E, F) esitligi saglanacagindan W} (E, F) ve Wy, (E, F)
nin & (E, F) iginde band oldugu barizdir ([2], Theorem 3.6, 3.7, 3.8, 3.9). Benzerolarak 1 < p < q <
oo olmak lizere E g-alt toplamsal norma ve F p-siiper toplamsal norma sahip ise her regiiler operatér L-
zayif ve M-zay1f kompakttir ([5], Proposition 3.6.20).

Asagidaki 6nerme [6], Theorem 3.7 *ye benzer olarak W/ (E, F) ve Wy, (E, F) ’nin band oldugu
bir durumu belirtmektedir.

Teorem 4.1 E giiglii sira birime sahip AM-uzay1 ve F sira siirekli norma sahip ise W, (E,F) ve
Wiy (E, F), & (E, F) iginde banddir.

Ispat: [3] *de Theorem 2.3 (sirastyla Theorem 2.4) geregi W} (E, F) (sirastyla Wi, (E, F)) iizerindeki
regiiler norm sira siireklidir. Kabul edelimki & (E, F) iginde 0 < T, € W] (E, F) (swrastyla Wy (E, F)),
icin T, T T saglansin. Bu durumda F (sirastyla E') sira stirekli norma sahip oldugundan giiglii operator
topolojisine gore T, — T saglanir. Dolayisiyla E ’nin gii¢lii sira birimi e i¢in

IT = Telly = T = Telll = IT = Tell = ITe = Teell - 0

olur. Bu durumda W/ (E,F) (sirastyla Wy, (E,F)) & (E,F) icindeki kapaliligindan T € W] (E,F)
(sirasiyla T € Wy (E, F)) oldugu goriiliir.

Asagidaki lemma, regiiler norma gére W) (E, F) ve Wy, (E, F) operator siniflarinin KB-uzay1
oldugu bir durumu vermek i¢in kullanilacaktir. f € E' ve y € Figin f @ y: E — F doniistimii

x=> (f®y)x) =f)y
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olarak tanimlanmustir. Buna gore agiktir ki; 0 # y € F* ve f € E' i¢in f @ y € W, (E, F) ve benzer
olarak 0 # x € E ve f € (E")? igin f @ y € Wy (E, F) olacaktir. Diger taraftan (E')* # {0} # F¢
sart1, kullandigimiz operator siniflarimin 6zdes olarak sifir uzayr olmamasi istendigindendir. Ciinkii
F% = {0} (sirastyla (E')® ={0}) olmasi i¢in gerek ve yeterli kosul W, (E,F) = {0} (sirasiyla
Wy (E, F) = {0}) olmasidir.

Lemma4.l (E")* # {0} # F® olmak lizere asagidakiler saglanir.
1. E', W/ (E, F) igine pozitif olarak gomiilebilir.
2. E' sira stirekli norma sahip ise E', Wy, (E, F) igine pozitif olarak gomiilebilir.
3. F, Wy, (E, F) igine pozitif olarak gomiilebilir.
4. F sira stirekli norma sahip ise F, W] (E, F) igine pozitif olarak gomiilebilir.

Ispat: ||y|| = 1 olacak bicimde y € F{ segelim. Buna gore

¢:E' > W[ (EF), ¢(f)=f®y

operatorii pozitiftir ve |[¢(f)|| = ||| saglandigindan ¢ bir izometridir. Yani bir orgii gémme
dontistimiidiir. Dolayisiyla (1) saglanir. Benzer olarak || f|| = 1 olacak bigimde f € (E")¢ secersek

P:F > Wy(EF), o) =fQy

operatori pozitiftir ve ||¢p(y)|| = ||y|| saglanacagindan (3) goriliir. Diger taraftan E’ (sirasiyla F) sira
stirekli norma sahip ise W/ (E, F) € Wy, (E, F) (sirasiyla Wy, (E, F) € W/ (E, F)) saglanacagindan (2)
ve (4) acgiktir.

Teorem 4.2 (E")® + {0} # F% ise asagidaki onermeler birbirine denktir.
1. E' ve F, KB-uzaylari ise W] (E, F), & (E, F) iginde banddir.
2. F sira siirekli norma sahip ve W] (E, F) regiiler norma gore K B-uzayidir.

Ispat: (1 = 2) F ve E' sira siirekli norma sahip oldugundan [3] de Theorem 3.1 geregi agiktir ki
(W[ (E,F),||.|l;) sira siirekli norma sahip Banach orgiisiidiir. Kabul edelim ki (T,) € W] (E,F),
siirl artan bir dizi olsun. Dolayisiyla her bir x € E, igin (T,,x) smirh artan bir dizidir ve F ’in KB-
uzay olmasindan dolay1 yakinsaktir. Boylece gii¢lii operator topolojiye gore T,, = T olacak bigimde 0 <
T € & (E, F) operatérii tammlanabilir. Yani & (E, F) iginde T, T T saglanir. O halde kabuliimiiz geregi
W/ (E,F) band oldugundan T € W/ (E,F) olur. Son olarak regiiler normun sira siirekliliginden
T, — T|l,- = 0 elde edilir.

(2 = 1) Kabul edelim ki F sira siirekli norma sahip ve regiiler norma gore W/ (E, F) KB-uzay
olsun. [3] ’de Teorem 2.3 geregi E' sira siirekli norma sahiptir ve dolayisiyla bir KB-uzayidir ([5],
Theorem 2.4.14). Eger F bir KB-uzay1 olmasaydi ¢, dizi uzayina izomorfik bir alt drgiiye sahip olacakti
([5], Theorem 2.4.12) ve dolayisiyla Lemma 4.1 geregi W) (E, F) boyle bir alt 6rgliye sahip olacakt.
Bu ise W/ (E, F) nin regiiler norma gore KB-uzay olmasina ¢eliskidir ([5], Theorem 2.4.12). Diger
taraftan 0 < T, € W/ (E,F) igin ¥ (E,F) i¢inde T, T T saglaniyorsa ||T,|| < ||T|| olur. Yani (T,),
W/ (E,F) i¢inde norm sinirh ve yukari yonlendirilmistir. W[ (E,F), KB-uzay oldugundan
IT, — S|l » 0 olacak bi¢cimde S € W/ (E,F) operatorii vardir. Dolayisiyla S =supT, =T €
W/ (E, F) olacagindan W/ (E, F) ’nin & (E, F) i¢inde band oldugu gériiliir.

Dual olarak M-zay1f kompakt operatdrler igin asagidaki benzer sonug elde edilir.

Teorem 4.3 (E")® # {0} # F% olmak lizere asagidaki 6nermeler birbirine denktir.
1. F bir KB-uzay1 ve Wy, (E, F), # (E, F) iginde banddir.
2. Wy (E, F) regiiler norma gore KB-uzayidir.

Ispat: [3] *de Theorem 2.4 geregi F sira siirekli norma sahip oldugundan (W}, (E, F), |I. |l,-) sira siirekli
norma sahip Banach orgiisiidiir. Geriye kalan ispat Teorem 4.2 ’in ispatina benzerdir.
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