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Anahtar Kelimeler
OKklid uzay,
Burulmus egri,

T - sabit egri,

N - sabit egri,

Sabit oranh egri,
Bertrand egri

Ozet: Bu calismada, R® uzayinda sabit oranl Bertrand egri ciftleri ele alinmustir.
Sabit oranli egrileri tanitip ve bunlarin bazi karakterizasyonlar1 ifade edilmistir.
Bununla birlikte burulmus (twisted) egrisi, W egrisi, T - sabit ve N - sabit egrisi
lizerine c¢ahsilmistir. Ayrica bir W egrisini, egrinin egrilik ve burulma
fonksiyonlarina bagh diferansiyellenebilir fonksiyonlar cinsinden nasil ifade
edildigi ispatlanmistir. Bu ifade edilisin sonucu olarak sabit oranli Bertrand egri
ciftleri ile ilgili bazi sonuclar elde edilmistir. Son olarak, hem N- sabit hem de birinci
tiirden T- sabit olan diizlemsel bir egrinin Bertrand egri ¢iftinin de T- sabit ve N-
sabit olabilecegi ispatlanmistir.

Constant - Ratio Bertrand Curves in Euclidean Space

Keywords
Euclidean space,
Twisted curve,
T-constant curve,
N-constant curve,
Constant ratio curve,
Bertrand curve

Abstract: In this study, we investigate contant ratio Bertrand curves in R3. The
constant ratio curves are introduced and their characterzations are stated. Then,
twisted curve, W curve, T -constant curve and N -constant curve are studied.
Moreover, it is proved that how to express W -curves in terms of differentiable
functions depending on the curvature and torsion of curve. As a conclusion of this
expression, some results are obtained on constant ratio Bertrand curves. Finally, it
is proved that Bertrand curve couple of a given either N- constant or first kind T-

constant plane curve is also a T- constant and N-constant curve.

1. Giris

Bu calismanin amaci, Oklid uzayinda sabit oranh
Bertrand egri ciftlerini incelemektir. Bu amag
dogrultusunda; burulmus (twisted) egriler, W
egrileri, T - sabit ve N - sabit egrileri ele alinmistir.
Burada a:I - R® egrisine, eger egrilik ve burulma
fonksiyonlar sifirdan farkl ise burulmus egri; sabit
ise W egrisi adi1 verilir. Eger a’'nin teget bilesenin
uzunlugu (normal bilesenin uzunlugu) sabit ise «a
egrisine T-sabit (N-sabit) egrisi denir. Ayrica bu sabit
deger sifir olursa egri, birinci tiirden T-sabit (birinci
tlirden N -sabit), diger durumlarda ikinci tiirden
olarak adlandirilir [1].

[1] calismasinda, Oklid uzayinda sabit oranli egriler ile
bunlarin bazi karakterizasyonlar1 ifade edilmistir.
Ayrica Oklid uzayinin alt manifoldlarinda sabit oranli
egrilerin tanimi verilmis [2] ve Riemann yiizeyleri ele
alinmistir [3]. Buna ek olarak [4] cahismasinda Oklid
uzayinda rektifiyan egriler ile burulmus egriler
arasindaki iliski ele alinmistir. Bu ¢alismanin devami
olarak rektifiyan egrilerin bazi geometrik 6zelliklerine
yer verilmistir [5]. Ayrica [6] ¢alismasinda {i¢ boyutlu
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kompakt Lie gruplarinda rektifiyan, normal ve
oskilator egriler calisilmistir. Diger yandan R™ 'de
ardisik egrilikleri orani sabit olan egriler ele alinmistir

[7].
2. Temel Bilgiler

Bu kisimda, Oklid uzayinda birim izl olmayan egriler
ve Bertrand egri ciftleri ile ilgili temel ifadelere
deginilecektir.

2.1. Birim Hizh Olmayan Egriler i¢in Frenet
Formiilleri

Tanim 2.1.1. a: I — R3 bir regiiler egri olmak iizere
a’nin yay parametresi ile ifade edilen birim hizli egrisi
y:I > R3® olsun. y egrisinin Frenet elemanlan ile
egrilikleri Ty, Ny, By, K, veT, olarak verilsin. O halde

T@®) =T,(s®),N®) =N, (s(®), (1)

B(t) = B, (s(t)), k(t) =k, (s(t)), (2)
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() =71, (s(t)) (3)
tanimlanir. Bundan dolay1 @’'nin Frenet elemanlar1 y
birim hizh egrisinin yeniden
parametrelendirilmesidir.  ( % ="
gosterilir). Ayrica a(t) = y(s(t)) olmak lzere,
esitligin t parametresine gore tiirevi

seklinde

da _dy ds

dt  ds dt (4)
50 =150 & ©)
[l =%=v ©)

olur. Yani V, a egrisinin bir hiz fonksiyonudur. Son
olarak a egrisinin Frenet vektorleri ve formiilleri ise

!

a
= m , N=BXT, (7)
a'xa'’
= el (8)
o = lalxa| 9)
a3’

_ det(al’all’aul)

”alxallllz (10)
ve

T' = VKN (11)
N' = —VkT + VB (12)
B' = —VIN (13)

seklinde ifade edilir [8, 9, 10].
2.2. Bertrand Egri Ciftleri

Tamim 2.2.1. Birim hizh a:1 - R? egrisi ile aym
aralikta tamml a*: I —» R® egrisi verilsin. Vs € [ icin
a*(s) noktasi ile a(s) noktasini birlestiren dogru, a*
egrisinin a*(s) noktasindaki asli normalini ve «
egrisinin a(s) noktasindaki asli normalini kapsiyorsa,
a* egrisi a egrisi ile Bertrand egri ¢ifti olusturuyor
denir [8, 9, 10].

a* egrisi a egrisi ile Bertrand egri cifti belirtiyorsa, h
sabit bir say1 olmak iizere a* egrisi

a*(s) = a(s) + hN(s) (14)
bicimindedir. Ayrica a egrisinin Bertrand egri cifti
olan a* egrisinin Frenet vektdr alanlar sirasiyla
{T(s),B(s),N(s)} ve {T"(s),N*(s),B*(s)} olmak
lzere
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T
T B
904
2]
e
—»
N=N"

Sekil 1. a* egrisinin Frenet vektor alanlari

T*(s) =T(s)cos@ — B(s)sin0, (15)
N*(s) = N(s), (16)
B*(s) = T(s)sin0 + B(s)cos 0 (17)

seklinde ifade edilir. Burada 6; Tile T* arasindaki
aqidir ve sabittir. Son olarak a* egrisinin egrilik ve
burulmasi ise

. _ hi—(sin 6)2

h(1-hk) (18]

)

. 1, .
T = (sin8)? (19)

dir. Ayrica T ve T* ayni isaretlidir.

3. Oklid Uzayinda Sabit Oranli Egriler

Tanmmm 3.1. [1] a:] c R - R® egrisi ve k(s) >0
lla”l

llMll

oranl egri denir.

verilsin. Eger orani sabit ise a(s) egrisine sabit

Buna ek olarak, R® uzayinda bir a egrisinin sabit
ll™]

oranli olmasi icin gerek ve yeter sart a” = 0 yada il

oraninin sabit olmasidir.
Chen, 2001’'deki ¢alismasinda, my(s), m;(s), m,(s)

birer diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak tizere
her a:I ¢ R - R3 burulmus egrisinin

a(s) = mo(s)T(s) + my(s)N(s)
+m,(s)B(s)

(20)

seklinde yazilabilecegini ifade etmistir [2].

Bu kisimda birim hizli olmayan burulmus egrilerin
egrilik fonksiyonlar1 cinsinden karakterize edilmis
hali verilecektir. Bunun icin her a:1 - R3? birim hizh
olmayan burulmus egrisinin (20) ile verilen esitlikle
ifade edildigini kullanacagiz. Bu esitligin her iki
tarafinin s yay uzunlugu parametresine gore tiirevi
alinirsa
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a'(s) = (mg'(s) —my ($)Vk(s))T(s)
+ (ml’(s) +my(s)Vik(s)

— my(SVT())N(s) 21
+ (mzr(s)
+m, (s)VT(s))B(s)
esitligi elde edilir. Buradan da
my'(s) —my(s)Vi(s) =V, (22)

my'(s) + my(s)Vk(s) — m,(s)Vz(s) =0, (23)
m,'(s) + my(s)Vt(s) =0 (24)
oldugu goriiliir. Diger taraftan IV = 1 ve birim hizh

olmayan egriler icin (22-24) ile verilen esitlikler
yeniden diizenlenirse

my'(s) — k(s)m,(s) =1, (25)
m,'(s) + k(s)my(s) — t(s)m,(s) = 0, (26)
m,'(s) +(s)m,(s) = 0 (27)

ifadeleri elde edilir.

Onerme 3.1. a:/ c R > R3® birim hizl burulmus
egrisi verilsin. a bir W - egrisi ise pozisyon vektori

a(s)

my(s) = ¢,T — ¢y k cos(as) + ¢,k sin(as) +
2

= (28)

K
m,(s) = ¢yasin(as) + c,a cos(as) — - (29)

m,(s) = cyk + ¢y T cos(as) — c,Tsin(as) +
=25 (30)
¢ (30)

diferansiyellenebilir fonksiyonlar1 ile ifade edilir.

Burada ¢; (0 < i < 2) reel sabitler ile a = Vk? + 72
dir.

ispat. a bir burulmus W - egrisi ve k,7 € R olsun. O
halde (25-27)de verilen diferansiyel denklemin
katsayilari sabittir ve

my'(s) 0 k 0]m®)| 11
m;'(s) =[—K 0 Tl my(s)[+[0] (31)
m,’'(s) 0 -t 0l|m,(s) 0

seklinde yazilabilir.

Bu diferansiyel denklemin homojen ¢6ztiimii
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T —k cos(as)
X, (s) =cq (O) +d;| asin(as)
K T cos(as)
—k sin(as)
+d,| —acos(as)
tsin(as)
—k cos(as) (32)
+d;| asin(as)
T cos(as)
Kk sin(as)
+d,| acos(as)
—71 sin(as)

olarak elde edilir. Burada ¢, d,, d,, d; ve d, birer
sabittir ve a = V2 + 12 dir.

dl + d3 = Cl' (33)
dy,—d;, =c, (34)
olmak iizere homojen ¢6zliim diizenlenirse

T —k cos(as)
Xn(s) = ¢ <0) +c¢,;| asin(as)
K T cos(as)
Kk sin(as)
+c,| acos(as)
—71sin(as)

(35)

esitligi elde edilir. Ozel ¢6ziim icin temel matrisi

Kk sin(as)
acos(as) | (36)
—71 sin(as)

—k cos(as)
asin(as)

T
p(s) =0
k  tcos(as)

seklinde yazilabilir. (25-27) diferansiyel denkleminin
6zel ¢6ztimiini bulmak icin

Xp(s) = p(s)u(s) (37)

esitliginden yararlanirsak, burada u(s) vektori
1
p(s)u'(s) = |0 (38)
0

esitligiyle bulunur. O halde elde edilen 3 X 3 lineer
denklem sisteminin ¢ézimi

w'(s) =5, (39)
' K cos(as)
w,(s) = — ) (40)
' K sin(as)
uy/(s) = = (41)

seklinde bulunur. Buradan
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u,(s) = %s, (42)
Uy (s) = — ) (43)
uy(s) = — 125 (44)

ifadeleri elde edilir. O halde sistemin 6zel ¢6zimu
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—S
a?

—-K
Xp(s) = | ;

KT
—S
a?

)

2
my(s) = ¢,T — ¢y k cos(as) + ¢,k sin(as) + % s,(46)
(47)

m,(s) = ¢y + ¢y T cos(as) — ¢, sin(as) + % (48)

(45)
oldugundan

m, (s) = ¢yasin(as) + c,acos(as) — ﬁ,

oldugu goriliir .

4. Oklid Uzayinda Sabit Oranh Bertrand Egri
Ciftleri

Teorem 4.1. a:/ » R3 birim hizli burulmus egrisi
verilsin, dyle ki bu egri

a(s) = my(s)T(s) +my(s)N(s)
+my(s)B(s)

(49)

seklinde ifade edilsin. a egrisinin Bertrand cifti olan
a* egrisi

a*(s) =my* ()T (s) + my*(s)N*(s) (50)
+m,*(s)B*(s)
seklinde yazilabilir. Burada mg*, m;* ve m,*
my*(s) = my(s)cos @ —m,(s)sinf, (51)
m*(s) =my(s) +h, (52)
m,*(s) = my(s) sin @ + m,(s) cos (53)

seklinde diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.
Ispat. a* egrisi, a egrisinin Bertrand egri cifti ise
a*(s) = a(s) + hN(s) (54)

seklinde yazilir. Tanim 2.2.1 ile verilen a* egrisinin
Frenet vektorleri (50)’de yerine yazilirsa

a*(s) = mo*(s)(cos 6 T(s) —sin6 B(s)) +
m;*(s)N(s) + my*(s) (sin 6 T(s) + cosb B(s)) (55)

a*(s) = T(s)(my*(s) cos 8 + m,*(s) sin6)
+N(s)m,;*(s) + B(s)(—my*(s) sin 0
+ m,*(s) cos 9)

(56)
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olur. Diger taraftan (49) esitligi (54) de yerine
yazilirsa

a’(s) = my(s)T(s) + my(s)N(s) + m,(s)B

+ hN(s) (57)
a*(s) =my(s)T(s) + (my(s) + h)N(s)
+m,(s)B(s) (58)

bulunur. Daha sonra (56) ve (58) ifadelerinden
my(s) = my*(s) cos@ + m,*(s) sin6, (59)

(60)

m,(s) = —my*(s) sin6 + m,*(s) cos 0 (61)

my(s) = my*(s) —h,

oldugu gorilir. Buradan

my*(s) = my(s) cos@ —m,(s) sin6, (62)
my*(s) =my(s) +h, (63)
m,*(s) = my(s) sin@ + m,(s) cos 6 (64)

esitlikleri elde edilir.
o

Teorem 4.2. a:1 - R3 birim hizli burulmus bir W -
egrisi

a(s) =my(s)T(s) + my(s)N(s) + m,(s)B(s) (65)
egrisinin Bertrand cifti

a’(s) =my ()T (s) + my"(s)N"(s)

+m,*(s)B*(s) (66)

olsun. Bu durumda my*, m;* ve m,* ifadeleri
mg*(s) = co(tcos @ — ksinf)
+(tsin 8 + k cos 8)(c, sin(as) — ¢, cos(as))
72 KT .
+;scos€—;ssm9, (67)
m,*(s) = ac, sin(as) + ac, cos(as) — % + h, (68)
m,*(s) = ¢o(Tsin0 + k cos 6)
+(t cos 8 — Kk sin8)(c, cos(as) — ¢, sin(as))
2
+=ssinf +K—Zsc059
a a

(69)
seklinde bulunur.
ispat. Onerme 3.1’de bilinen m,(s), m,(s) ve m,(s)

degerler (51-53) ile verilen esitliklerde yerine
yazilirsa,

—sinf (COK + ¢, T cos(as) — c,Tsin(as) + %s), (70)

2

T
my* = cos <c0‘[ — ¢,k cos(as) + ¢,k sin(as) + PP

m,* = ac, sin(as) + ac, cos(as) — % +h, (71)
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.L.Z
my* = sin @ (COT — ¢yk cos(as) + c,k sin(as) + Fs)
+cosf (COK + c;tcos(as) — c,Tsin(as) + gs) (72)
ifadeleri elde edilir. Bu denklemler ¢oziiliirse

my*(s) = ¢y(rcosd — ksinf)
+(7sin 0 + k cos 8)(c, sin(as) — ¢, cos(as))

2
+%scos€—gssin9, (73)

m,*(s) = ac, sin(as) + ac, cos(as) — % +h, (74)

m,*(s) = ¢y(Tsin6 + k cos 6)
+(7cos @ — ksin8)(c, cos(as) — ¢, sin(as))
2

+%ssin9 +%scos€ (75)
oldugu goriiliir.
Teorem 4.3. @: [ - R3 birim hizh egrisi
a(s) =my(s)T(s) + my(s)N(s) + m,(s)B(s) (76)

Seklinde verilsin. @ egrisinin Bertrand ¢ifti a* olmak
tizere bu egrinin, egrilik ve burulmasi

(my(s) + hx*(s) = % [t(s)m,(s)sin@
+(1 + K(s)ml(s)) cosf — V*], (77)

(my(s) + W)™ (s) = % [t(s)m,(s) cos 6
—(1 + k(s)my (s)) sin 9] (78)

seklinde verilir. Burada

V=1 - k(&2 + @S2 (79)
a* egrisinin hiz fonksiyonudur.
Ispat. a egrisinin Bertrand egri cifti olan a* egrisi

a*(s) =my* ()T (s) + my*(s)N*(s)
+m,*(s)B*(s) (80)

seklinde yazlabilir. (51-53)’deki
uzunlugu parametresine gore tiirevi
my*'(s) = my'(s) cos 8 —m,'(s) sin 6, (81)
m;*'(s) =m;'(s), (82)
m,*' (s) = my'(s) sin@ + m,'(s) cos 6 (83)

esitliklerin yay

olur. Bulunan bu tiirevleri (22-24) ile verilen esitlikte
yerine yazilirsa

my'(s) cos@ —m,'(s)sinf
—-m;*()V*k*(s) = V¥, (84)

my'(s)sinf + m,’'(s) cos O
+m*(s)V*t*(s) =0 (85)

bulunur. Daha sonra m,*(s) = m,(s) + h oldugundan

my'(s) cos@ —m,'(s)sinf
—(my(s) + h)V*k*(s) =V, (86)

my'(s) sinf + m,'(s) cos 8
+(my(s) + h)V*t*(s) =0 (87)

olur. (25-27) ile verilen ifadeleri son esitliklerde
yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

(my(s) + Wk*(s) = 1* [t(s)m,(s) sin®

+(1 + K(s)ml(s)) cosf — V*], (88)

(my(s) + BT (5) = —

*

—(1 + k(s)m, (s)) sin 9] (89)

[t(s)m,(s) cos b

oldugu goriliir.
O

Teorem 4.4. a:1 - R3 bir T - sabit diizlemsel egri
olsun, oyle ki

a(s) =my(s)T(s) + my(s)N(s) + m,(s)B(s) (90)

seklinde ifade edilsin. Buna gore a egrisinin Bertrand
egri cifti

a*(s) =my"($)T*(s) + my"(s)N*(s)
+m,*(s)B*(s) (91)

de bir T- sabit egrisidir.

Ispat. « egrisi diizlemsel bir egri oldugundan 7 =0
dir. O halde (27) esitliginden

m,’(s) =0 (92)
bulunur. Diger taraftan
mg*(s) = my(s) cos@ —m,(s) sin6 (93)
esitliginin yay uzunlugu parametresine gore tiirevi,
mg*'(s) = my'(s) cos@ —m,'(s) sin@ (94)

olur. a egrisi birinci veya ikinci tiirden bir T- sabit egri
oldugundan m,’(s) = 0 dir. Buradan da

mg*'(s) = —m,'(s) sin@ (95)
bulunur. Buradan
my*'(s) =0=>my*(s) =c¢ (96)
elde edilir. Sonug olarak a* egrisi de bir T- sabit egri
olur.

O
Ornek 4.1.
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a(s) = ? (sin(v/3s),v2,cos(v3s)) (97)

seklinde verilen egri, birinci tiirden T- sabit diizlemsel
bir egri ise Bertrand egri cifti olan

a*(s) = a(s) + hN(s) (98)
egrisi de birinci tiirden bir T- sabit egridir. Ger¢ekten

[la'(s)ll =1 oldugundan « egrisi birim hizli bir
egridir. Bu egrinin Frenet aparatlari

T(s) = a'(s) = (cos(V3s),0,sin(v3s)), (99)

N(s) = (—sin(V3s),0,cos(v3s)), (100)

B(s) = (0,-1,0), (101)

k(s) =+3,1(s) =0 (102)
seklinde elde edilir. Diger taraftan « egrisi

a(s) =my(s)T(s) + my(s)N(s) + m,(s)B(s)(103)
seklinde yazildiginda

me(s) = 0 (104)

olur. Dolayisiyla a egrisi birinci tiirden diizlemsel bir
T- sabit egridir. Bu egrinin Bertrand egri ¢ifti

a*(s) = a(s) + hN(s), (105)
a’(s) = \/3—5 (sin(v/3s), h + V2, cos(V3s)) (106)
seklinde olup, yay uzunlugu parametresine gore tiirevi

a*'(s) = (cos(v/3s),0,—sin(v3s)) (107)

olur. Ayrica |la*'(s)|| = 1 oldugundan

a*'(s) =T(s) (108)
dir. Ote yandan a* egrisi
a*(s) =my"(s)T*(s) + my*(s)N*(s)
+m,*(s)B*(s) (109)
seklinde oldugundan
my*(s) =0 (110)

elde edilir. Dolayisiyla, birinci tiirden dizlemsel bir T'-
sabit egrinin Bertrand egri ¢iftinin de birinci tiirden
diizlemsel bir T- sabit egri oldugu goriiliir.

Teorem 4.5. a:1 > R3 egrisi N - sabit ve birinci
tiirden T- sabit diizlemsel bir egri olsun, dyle ki bu egri

a(s) = my(s)T(s) + my(s)N(s) + my(s)B(s)
(111)
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seklinde yazilabilir. @ egrisinin Bertrand egri cifti olan

a*(s) =mg"(s)T"(s) + my"(s)N"(s)
+m,*(s)B*(s) (112)
egrisi de bir T- sabit ve N- sabit egri olur. (k(s) > 0).

Ispat. a birinci tiirden T- sabit diizlemsel bir egri ise
Teorem 4.4 den T- sabit egri oldugu gosterildi. Simdi
ise N- sabit diizlemsel olan bir egrinin Bertrand egri
ciftinin de N- sabit oldugunu gosterelim:

a egrisi diizlemsel bir egri oldugundan 7 =0. Bu
durumda (27) esitliginden
m,’(s) =0 (113)

olur. Diger taraftan «a egrisi hem birinci tiirden T -
sabit hem de N- sabit ise

my(s) =0, (114)
my(s)m,'(s) + m,(s)m,'(s) =0 (115)
olur. m,'(s) = 0 oldugundan
my (s)m;'(s) =0 (116)
bulunur. Diger yandan m,'(s) = —k(s)my(s)
oldugundan
my (s)k(s)my(s) = 0 (117)

elde edilir. Ote yandan a* egrisinin N- sabit bir egri
olmasi i¢in

my*($)(my*(5)) +my* ($)(my" () = 0 (118)

esitliginin saglandigini gostermeliyiz. (51-53) ve (81-
83) deki ifadeler yerine yazilip diizenlenirse

my*(s)my "' (s) + my*(s)m,*'(s) =
(h+my($))my'(s) +
(my(s) sin® + m,(s) cos 6)

(my'(s) sin @ + m,'(s) cos 0) (119)

my*(s)my ™' (s) + my"(s)my ™' (s) =
(h +my (s))(—x(s)mo(s)) +
(my(s) sin @ + m,(s) cos@)m,'(s) (120)
bulunur. m,(s) = 0 oldugundan

my*(s)(my " (5))" +my* (s)(my"(s))" = 0 (121)

elde edilir. Sonug olarak a* egrisi de N- sabit bir egri
olur.
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