GUFBED/GUSTIJ (2019) 9 (1): 143-154
DOI: 10.17714/gumusfenbil 410726 Aragtirma Makalesi / Research Article

E" Uzayinda Kiiresel Egrileri Karakterize Eden Diferansiyel Denklem ve
Coziimii

Differential Equation Characterizing Spherical Curves in E™ and Solution of This Equation

Tuba AGIRMAN AYDIN*"? Mehmet SEZER?"
lBayburz‘ Universitesi, Egitim Fakiiltesi, Matematik ve Fen Alanlar Egitimi, Matematik Boliimii, 69000, Bayburt
2Celal Bayar Universitesi, Fen Fakiiltesi, Matematik Boliimii, 45140, Manisa

* Gelis tarihi / Received: 29.03.2018 « Diizeltilerek gelis tarihi / Received in revised form: 29.06.2018  « Kabul tarihi / Accepted: 22.07.2018

Oz

Bu c¢alismada biz dncelikle n- boyutlu Oklid uzayinda, Frenet ¢atisina gore kiiresel egrileri karakterize eden n.
mertebeden lineer, degisken katsayili diferansiyel denklem elde ettik. Katsayilar1 egrilik ve torsiyon fonksiyonlarina
bagli bu diferansiyel denklem her birim hizli diizgiin kiiresel egri tarafindan saglanir. Bu tip denklemleri genellikle
analitik olarak ¢dzmek miimkiin degildir, bu yiizden biz baslangi¢c kosullar1 kullanarak, siralama noktalar1 ve Taylor
polinomlarma dayali bir niimerik metot sunduk. Bizim metodumuzla &ncelikle, n-boyutlu Oklid uzayinda kiiresel
egrileri karakterize eden diferansiyel denklemin ¢6ziilmesi problemini, cebirsel denklemlerin bir sisteminin ¢oziilmesi
problemine indirgedik ve sonra Taylor polinomlarinin genel terimlerinde bu denklemin yaklasik ¢oziimiinii elde ettik.

Anahtar kelimeler: Frenet ¢atisi, Kiiresel egriler, Lineer Diferansiyel Denklemler, Taylor matrix siralama metodu

Abstract

In this study, we considered an n™ order linear differential equation with variable coefficients characterizing spherical
curves according to Frenet frame in Euclidean n-Space E™. This equation whose coefficients are related to special
function, curvature and torsion, is satisfied by the position vector of any regular unit velocity spherical curve. These
type equations are generally impossible to solve analytically and so, for approximate solution we presented a numerical
method based on Taylor polynomials and collocations points by using initial conditions. Our method reduces the
solution of problem to the solution of a system of algebraic equations and the approximate solution is obtained in terms
of Taylor polynomials.
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1. Giris

Euler’in diizlemde tanimladigi egri kavramm
Fujiwara (1914) tarafindan ii¢ boyutlu Oklid
uzayma tasinmistir. Bu ¢aligmadan kisa bir siire
sonra sabit genislikli egrilerin kiire iizerindeki
tanimima ulagilmistir (Blaschke, 1917). Wong
(1963), genel bir egrinin bir kiire iizerinde
bulunmasi kosulunun global bir formiilasyonunu
vermistir. Bu formiilasyon diferansiyel geometri
iizerine yazilan kitaplarda bir egrinin bir kiire
iizerinde yatmasi i¢in bir gerek ve yeter kosul
olarak yerini almistir. Reuleaux (1963) aym
yillarda yaptig1 calismada, bu egrilerin kinematik
ve miihendislik uygulamalarina 1sik tutmustur.
Gluck (1966) tarafindan yapilan ¢alisma, Oklid
uzayinda egrilerin yliksek mertebeden egriliklerini
geometri diinyasina kazandirmistir. Bir kiiresel
egriyi karakterize eden diferansiyel denklemin
acik olarak c¢ozilebilirligi gosterilmis ve bu
¢Oziim egrinin egrilik yaricapt ve burulmasi
cinsinden ifade edilmistir (Breuer ve Gottlieb,
1971). Wong (1972), kiiresel egrilerin agik bir
karakterizasyonuna ulagmistir. Dannon (1981),
egrilerin integral karakterizasyonu iizerine ¢alisma
yapmustir. Ayrica Sezer (1989), E® - sabit
genislikli egrileri ve E’- kiiresel egrileri icin elde
ettigi Frenet benzeri bir diferansiyel denklem
sisteminin integral karakterizasyonlarini vermis ve
bu karakterizasyonlari, bir uzay egrisinin
kapaliligr (periyodikligi) ile ilgili bir kriter
belirlemede uygulamaya koymustur (Sezer,
1989D).

Aynm1  zamanda, simdiye kadar yapilan
caligmalarda, kiiresel egrilerle ilgili diferansiyel
denklem sistemleri, lineer olmayan diferansiyel
denklemlere ve integral denklemlere doniistiiriil-
miis, fakat tam ¢oziimlerine ulasilamamistir
(Akdogan, 2001; Sezer, 1996).

Biz oOncelikle, ticlincii mertebeden, degisken
katsayili lineer diferansiyel denklemlerin yaklasik
cozlimlerini bulmak i¢in Taylor polinomlarim
kullanarak bir Taylor matris siralama metodu
gelistirdik. Ardindan 4-boyutlu Oklid uzayinda
merkezil bir kiire iizerinde yatan, keyfi hizl
kiiresel egrileri karakterize eden diferansiyel
denklemleri elde ettikten sonra ¢Oziimleri
iizerinde calistik (Aydin, 2014). Bu ¢alismamizda
E" de birim hizli kiiresel egrileri karakterize eden
diferansiyel denklemleri elde edip, gelistirdigimiz
Taylor matris siralama metodunu kullanarak bu
denklemlerin yaklasik ¢oziimlerine ulastik.

Diferansiyel denklem bazinda ele aldigimz
kiiresel egriler gesitli mekanizmalarin isletilmesin-
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de kullanildigindan, bu g¢alismamizin sonuglari,
makina miihendisligi, kinematik gibi alanlarda
yapilan caligsmalarda kullanilabilir. Ayrica bu
egriler icin elde ettigimiz c¢oOziimler literatiirde
onemli bir boslugu dolduracaktir.

2. Onbilgiler

2. 1.Tamm: | ={t:a<t<b} olmak tizere
a:1 <R - E" seklinde taniml
diferensiyellenebilir o fonksiyonuna E™ de (I, a)
koordinat komsulugu ile tanimlanan bir egri, t € [
degiskenine de a egrisinin parametresi denir. Bu
egrinin da(t)/dt tiirevi her yerde sifirdan farkli

ise bu egriye regiiler (diizgiin) egri denir
(Hacisalihoglu, 1993).
2.2. Tamim: M cC E™ egrisi, a:l > E™ ve

s = a(s) = (ar(s), ..., an(s))

seklinde verilsin. Bu durumda

U= {a'(s),a’(s),...,a"(s)}

sistemi lineer bagimsiz ve V a(k), k > ric¢in

a® € 5, {y}

olmak tizere y den elde edilen {V,V,,..,V;}
ortanormal sistemine egrinin Frenet catis1 ve
meM igin {V;(m),.., V,.(m)} sistemine ise
m € M noktasindaki Frenet catis1 denir. Burada
Vi,1<i<r ye Frenet vektori adi verilir
(Hacisalihoglu, 1993).

2.3. Teorem: M c E™ egrisi (I,a) koordinat
komsulugu ile wverilsin. sel yay parametresi
olmak tizere, a(s) noktasinda k;(s) egrilik
fonksiyonu ile Frenet r-ayaklis1 arasinda asagidaki
esitlikler mevcuttur. (Hacisalihoglu, 1993).

1) Vi(s) =k (V2 (s)

2) Vi’(s) =
—ki—1($)Vi—1 () + ki(s)Visq (5),
i<r

3) V(s)=—ke_1 (S)Vr1 (5)

2.4. Taylor Matris Swalama Yéntemi: m.
mertebeden lineer degisken katsayilt

1<

Y Rp®) =h)  asx
k=0

<b
tipindeki diferansiyel denklemin, baslangi¢, sinir
veya karigik kosullar altinda

X )
=Y a,—or, a, =2,

n=0

<b
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ile tanimlanan x = ¢ noktasi civarinda kesilmis
(sonlu) Taylor serisi formunda yaklasik
¢oziimlerini bulmak i¢in gelistirilmigtir (Sezer,
1996). Burada Ry (x), h(x) ve dolayisiyla p(x)
fonksiyonlari a < x < b araliginda tiirevlenebilir
(Taylor serisine agilabilir) fonksiyonlardir.
a,, n=0,1,..,N katsayilar1 bulunmas1 gereken
Taylor katsayilar1 olarak tanimlanmaktadir. Bu
yontemin temeli; bilinmeyen p(x) fonksiyonu
kesilmis Taylor serisi a¢ilimi ve tiirevlerinin
matris formlarmi ve x; = a + b;’—ai, i=01,..,N
standart  swralama  noktalarnm  kullanarak,
diferansiyel denklemi bir cebirsel matris
denklemine, dolayisiyla a,, Taylor katsayili bir
cebirsel sisteme indirgemeye dayanmaktadir.
Boylece verilen bir diferansiyel denklem veya
diger fonksiyonel denklemlerin belli kosullar
altinda kesilmis (sonlu) Taylor serisi formunda
yaklasik ¢oziimlerini bulma problemi, cebirsel bir

Spherical—Helix
10 g5 x

Sekil 1. Uzayda kiiresel egri

Elementer  diferansiyel = geometri  {izerine
hazirlanan kitaplarda, E3’ te bir egrinin egrilik ()
ve burulmasinin(t)

[t71Ge D))+t =0 (1)
diferansiyel denklemini saglamasi, egrinin bir
kiirede bulunmasi igin bir gerek ve yeter kosul
olarak verilir. Bu ifadede egrilik ve burulmanin
hicbir yerde sifir olamayacagi 6n kosulu agikardir.
Bu diferansiyel denklemden yola cikilarak E3
kiiresel egrileri i¢in frenet benzeri bir denklem
sistemi gdzlemlenmis ardindan bu egriler E*’ e

taginarak  gozlemin dogrulugu ispatlanmistir
(Dannon, 1981).
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matris denkleminin ¢6ziimiinii bulma problemine
dontstiriilmiis olmaktadir.

3. E" Uzayinda Kiiresel Egrileri Karakterize
Eden Diferansiyel Denklemin Elde Edilmesi

3.1. Tamim: C € R* olmak iizere,

A&, )=k~ C| =r
esitligini saglayan X € R* noktalarmin kiimesine
C merkezli ve r yarigaph, 3-boyutlu hiper kiire
denir ve S3 ile gosterilir. (Hacisalihoglu, 2000).

3.2. Tamim: X:1 - R*, diizgiin bir egri ve S3, E*
te bir hiper kiire olsun. Eger X c §3 ise X
egrisine R* uzayinda kiiresel egri denir
(Hacisalihoglu, 2000).

3.3. Ornek:

Seifferts —Spherical —Spiral
Lo

Bu diistinceden hareketle E™ kiiresel egrilerini
karakterize eden diferansiyel denklem asagidaki

gibi elde edilir.

o egrisi, EM Oklid uzayinda birim hizli bir kiiresel
egri olsun. Oncelikle bu a egrisi icin E™ de Frenet
vektor alanlar agagidaki gibi alinsin.

T1,(5) = k1 (s)T,(s)

Ty (s) =

—ki_1(s)Ti—1(s) + ki(s)Ti11(s),
Tn’(s) = _kn—l(S)Tn—l(S)

1<i<n

Burada s yay wuzunlugu parametresi ve
kj(s) ; j=1,2,...,(n— 1) egrinin egrilikleridir.
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a C E™ egrisiyle sonsuz yakin n + 1 ortak noktasi kiiresinin n 4+ 1 ortak noktasinin olmasi, agagidaki
olan, x, merkezli, a yarigaph oskiilator (egrilik) ifadeyle miimkiindiir.

kiiresi, a(s) egrinin iizerinde herhangi bir nokta

olmak tizere asagidaki gibi ifade edilir (Cheng-

Chung, 1981) fE=fE=f"()="=fM(s)=0
S ={a; a c E™ {(a(s) — xq, a(s) — xq )
=a?} Simdi  bu  diisinceden  hareketle  f(s)
fonksiyonunun n. mertebeye kadar tekrarlayan
Burada f(s) = (a(s) — xg,a(s) —xy)—a? =0 diferansiyelleri dikkate alinsin ve kolaylik olmasi
olsun. a egrisi ile S™ ' oskiilatr (egrilik) agisindan X, noktasi 0 noktastna yerlestirilsin.

f(s) =(a(s),a(s))—a®> =0

(a(s),a'(s)) +(a'(s),a(s)) =0 = (a'(s),als)) =0

(a(s), T1(s)) = 0= f1(s) = (—a(s),T1(s)) =0

(@' (s), TL(8)) +(a(s), Ty (5)) = 0 = (a(s), ky(s)T(s)) = —1

(a(s), T2(s)) = —1/ky(s) = f2(s) = (—a(s), T2(s)) = p(s)
Burada p(s) = 1/k4(s) egrinin egrilik yarigap1 olarak tanimlanir.
(@' (5), To(5)) +(a(s), T2 (5)) = (a(s), —k1(s)T1(s) + ko (s)T5(s)) = —p'(s)

(a(s), Tz(s)) = = 1/ka(s).p'(s) = f3(s) = (—a(s), Tz(s)) = 1/k;(s).p'(s)

(@'(5), T3(s)) + {a(s), T5' (5)) = (= 1/kz(s).p'(5))’

(a(s), To(s)) = = 1/k3(5). [(1/k2(5))-p" () + (1/k(5))". p'(5) + k2 (). p(s)]

= f4(8) = (=a(s), Ty(s)) = 1/k3(s).[(1/k2(5)). p" () + (1/k2(5))". p'(s) + k2 (s). p(s)]
1. Sonuc¢: Dikkat edilirse elde edilen bu ifadede

fa(8)-k3(s) = [(1/kz(s)). p" () + (1/k2(s))". p'(s) + ka(s). p(s)]
esitligi, E3 6klid uzayinda bir egrinin bir kiirede bulunmas: icin bir gerek ve yeter kosul olarak verilir.

(@' (5), Ta(8)) + (a(s), T4 (5))

={=1/k3(s).[(1/k2()). p" (5) + (1/k2(s))". p'(s) + k2 (s). p()]Y
(a(s), Ts(s))

= —1/ky ($){(1/k3(5). k2(s))-p"" (s)
+ [(1/k3(5). k2(s))" + 1/k3(s). (1/k2(s))']. p" (s)
+ [(1/k3(5). (1/k2(5))') + k2 (5)/k3(s) + k3(s)/ka(s)]. p'(s)
+ (k2 (s)/k3(s))". p(s)}
= f5(s) = (—a(s),T5(s))
= 1/ks {(1/k3(5). k2(s))-p"" (s)
+ [(1/k3(5). k2(s))" + 1/k3(s). (1/k2(s))']. p" (s)
+ [(1/k3(s). (1/k2(5)))" + ka2 (s)/k3(s) + k3(s)/k2(s)]. p"(s)
+ (k2(s)/k3(s))". p(s)}
2. Sonug¢: Burada da yukaridakine benzer bir sonug elde edilir.
f5(8)-ka(s) = (1/k3(s).k2(s)). p"" (s) + [(1/k3(s). k2 (s))" + 1/k3(s). (1/k2(s))']. p" () +
[(1/k3(s). (1/k2(s)))" + ka(s)/k3(s) + k3(s)/k2(s)].p'(s) +". p(s)
esitligi, E* uzayinda bir egrinin bir kiirede bulunmasi igin bir gerek ve yeter kosul olarak verilir.
(@' (5), Ts () + (@(s), Ts'(s)) = = 1/ks (s) {(1/k4(s). k3(s). k2 (). o (s)
+[(1/ka(s). k3(s).k2(s))" + 1/ky(s). (1/k3(5). k2 (s))’
+1/k4(s). k3(s). (1/k2(s))']. p"" (s)
+ka(5)/k3(s). ko(s) + (1/ky(s). (1/k3(s)- ky(s))')
+(1/ky(s). k3(s). (1/k,(s))")'
+h3(s)/ka(s).-ka(s) + ka(5)/ka(s). k3(s) + 1/ky(s). (1/k3(s). (1/k2(s))")'].p" (s)
[ka(s)/k3(s). (1/ka(5))" + (k3(s)/ka(s). ky(s))'
+(ka(8)/ka(s).-k3(s)) + (1/kya(s). (1/k3(s). (1/k2(s))")")’
+1/k4(s). (k2(s)/k3(s))'].p"(s)
+ka(s).- ka(5)/k3(s) + (1/ka(s). (kz(s)/k3(s))')']. p(s)}
= fe(s) = (—a(s), Te(s)) =
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1/ks(s) {(1/ka(s). k3(5). kz()). p™) (s)

H[(1/k4a(s)- k3(8)- k2 ()" + 1/k4(s). (1/k3(s). k2 (s))

+ 1/k4 (). k3(5). (1/k2(s))']-p"" (s)

+[ka()/k3(5). ko (s) + (1/ka(s). (1/k3(5). k2 (s))")’

+(1/k4 (). k3(s). (1/ky(s))")" +

k3(s)/ka(s).ky(s) + ka2 (s)/ka(s). k3(s) +

1/k4 (). (1/k3(s). (1/k2(s)))'].p" (s)

+[ka(s)/k3(s). (1/kz(5))" + (k3(s)/ka(s). k2 (s)) +

(k2(s)/ka(s)-k3(s)) + (1/ka(s). (1/k3(s). (1/kz(s))))

+ 1/k4(s). (k2(s)/k3(s))'].p'(s) +

[ka(s)-ko(s)/k3(s) + (1/k4(s). (k2 (5)/k3(s))") ] p(s)}
islemlere bu sekilde devam edilirse, nihai olarak f,_,(s), f,_1(s) ve f,(s) fonksiyonlar: yaklasik olarak
asagidaki gibi elde edilir.

fn-2(8) = (—a(s), T_2(s))

= 1/kp_3(5) {[1/kn-4a(5). kn_s(s) ... k2 ()]. p™ ¥ (s) +

[(1/kn-a(8). kn_s(5) ... k2 (s))’

+ 1/kn_4(8). (1/kn_s(s). kn_s(s) ... k2(s))" +

1/ kn-4(8)-kn_5(5). (1/. kn_6(s)- kn_7(5) ... kz(s)) + -+ +

1/kn—4(8)-kn_5(5)-kn—g(5)...k3(s)(1/ky())']. P9 (s) +

[(k_a(s) + k_s(s) + -+ k3(5))/ (kn-s(). kp_5(5) ... kp(s)) +

(1/kp—a(8). (1/kp_5(5). kn—6(s) . k2 (s))) " +

(1/kn-a(5)- k=5 (5). (1/kp—6(5). kn—7(5) .. kp ())) "+ -+ +

(1/kp—4(8). kn_5(8). kp_6(s). kyy—7(s) ... k3(s). (1/k2(s))") "+

1/kn-4(8).(1/kp5(s). (1/kn—e(s) ... (1/k5(s))") ... ))']. p™~® (§)

[((K2-5(5) + K6(8) + -+ KB/ Cen-a(5)-n5(5) 2 (s))

(1/kp—4(s). (1/kn—s(s). (1/kn,—6(5) e (1/kp(s))) )N '+ ,
kp—4(5)/kn—5(s). (1/kn—6 (5)) + 1/kp_4(s). (kn—G(S)/kn—S (5)) ]
P D(S) 4 4 Dy p"'(s) + Dy.p' () + Dy. p(s)

fn-1(8) = (—a(s), Tp-1(s))

= 1/kn—5(8) {{1/kn-3(5). kp_4(s) ... kz ()] p~3(s) +
[(1/kn—3(5).- kn-4s(s) ... k2(5))’

+1/kn-3(8). (1/kn-4(8)-kn_s5(s) . k2 (s))" +

1/kn-3(8)- kn-4(5). (1/. kn—s5(5)- kn—g(s) ... k2(s))" + - +
1/kn—3(8). kn_4()-kn_s(s)... k3(s)(1/k5(s))']. p™(s) +
[(kA_3(s) + kf_a(s) + -+ + k3 (5))/ (kn-3(5)-kn_s(s) .. k2(s)) +
(1/kn3(5). (1/kn—4(5). kp_5(s) ... kp (s))") +
(1/kn3(5). ks (5). (1/kp_5()- kn—(s) .. kp($))) + - +
(1/kn=3(5). k- (5). kn_5(5). kn—(5) ... k3(s). (1/kz(s))")" +
1/kp—3(8)- (1/ ks () . (1/kn=5(5) .. (1 /k(s))) ... ))']. p* ) (s)

[((KE-4(9) + 3 5(5) + =+ K3/ Uen-3(5): kn-a(5) - ko (5))

(1/len=5(8)- (1/len-4(5) - (1/len () . (1/ea (D)) )Y +
kp—3(5)/kn_4(s). (1/kn—5 (S)) + 1/kp_3(s). (kn—s(s)/kn—4 (5)) ]
PO (s) + -+ Ey.p'" (s) + Ey. p'(s) + Eo. p(s)

(a'(8), Tp-1(5)) +{a(s), Ty (s)) =

(a(s), —kn_2($)Tn—2(s) + kn_1(s)T(s)) =

—[1/kn—2(8)-kn—3(5) ... ko ()]. p""2(s) —

[(1/kn—2(8).-kn_3(s) .. k()" +

1/ kn-2(s). (1/kp_3(8).- kn_4a(s) ... k2(s))" +

1/ kn—2(8).- kn-3(5). (1/ky_4(5). kn_s(s) ... k2(s))" +

1/ kn_2(8).- kn_3(8).- kn_a (). (1/ - kps(8)- kn_g(s) ... kp(s))" + -+ +
1/kn—3(8)-kn—3(5)-kn—a(5)...k3(s)(1/k5())']. P~ (s) —
[(1/kn—2(8). (1/kpn_3(5)-kn_s(s) ... k2(s))) +
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(1/kn-2(5).- kn-3(s). (1/kn-4(5). kp-5(s) ... k2(s))")" +
(1/kn—2(8)-kn_3(5)-kn_4(5). (1/ . kn_5(5). kn_g(s) ... ko (s))) + -+ +
(1/kn—2(8)- kn—3(8)- kn-4(5)... k3(s)(1/k2(s))")" +

(kfi—3(s) + ki a(s) + -+ k3(5))/ (kn—2(5).- kp_3(S) . k2 (5)) +
1/kn—2(5) . (1/kn—3(5). (1/kp_4(5). kn_5(s) ... k2 (s))") "+

1/kn—2(5) . (1/kn—3(5). kp_4(). (1/kn—5(5). kn—g(5) ..k (s))") " + - +
1/kn—2(5) . (1/kn_3(5). kn-4(5). ken—s5(5). kp—s(s) ... k3 (s). (1/k5(s))") +
1/kn—2(8)- kn-3(8). (1/kn-4(s) . (1/kp—5(s) ... (1/k2(5))"))")']

P (s) —

[((k7—3(s) + kf_a(s) + -+ k3(5))/ (kn—2(5)- kn_3(s) . k2 (5)))" +
(1/kn=2(5) . (1/kn—3(5). (1/kp_a(5). kp_5(s) ... ko (s))")) +

(1/kn=2(5) . (1/kn—3(5). k4 (5). (1/kp_5(). ken—(5) .. kp()))) + -+ +
(1/kn=2(5) . (1/kn3(5). kn—a(5). kn_5(). kn—(s) ... k3(5). (1/k(s))))" +
(1/kn—2(8)- kn-3(s). (1/kn—4(s) . (1/kp—5(s) ... (1/k2(5))’)'")’)',)’ +

(k3405 + 1250 + -+ + KB/ Uon2(8)-Fen5(5) - Ko (5))) +

1/kn=2(5) - (1/kn—3(5)- (1/ kn—4(5) . (1/kn-5(5) ... 1/k2(s2)))')") +
kn—3(s)/kn—2(s)- kn—4(5)- (1/kn—5 (5)) +

1/kn-2(5)- kn-3(5). (kn—s5(5)/kn_q ()) 1. p®=9(s)

— = F.p"(s) = F1.p"(s) — Fy.p(s)

fn(8) = (—a(s), To(8)) = 1/kn—1(5). {[1/kn2(5)- kn-3(5) . kz()]. P2 (s)
H[(1/ kn=(5). kp-3(s) ... ko () +

1/kn—5(5). (1/kn—3(5). kn_4(s) ... k2(s)) +

1/kn—2(5). kn—3(8). (1/kn4(5). kn_s(s) . ko (s))' +
1/kn—5(8)-kn—3(8)-kn-g(8)- (1/. kp—5(8). kp_g(8) . k() + -+ +
1/kn—5(8)-kn—3(5)-kn—a(5)...k3(s)(1/ky())']. P~ (s) +

[(1/kn—2(5). (1/kn-3(5). kn_4(s) ... k2 (s))") +

(1/kn—2(5). kn-3(5). (1/kp—4(8)- kn_s5(5) ... k2(s))") +

(1/kn—2(5)- kn-3(8). kn—g(8)- (1/-n—5(5). kn—g(8) . ka (D)) + -+ +
(1/kn—2(5)- kn-3(5). kng(5)... ks (s)(1/kz(s))") +

(k2_3(S) + k2_4(s) + -+ + k3(5))/ (kn—2(8)-kn—3(5) .. k2 (5)) +
1/kn-2(8) . (1/kn-3(5). (1/kp—4(5). kn—5(s) .. k2 (s))") " +

1/kn—2(8) . (1/kn—3(5)-kn—4(8). (1/kn—5(). kn_g(s) ... ko (s))) "+ -+ +
1/kn—2(8).(1/ky—3(8). kp_4(5). ky_5(s). kpn_(s) ... k3(s). (1/k5(s))") "+
1/kn—2(8)- kp_3(8). (1/kn—4(5) . (1/kn_5(5) ... (1/k2(s))"))") +
Kn—2(8)/kn—3(5)-kn—a(5) ... ko ()]. P4 (s) +

[((k2_5(5) + k2_4(S) + -+ + k3(5))/ (kn—2(8)-kn—3(5) .. k2 (5)))" +
(1/kn—2(5) . (1/kn—3(5). (1/kn-4(). kp_s(s) ... ka(s)))") +

(1/kn—2(5) . (1/kn—3(8)- kp—g(5). (1/kp—5(5). kn—6(5) .k (D)) + -+ +
(1/kn—2(5) . (1/kn—3(8). kp—a(5). kn—5(). kn—g () ... k3(s). (1/ k2 (s)))) +
(1/ kn—2(5)- kn-3(5)- (1/kn-4(5) - (1/ k-5 (5) .- (1/k2())') - )'))' +

((k2-49) + KE () + -+ + KB/ Con-2(5)- kn-5(5) - ko (5)) ) +

1/kn—2(8) . (1/kn_3(s)- (1/kp_4(s) . (1/,kn—5 (8) . (1/k2(s))))N) +

kn_3(8)/kn-2(8).- kn_a(s). (1/kn—5 (5)) +

1/kn—3(8)- kn-3(5). (kn—s(5)/kn_s (s)) +

kn_2(8)/kn-3(8) (1/kn_4(5). kn_s5(s) .. k2(s))" +

kyn_2(8)/kn-3(5).-kn_4(s). (1/kn_5(s)-kn_g(s) ... k2(s))" +

kp—2(5)/kn-3(5). kn_4(s). kn_s5(s).(1/. kn_g(5). kn_7(5) ... kp(s))" + -+

kn—2(8)/kn—3(5). kn—a(5)-kn_5(5). kn_g(s)... k3(s)(1/k5(s))']. "5 (s) +

+ o+ (F, + D3).p" (s) + (Fy + D1).p'(s) + (Fo + Dg). p(s) +
3. Sonug: Burada f,,(s).k,,_,(s) esitligi, E"~! uzayinda bir egrinin bir kiirede bulunmas: i¢in bir gerek ve
yeter kosul belirler.
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fn(s) = —(a’(s), Tn(s)) — {a(s), T, ()} = (—a(s), —kn_1(S)Ty_1(5)) =
[1/kn-1(5). kn_z(5) .. k()] p™(s) +
[(1/kn-1(8)- kn—2(s) ... k2(s))" +
1/kn—1(s) . (1/kn—2(s)- kn—3(5) k2 (S)), +
1/ kn-1(8)-kn—2(5). (1/kn—3(8)- kn-4(s) ... kz(s))" +
1/ kno1(8)-kn_2(8).- kn_3(8). (1/ - kp_sa(8)-kp_s(s) .. ko ()" + -+ +
1/kn—1(8). kn—3()- kn—3(5)... k3(s)(1/k5(s))']. p ™2 (s) +
[(1/kn-1(s). (1/kp—3(S). kn-3(s) .. k2(s))")" +
(1/kn-1(8)-kn—2(s). (1/kn—3(5). kn—4(s) ... k2(s))")" +
(1/kn-1(8)-kn—2(8)- kn-3(s). (1/ . kn—4(5). kn—s(5) ... ko (s))") + -+ +
(1/kn-1(8)- kn—2(8). kn-3(s)-.. k3(s)(1/k2(s))")" +
(ki—3(8) + ki_a(s) + -+ k3(5))/ (en—1(5)- kn_2() ... ko (s)) +
1/kn-1(8) . (1/kn—2(5). (1/kp—3(8). kn—a(s) ... k2 ())") +
1/kn-1(5) . (1/kn—2(5). kn—3(8). (1/kn—a(5). kpn—s(s) . kp (D)) + -+ +
1/kn-1(5) . (1/kn—2(5). kn—3()- kn—a(5). kp—5(s) ... k3 (s). (1/k5(s))") +
1/kn-1(8) - kn-2(8). (1/kn-3(5). (1/kn4()- kn—s5(s) . kz(s))) +
1/kn-1(5) - kp—2(5). (1/kp—3(5). kn—a(5). (1/kp_5(5). kn_6(5) .. k2 (s))")’
+ cee +
1/kn—1(5) - k(). (1/kp—3(5). kn—4(5). kp—5(5). ... k3(). (1/k(5))")’
+1/kp-1(8)- kn—2(5). kn—3(5). (1/kn-4(5) . (1/kp5(s) ... (1/ky(s)))~)")’
Fhn—2(5)/Kn-1(5). kn—3(8). kn_4(5) ... k2 ()]. =3 (s) +
++ Gy p""(5) + G1.p' (5) + Gy p(s)

Diger taraftan f,,_; (s) = (—a(s), T,—1(s)) oldugundan asagidaki esitlik elde edilir.
fa(8) = —kn_1(8)fn-1(s)
fa(8) + kn_1(S)fn_1(s) =0

4. Sonug: Bu elde edilen f,,(s) + k,—1(S) fn—1(s) = 0 esitligi, E™ uzayinda bir egrinin bir kiirede bulunmasi
icin bir gerek ve yeter kosul belirler. Daha agik bir ifadeyle burada E™ 6klid uzayinda kiiresel egrileri
karakterize eden diferansiyel denklem elde edilmis oldu. Bu denklem asagidaki gibi (n — 1). mertebeden,
degisken katsayili, lineer, homojen bir diferansiyel denklemdir.

Rn—1($)p" ™V + Ry (s)p™" ™2 + Rp_3(s)p™ ™3 + ...+ Ry (s)p’ + Ro(s)p
=0 1)

4. E" Uzayinda Kiiresel Egrileri Karakterize Eden Diferansiyel Denklemin Coziimii

h(s)=0 iken (1) diferansiyel denkleminin asagidaki ifadeye denk oldugu agiktir.

n—-1

D Ri)p®(s) = h(s) @
k=0

Burada Ry (s) fonksiyonlari asagidaki gibi hesaplanir.
Ry 1(8) = 1/kp_1(8).- kn_2(s) ... ko (s)
Ry 2(8) = (1/kp_1(5).-kn_2(s) .. ko (s))" +
1/kn-1(8). (1/kp—2(8). kn-3(s) ... k2(s))" +
1/kp-1(8)-kn-2(5)- (1/kn_3(5). kn_4(s) ... k2(s))" +
1/kn-1(8)-kn-2(8)- kn—3(5). (1/.kn—4(5). kn_s(s) ... ko(s))" + - +
1/kn-1(8)- kn—2(8). kn—3(s)... k3(s)(1/k(s))’
Rn—3(5) = (1/kn-1(5). (1/kn—2(8)- kn-3(s) ... k2(s))")" +
(1/kp-1(8)- kn—2(8). (1/kn—3(). kn-4(s) ... k2(s))")" +
(1/kp—1(8)-kn—2(5). kn-3(5). (1/. kp_4(8). ky—s5(s) ... k2 ())")" + -+ +
(1/kn-1(8)-kn—2(8). kn-3(s)... k3(s)(1/kz(s))")" +
(kn-3(5) + kp—a(s) + -+ + k3 (5))/ (kn-1.(5)- ken—2(5) - k2 (5)) +
1/kn-1(5) - (1/kn-2(5). (1/kn—3(5)- k4 () . k2 ())")" +
1/kp-1(5) - (1/kn=2(5)- kn—3(5). (1/kp_4(5). kn_5(5) ..k (s))") + -+
1/kn-1(8) . (1/kp_2(5)-n_3(5)- kn—a(5)-kn_5(5) ... k3(5). (1/k2(s)))" +
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1/kn—1(8) - kp—2(8). (1/kp—3(8). (1/kn—4(8)- kn—s(5) ... k()" +
1/kn_1(8) kn—3(8). (1/kn—3(8)- kp_a(5). (1/kp_5(5). kn—g(s) . k(s))")" +
ot 1/ k1 (8) Kz (5). (1/kn—3(5). kg (5). kp—5(5) .. k3(5). (1/k(5))")’
+1/kp—1(8)- kn—2(5). kn—3(5). (1/kn—4(5) . (1/kn-5(s) ... (1/k2(s)))~)" +
kn-2(8)/kn-1(5)- kn-3(s)- kn-4(s) ... k2(s) +
kn_1(8)/kn_2(8).-kn_3(8). kn_a(s) ... k2 (s)
Bu sekilde devam ederek R,,_,(s),..., Ry(s), R1(s), Ry(s) hesaplanir. Simdi (1) denkleminin 0 < s < b

araliginda,
N

p(s) = Z Ay s™ 3)

m=0
seklinde kesilmis Taylor serisi formunda,

p(0) = po
p'(0) = p;
{?”(0) = D2

pT(0) = pp-s

p(n—z) (0) = pn—
seklinde genel Taylor polinomlarinin baglangi¢ kosullar1 altinda bir yaklasik ¢éziimiiniin oldugu kabul
edilsin. Burada N = n olarak alinsin ve bu yaklasik ¢oziim matris formunda asagidaki gibi gosterilsin.

p(s) =S(s)A
Burada S(s) ve A matrisleri asagidaki gibi tanimlanir.
S(s)=[1 s s2 s3 s* .. s"],A=[a a1 a as Ay . an]t

Diger taraftan p(s) nin tiirevleri igin,
p'(s) =S(s)BA
p"'(s) = S(s)B%A
p"'(s) = S(s)B3A

p™=3)(s) = S(s)B" 34
p™=2(s) = S(s)B" 24
p™D(s) = S(s)B™ A
olacak sekilde (n + 1)x(n + 1) tipinde B, B2, B3,..., B"3, B"~2 ve B"~! matrisleri asagidaki gibidir.

01000 - 0 0 0
00200 0 0 0
00030 0 0 0
0 000 4 0 0 0
B=|: i i i : P
00 00O n-2 0 0
00 00O 0 n—-1 0
00 00O 0 0 n
00 00O 0 0 0
0020 0 0 0
0 006 0 0 0
0 000 12 0 0
0000 O 0 0
B? = A 5 :
0000 O (n—1).(n—2) 0
0000 O 0 n.(n—1)
0000 O 0 0
0000 O 0 0
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0006 0 - 0 0
0 000 24 - 0 0
0000 O 0 0
B3=[0 0 0 0 O m—1).(n—-2).(n—3) 0
0000 O 0 n.(n—1).(n—-2)
0000 O 0 0
0000 O 0 0
0 0 00 O 0 0
0 0 (n—3)! 0 0 0
0 0 0 (n—2)! 0 0
0 0 0 0 m—-11/2 0
pn-3 = |0 0 0 0 0 n'/6
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 (n—2)! 0 0]
0 0 0 mn-1)! 0
gn-2 — |0 0 0 0 n!/2
0 0 0 0 0 |
L0 0 0 0 0 J
0 0 (n—1! 07
0 0 0 n!
Br1=|o0 0 0 0
0 0 0 OJ

Simdi biitlin bu ifadeler (1) esitliginde yerine yazilirsa,

{Ry—1(8)S()B™ 1 4+ R,_5(5)S(s)B™ 2 + R,,_3(s)S(s)B™ 3 + --- +

R3(s)S(s)B3 + R,(s)S(s)B? + R1(s)S(s)B + Ry (s)S(s)}A = h(s) 4)
elde edilir. Matris formundaki bu denklemde belirlenen araligin s = s;, i = 0,1, ..., n siralama noktalari
kullanilirsa,

so=0, s, =b/n, s, =2b/n,s3=3b/n, ..,s, =b
olmak tizere k = 0,1, 2, ...,n — 1 icin asagidaki matrisler elde edilir.

R, (0) 0 0 0 0
[ 0  R.(b/n) 0 0 0 }
Ri(s) = 0 0 Rk(z.b/n) 0 O
l 0 0 0 " Re((m—1)b/n) 0 ‘
0 0 0 0 Rie(b)
[1 0 0 0 0 ]
1 (b/n) ®/m? e (/) b/m)"
o_|t  @m 2b/n)? . (2b/m)*1 (2b/n)" ‘
[i (n—1)b/n (-1 b/m)? * ((n—1)b/n)y ((n—l')b/n)”J
! ! D Rk n

Diger taraftan (4) denkleminde

{Ry_1(5)S()B™ 1 + R,_5(5)S(s)B™ 2 + R,,_3(s)S(s)B™3 + --- +

R3(s)S(s)B3 + R,(5)S(s)B? + R1(s)S(s)B + Ry(s)S(s)} =W
olarak alinirsa denklem

WA=H-> [W; H] (5)
sekline doniisiir. W matrisini hesaplanip denklem artirilmis matris seklinde yazilir. Diger taraftan (1)
denkleminin genel Taylor polinomlarimin baslangi¢ kosullar1 altinda yaklagik ¢6ziimiiniin bulunabilmesi igin
kosullarin matris denklemini agsagidaki gibi elde edilir.

p(0) =S(0)A = p,
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p'(0) = S(0)BA = p,
p"(0) = S(0)B*A = p,
p(0) = S(0)B°A = ps

p(0) = S(0)B"3A = py_s
p"2(0) = S(0)B" A =py_,
Buradan kosullarin matris denkleminin artirilmis matris formunda ifadesi asagidaki gibi elde edilir.

U=[0 0 0 - 0 0 0; po]
Uy=[0 11 0 - 0 0 0; py]
U,=[0 0 2! 0 0 0; pyl
Up2=[0 0 = 0 n=2)! 0 0 ; pp]
olmak {izere asagidaki artirilmis matris elde edilir.
o o o0 - 0 0 0 0 ; Po ]
[lo 11 0 - O 0 0 0 ; P |
U=|002!"'0 0 00:P2|
lo 0 0 ~ o mn-2) 0 0 pn—ZJ
Po
[Pl]
Burada P = | P2 | olmak iizere asagidaki esitlik asikardir.
lPn—z

UA=P - [U ; P]
(5) ve (6) esitliklerinden W*A = H* elde edilir.

[Woo Woi - Won-2) Wom-1) Won ; hy 1
Wig Wi1 - Wim-2) Wim-1) Win ; hy
X X 0! 0 0 0 0 ; Po
w*;, H*| = ’
[ ] |q o0 0 0 ; P |
lo o -~ m-2) 0 0 ;i poyl

Burada;
Woo = Ro(0), wo1 = R1(0), ..., Won—2) = (n — 2)! R;,_,(0)
Won-1) = (n — D! R,,—1(0), won, = 0,wy9 = Ro(b/n),
wi;, = (b/n).Ry(b/n) + Ry(b/n), ...,
Wimn-2) = (b/n)" 2. Ro(b/n) + (n = 2).(b/n)"3.Ry(b/n) +
(n—=2).(n—3).(b/n)" *.R,(b/n)
+(n—=2).(n—=3).(n—4).(b/")">.R3(b/n) + -+
(n—2)!(b/n).Ry—3(b/n) + (n — 2)! Ry (b/n),
Wity = (0/m)" V. Ro(b/n) + (n = 1).(b/n)""2. Ry (b/n) +
(n—1).(n—2).(b/n)"3.R,(b/n)
+(n—-1).(n—-2).(n—=3) (b/n)*"*.R3(b/n) + -+
(n—DI(Db/n).Ry—2(b/n) + (n — D! Ry_1(b/n),
win, = (b/n)™.Ry(b/n) + n.(b/n)* 1.R,(b/n) +
n(n—1).(b/n)" 2. Ry(b/n) +n.(n —1).(n — 2).(b/n)""3.R3(b/n)
+ -+ (!/2).(b/n)%. R,_,(b/n) + n! (b/n).R,_,(b/n)
olarak hesaplanir. Ayrica hy ve hy sifirdir. Boylece bilinmeyenler matrisi A = W*"H* olarak
bulunur. Buna gére A =[Q Q1 Gz a3 as .. Gn]*oldugundan asagidaki esitlikler elde edilir.
Ao =Po,a1 =p1,a=1/2Dpy ., an2 =[1/(n—2)]Dn-2,
An, =1/(n—=2)'py_,
apn-1 = (W00W1n - W0nW10/W1(n—1)W0n - WanO(n—l))-pO +
(W11Woo — Wo1W1in/WinWo(n-1) — W1(n—1)W0n)-P1 + et
1/(n—2)! (Wl(n—Z)WOn - Wo(n—z)W1n/W1nW0(n—1) - Wl(n—l)WOn)- Pn-2
an = (W00W1(n—1) - W10W0(n—1)/W1nW0(n—1) - Wl(n—l)WOn)-pO +
(W01W1(n—1) — W11Won-1)/ WinWo(n-1) — Wl(n—l)WOn)- P1

152

(6)



Agirman Aydin ve Sezer | GUFBED 9(1) (2019) 143-154

+eet1/(n—2)!

. (WO(n—Z)Wl(n—l) - W1(n—2)Wo(n—1)/W1nW0(n—1) - Wl(n—l)WOn)- Pn-2
Bu a,, bilinmeyenleri (3) esitliginde yerine konulursa;

p(s) =po +p1is+ (1/2Dpy s? + -+ +1/(n—2)!py 5 s" 2 +

[(W00W1n - W0nW10/W1(n—1)W0n - W1nW0(n—1))-Po +

(W11W00 — Wo1W1n/WinWo(n-1) — W1(n—1)W0n)-P1 + ot

1/(n—2)! (Wl(n—Z)WOn - Wo(n—z)W1n/W1nWo(n—1) - Wl(n—l)WOn)-

Pn-2 ]-Sn_l +

[(Woowl(n—1) — W1oWo(n-1)/ W1inWo(n—-1) — W1(n-1)Won)-Po +
(W01W1(n—1) — W11Wom-1)/WinWo(n-1) — W1(n—1)W0n)-P1 + ot
1/(n = 2)! (Wo(n-2)W1(n-1) =~ Wi(n-2)Wo(n-1)/ WinWo(n-1) — W1(n—1)Won)

pn—z]-sn

elde edilir. Bulunan bu ifade @ c E™ kiiresel egrisinin egrilik yarigapt ve ayni1 zamanda bu egriyi belirleyen
f> fonksiyonudur. Benzer yontemle ayn1 baslangi¢ kosullar altinda, diger f; fonksiyonlart bulunur.
Boylece E™ kiiresel egrilerini karakterize eden (1) diferansiyel denkleminin ¢6ziim kiimesine ulagilmis olur.

5. Sonuc ve Oneriler

(1) diferansiyel denkleminden n=3 6zel halinde,

Ry(s) = 1/ky(s) = 1/1(s)
Ri(s) = (1/ka(s))' = (1/7(s))’
Ro(s) = ka(s) = 7(s)

olmak tiizere asagidaki diferansiyel denklem elde
edilir.
Ry (s)p" + Ri(s)p" + Ro(s)p = 0 (")

Bu denklem E3  uzayinda kiiresel egrileri

karakterize eden p(s) fonksiyonuna bagh
diferansiyel denklemdir. Vn > 2 degeri i¢in
kiiresel egrileri karakterize eden degisken

katsayili, lineer, homojen bir diferansiyel denklem
elde edilebilir. Ayrica her bir boyut icin elde
edilen denklemler aym1 metotla ¢oziime
kavusturulabilir.

Herhangi bir uzayda kiiresel egrilerin geometrik
ozelliklerinin ~ yorumlanabilmesi bu  egrileri
karakterize eden diferansiyel denklem ya da
denklem sistemleri ile miimkiindiir. Bu ¢alismada
oncelikle kiiresel egrilerin n boyutlu Oklid
uzaymda karsiligi olan diferansiyel denklem ilk
kez acgikca elde edilmistir. Ardindan elde edilen
bu denklemin bir integral karakterizasyonu degil
yaklasik bir ¢ozimii bulunmustur. Bu ¢dzliim ile
kiiresel egrilerin geometrik &zelliklerini Oklid
uzayl adina her boyutta irdelemek miimkiindiir.
Ayrica benzer ¢alismalar ayn1 uzayda farkli 6zel
egri tipleri icin de yapilabilir. Diger taraftan
kiiresel egri kavrami farkli uzaylarda ele alinarak
elde edilen denklem ya da denklem sistemleri ayn1
veya farkli yontemlerle ¢oziilebilir. Belirlenen
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siralama  noktalarinda,  verilen  baslangi¢
kosullarina dayali ve matrisler yardimiyla elde
edilen bu yaklasik ¢6zliim bu egri tipinin daha iyi
anlagilmas1 ve degisik uygulama alanlarinda
kendine kolaylikla yer edinebilmesi adina
Oonemlidir.
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