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OZET
Eger bir M R-modiiliiniin herhangi iki dik toplananinin kesisimi M de bir dik toplanan ise bu M R-modiiliine SIP (Summand
Intersection Property) ’ye sahiptir, denir. Benzer bir sekilde, eger bir M R-modiiliiniin herhangi iki dik toplananinin toplami M
de bir dik toplanan ise bu M R-modiiliine SSP (Summand Sum Property) ’ye sahiptir, denir. Bu ¢alismada, modiillerin bazi

kosullar altinda her iki 6zelligi de saglandigini gosterecegiz.

Anahtar Kelimeler: Dik toplanan, SIP-modiiller, SSP-modiiller
ON SIP AND SSP MODULES

ABSTRACT
M has the summand intersection property (SIP), if the intersection of every two direct summands in M is a direct summand in
M, and a module M has the summand sum property (SSP), if the sum of every two direct summand in M is a direct summand
in M. In this note, we show that modules have these properties under some condition.
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1. GIRIS

Bu ¢aligma boyunca, tiim halkalar degismeli, birimlidir ve modiiller birimsel sag modiildiir. R bir halka
ve M bir modiil olmak tizere N altmodiil M yi, N < M ifadesi ile gosterilecektir. Asagida, ¢aligmada
gecen bazi kavramlar verilecektir. Bu kavramlara iligkin detayli bilgiler ve tanimlanmamuig ifadeler igin
okuyucuya [1] “Rings and Categories of Modules” kitab1 onerilir.

Tammm 1.1. Bir M R-modiiliiniin L ve N alt modilleri i¢gin N+ L =M ve LN N =0 kosullar
saglaniyorsa N ye M nin bir dik toplanan: (direct summand) denirve N <; M ile gosterilir. Bu durumda
L de bir dik toplanandir.

Tamm 1.2. K, M R-modiiliiniin bir alt moduli olsun. M R-modiiliiniin sifirdan farkli her L alt modiilleri
icin K N L # 0 kosulu saglantyorsa K ya biiyiik (essential) alt modiilii denir ve K <, M ile gosterilir.

Tamm 1.3. K, M R-modiiliiniin bir alt modiili olsun. N + L = M olmasi1 L = M olmasin1 gerektiriyorsa
N ye kiigiik (small) alt modiilii denir ve N «< M ile gosterilir.

Fuchs, [2] “Infinite Abelian Groups” kitabinda “Abelian gruplarda, iki dik toplananin kesisimin tekrar
bir dik toplanan olmasinin karakterizasyonu” problem 9 da sormustur. Kaplansky [3] ise bir PID halkas1
tizerindeki serbest modiillerin bu 6zelligi sagladigini gostermistir. Wilson [4] ¢alismasinda Kaplansky
ve Fuchs’un ¢aligmalarindan yol ¢ikarak, SIP ye sahip modiil ailelerini 1986 yilinda tanimlamustir.
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Tanmim 1.4. Eger bir M R-modiiliiniin herhangi iki dik toplananinin kesisimi M de bir dik toplanan ise
bu M R-modiiliine SIP (Summand Intersection Property) *ye sahiptir. R bir halka olmak tizere Ry modiilii
SIP ye sahip ise R halkasi SIP ye sahiptir denir. Yani; R nin her e, f idempotent elemanlar1 igin eR N
fR = gR olacak sekilde R nin bir g idempotent elemani vardir.

SIP modiil tanimindan yola g¢ikarak Garcia 1989 da [5] SIP modiiliin duali olan SSP modiilleri
tanimlamastir.

Tamm 1.5. Eger bir M R-modiiliiniin herhangi iki dik toplananinin toplami1 M de bir dik toplanan sahip
ise bu M R-modiiliine SSP (Summand Sum Property) *ye sahiptir. R bir halka olmak tizere Rz modiilii
SSP ye sahip ise R halkas1 SSP ye sahiptir denir. Yani; R nin her e, f idempotent elemanlari i¢in eR +
fR = gR olacak sekilde R nin bir g idempotent elemani vardir.

2. SIP VE SSP MODULLER

Acikca yar1 basit ve ayristirilamaz modiiller SIP ye ve aynit zamanda SSP ye sahip modiillerdir. Bu
kisimda ilk olarak SIP ve SSP ye sahip modiil aileleri ile ilgili Wilson ve Garcia tarafindan verilen denk
kosullar ispatsiz olarak verilecektir. Bu teoremler yardimiyla SIP ve SSP &zelliklerinin birbirlerinin
gerektirmedikleri gosterilecektir. Bu kisimda ayrica, SIP ve SSP 6zelliklerinin hangi kosullar altinda
birbirlerinin gerektirdigi verilecek ve son olarak her iki 6zelligin birlikte saglandigini gdsteren bazi
teorem ve sonuglar1 verecegiz.

Teorem 2.1. M bir R-modiil olsun.

(i) M, SIP ye sahiptir ancak ve ancak her S, T <; M ve m:M — S Kanonik projeksiyonu igin
Ker m| . <4 Mdir.

(i) M, SIP ye sahiptir ancak ve ancak her M = S@®T ve a: S — T kanonik projeksiyonu i¢in Kera <; S
dir.

Teorem 2.2. M bir R-modiil olsun.

(i) M, SSP ye sahiptir ancak ve ancak her S, T <; M ve m:M — S kanonik projeksiyonu i¢in
Immn| . <4 Mdir.

(i) M, SIP ye sahiptir ancak ve ancak her M = S®T ve a: S — T kanonik projeksiyonu igin Ima <4 S
dir.

Ornek 2.3. My = (Z®Z,)z olsun. a: Z — 7, doniisiimii a(x) = x ile tanimlansin. Kera = 27 olup Z
nin bir dik toplanani degildir. Teorem 2.1.ii. den My = (Z@®Z,) SIP ye sahip modiil degildir ama My
SSP ye sahiptir.

Ornek 2.4. My, = (Z®Z)y olsun. a:Z — 7 doniisiimii a(x) = 2x ile tanimlansin. Im a = 27 olup
Z nin bir dik toplanani degildir. Teorem 2.2.ii. den M; SSP ye sahip modiil degildir. Ama Z, temel ideal
bolgesi ve M serbest Z- modiil oldugundan My SIP ye sahiptir.

Acikca Zj ile (Z;)7 modiilleri SIP sahip modiillerdir. Ornek 2.3. bize, SIP ye sahip iki modiiliin dik
toplamlarinin SIP ye sahip olmasi gerekmedigini gostermektedir. Z; modiilii ayristirllamaz modiil
oldugundan SSP ye sahiptir. Ornek 2.4. bize, SSP ye sahip iki modiiliin dik toplamlarinin SSP ye sahip
olmas1 gerekmedigini gostermektedir. SIP ye sahip modiillerin dik toplananlarinin da SIP olduklar1 [4]
ten bilinmektedir. Benzer iliski SSP ye sahip modiiller i¢in de [5] te verilmistir.

Asagidaki 6rnek bize hem SIP hem de SSP ye sahip olmayan modiillerin varligin1 gostermektedir.
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Ornek 2.5. My = (Z,®Z4)z olsun. a:Z, — 7, doniisimii a(x) = 2x ile tanimlansin. Bu durumda
Kera = Im a = 2Z, olup Z, nin bir dik toplanani degildir. Teorem 2.2.i. ve Teorem 2.2.ii. den . Mz ne
SIP ne de SSP ye sahip bir modiildiir.

Ornek 2.3. ve Ornek 2.4. bizlere bu iki 6zelligin birbirlerini gerektirmedigini gdstermistir. Alkan ve
Harmanci [6] da (C3) ve (Ds3) kosullari altinda gerektirmelerin saglandigini gostermistir. Bu
gerektirmeler Teorem 2.5. te ispatsiz olarak verilecektir. Once bu kosullarin neler oldugunu
tanimlayalim. Konunun siirekliligi agisindan tiim (C;) ve (Di) (i=1, 2, 3) kosullar1 agsagida verilmistir.
Ayni zamanda (C1) 6zelligi extending modiil veya CS (Complement is a Summand) modiil olarak ta
bilinmektedir. Burada (Cz) modiiller (C3) modiilleri gerektirmededir. (C1) ve (C>) yi saglayan bir modiile
stirekli (continuous) modiil, (C1) ve (Cs) i saglayan bir modiile yari-siirekli (quasi-continuous) modiil
denir. Bu modiil aileleri hakkinda daha genis bilgi i¢in okuyucuya [7] tavsiye edilir. Benzer sekilde
(D) 6zelligi yiikselen (lifting) modiil olarak ta adlandiriimaktadir. Burada (D2) modiiller (Ds) modiilleri
gerektirmededir. (D) ve (D) yi saglayan bir modiile ayrik (discrete) modiil, (D1) ve (Ds) i saglayan bir
modiile yari-ayrik (quasi-discrete) modiil denir. Yiikselen modiiller hakkinda daha genis bilgi igin
okuyucuya [8] tavsiye edilir.

(€1) M nin her alt modiilit M nin bir dik toplaninda biiytiktiir.
(€C3) M nin bir A alt modiilii M nin bir dik toplananina izomorf ise A da bir dik toplanandir.
(C3) M nin M; ve M, dik toplananlar1 igin M; N M, = 0 ise M;@®M, de M nin bir dik toplananidir.

(D1) M nin her A alt modiilii igin M; < Ave AN M, < M,olacak sekilde M = M, @M, vardir.
(D) M nin bir A alt modiilii i¢in M/A, M nin bir dik toplananina izomorf ise A da bir dik toplanandir.
(D3) M nin M; ve M, dik toplananlari icin M = M; + M, ise M; N M, de M nin bir dik toplananidir.

Teorem 2.6. [6, Lemma 19] M bir R-modiil olsun. Asagidaki ifadeler dogrudur.
(i) M, (C3) modiil olsun. Eger M SIP ye sahip ise M SSP ye sahiptir
(ii) M, (D3) modiil olsun. Eger M SSP ye sahip ise M SIP ye sahiptir.

Azarpanah [9] ¢alisgmasinda C(X) (siirekli fonksiyonlar) halkalari tizerinde SIP ve SSP kosularini
aragtirmigtir. C(X) halkas1 SSP ye sahip ise SIP ye sahip oldugunu gostermis ayrica X kompakt ise bu
iki 6zelligin denk oldugunu gostermistir. Bizde bu ¢alismada bazi 6n kosullar altinda, hem SIP hem de
SSP yi saglayan modiil aileleri ile ilgi bir teorem verilecektir.

Tanim 2.7. M bir R-modiil olsun. M nin her bir L, tamamuyla degismez (fully invariant) alt modiili igin
L=AM olacak sekilde R nin bir A ideali varsa M, R-modiiliine tamamiyla degismez ¢arpimsal (fully
invariant multiplication) modiil denir.

Bir M, R-modiiliiniin sag sifirlayicisint ann,.(M) ile gosterecegiz ve ann,.(M) = {a € R: Ma = 0}
oldugunu hatirlayalim.

Teorem 2.8. R bir halka ve R =ann,.(M,)+ ann,.(M,) esitligini saglasm. Eger My =
(M;®M,)gmodiilii tamamiyla degismez carpimsal modiil ise M hem SIP hem de SSP ye sahiptir.

Kanit. X; = anng(M;) (i = 1, 2) ve R = X; + X, olsun. Ayrica M R-modiilii tamamiyla degismez
carpimsal modiil ve f: M; — M, herhangi bir R-homomorfizma olsun. Buradan,
f(My) = f(Xy My + XoMy) = f(X1My) + f(XoMy)
= f(0) + Xpf (M) € X,M, =0
Buda bize gosterir ki Hom(M;, M,) = 0 dir. Ker (0) = M, ve buda M, in bir dik toplananidir. Teorem
2.1. den M SIP ye sahiptir. Im(0) = 0 ve bu ise M, nin bir dik toplananidir. Teorem 2.2 den M, SSP ye
sahiptir.
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Sonu¢ 2.9. R bir halka ve R = anng(M;)+ anng(M,) esitligini saglasin. Eger My =
(M, M,)zmodiilii serbest (free) modiil ise M hem SIP hem de SSP ye sahiptir.

Kamt. [10, Sonu¢ 2.10] da her serbest modiiliin tamamiyla degismez ¢arpimsal modil oldugu
gosterilmistir. Dolayisiyla Teorem 2.8. den istenilen sonug elde edilir.

3. BAZI GENELLENMIiS MODUL AILELERi UZERINE

C; modiil ailesine ayni1 zamanda extending modiil veya CS modiil de dendigini séylemistik. Bu modiil
ailesinin ¢esitli genellemeleri vardir. Bunlardan bir tanesi olan Goldie extending modiiller, [11] deki
caligmada tanimlanmustir. Goldie extending tanimi § bagntisi tizerinde tanimli olup, XY dir ancak ve
ancak X NnY <, XveXNnY <, Y seklindedir.

Tamm 3.1. M bir Goldie extending modiildiir ancak ve ancak M nin her X alt modiilii i¢in X Dolacak
sekilde M nin en az bir D dik toplanani vardir.

Goldie extending ifadesi kisaca G-extending olarak gdsterilir. G-extending modiillerin her dik toplanani
G-extending olup olmadigi bilinmemektedir. Eger her dik toplanani1 da G-extending ise bu durumda,
kisaca G *-extending olarak gosterilmektedir. [11] de hangi kosul altinda, bir modiiliin" G-extending dir
ancak ve ancak G*-extending dir” ifadesinin dogru oldugu agik bir soru olarak birakilmustir.

Onerme 3.2. (11, Onerme 3.19.) M, bir G-extending modiil olsun. Eger M, SIP veya C, kosulunu
saglarsa M, G *-extending dir.

Sonug¢ 3.3. M, bir G-extending modiil ve D5 kosulunu saglasin. Eger M, SSP ye sahip ise M, G*-
extending dir.

Kanit. Teorem 2.6.ii. ve Onerme 3.2. den kolaylikla elde edilir.

Sonug¢ 3.4. M, bir G-extending modiil ve R = anng(M;) + anngy(M,) esitligini saglayan bir halka
olsun. Eger Mg = (M;@®M,)gmodiilii tamamiyla degismez ¢arpimsal modiil ise M, G *-extending dir.

Kamt. Teorem 2.8. ve Onerme 3.2. den kolaylikla elde edilir.

Sonug 3.5. M, bir G-extending modiil, R = anng(M;) + anng (M) esitligini saglayan bir halka ve M,
M,; R-modiillerini olsun. Eger Mg = (M;®M,)gmodiilii serbest modiil ise M, G *-extending dir.

Kamt. Sonug 2.9. ve Onerme 3.2. den kolaylikla elde edilir.

Takil Mutlu, [12] ¢calismasinda hem ADS modiil hem de SIP ye sahip modiilleri kisaca SA-modiil olarak
tanimladi. ADS modiillerin tanimi1 Fuchs [2], tarafindan yapilmustir. [13, Teorem 2.7.] de ADS
modiillerin (C3) kosulunu gerektirdigi gosterilmistir.

Sonuc 3.6. M, bir G-extending modiil olsun. Eger M, SA-modiil ise M, G T-extending dir.

Kamit. [12, Tanim 2.5.] ve Onerme 3.2. den kolaylikla elde edilir.

M bir R-modiil olsun. M nin herhangi iki dik toplananinin kesisimleri bir dik toplananda biiyiik ise bu

modiil ailesine SIP-extending modiiller denir [ 14]. Agikga bu aile hem SIP hem de extending modiillerin
bir genellemesidir.
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Onerme 3.7. M R-modiil ve M nin her dik toplanani M deki biiyiik alt modiillerinin kapanisinda tek
olsun. M, bir G-extending modiil ve SIP-extending modiil ise M, G *-extending modiildiir.

Kamt. M R-modiil ve M nin her dik toplanan1 M deki biiyiik alt modiillerinin kapanisinda tek; M, bir G-
extending ve SIP-extending modiil olsun. M de bir K dik toplanan1 alalim. B < K olsun. [11, Onerme
1.5.] ten M nin bir L dik toplanani i¢in A <, B ve A <, L olacak sekilde bir A < M vardir. Buradan,
A <, KnLdir Kabulden A <, K N L <, N olacak sekilde en az bir N <; K vardir. Dolayisiyla; K,
G-extending modiildiir. Yani; M, G *-extending dir.
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