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Oz. Cok ¢oziimlii problemler 6grenciye birbirinden farkli yontemleri kullanarak ayni sonuca ulagma imkani
veren, birden fazla yolla ¢oziilebilen matematiksel gorevler ya da birden fazla yolla kanitlanabilen matematiksel
durumlar olarak tanimlanmaktadir. Ogrencilerin sorgulama, muhakeme, arastirma ve diisiincelerini agiklama
becerilerinin gelisimini destekleyen ¢ok ¢oziimlii problemlerin yaraticilik ve matematiksel diisiinme siirecleri ile
yakindan iligkisi bulunmaktadir. Cok ¢oziimlii problemlere odaklanan bu arastirmada amag 6grencilerin gok
¢Oziimli problemlerde kullandiklari farkli ¢6ziim stratejilerinin belirlenmesidir. Arastirmanin katilimcilarini
[Ikogretim Matematik Ogretmenligi programindaki 76 birinci sinif 6grencisi olusturmaktadir. Veri toplama araci
olarak agik uglu bir testten yararlanilmus, testte gok ¢oziimlii iki probleme yer verilmistir. Ogrencilerden,
problemlerin her biri i¢in verilen otuz dakikalik siire iginde her bir problemi bulabildikleri kadar ¢ok ¢6ziim
yoluyla ¢dzmeleri istenmistir. Ardindan 6grenciler arasindan belirlenen alt1 6grenci ile klinik goriismeler
gerceklestirilmis, veriler nitel olarak analiz edilmistir. Aragtirmanin sonucunda 6grencilerin biiyiik bir
¢ogunlugunun geometri probleminde 6riintii problemine gore daha fazla ¢6ziim yolu tiretebilmelerine kargin
problemlerin ¢oziimlerinde ¢ok/farkli ¢6ziim yolu liretemedikleri belirlenmistir.

Anahtar sézciikler: Matematik egitimi, Problem ¢6zme, Cok ¢6ziimlii problemler, Stratejiler

Abstract. Multiple solution tasks are defined as mathematical situations which can be proved in more than one
way or as mathematical tasks that can be solved in more than one way so that students can reach the same result
by using different methods. Multiple solution tasks, which support the development of students’ skills related to
interrogation, reasoning, research and making comments, have a close relationship with the processes of
mathematical thinking and creativity. The purpose of this study, which focuses on multiple solution tasks, was to
determine different solution strategies used by students for multiple solution tasks. The participants of the study
were 76 freshman students attending the department of Elementary School Mathematics Teaching. As the data
collection tool, an open-ended test made up of two multiple solution tasks was used. The students were asked to
solve each task in thirty minutes in as many ways as they could. Following this, clinical interviews were held
with six students selected among all the participants. The data collected were analyzed qualitatively. The results
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revealed that most of the students found more ways of solution to the geometry task than the pattern-related task
and that they did not find many/different ways for individual solutions for the tasks, though.

Keywords: Mathematics education, Problem solving, Multiple solution tasks, strategies

Giris
Matematiksel diisiinmenin gelisiminde hig sliphesiz problemler ve problem ¢ézme siireci ayri bir
oneme sahiptir. Bu énem problemlerin dogasindan ve problem ¢dzme siirecinin bireydeki
yansimalarindan kaynaklanir. Sorgulayan, arastiran, inceleyen ve diigiincelerini nedenleriyle
aciklayabilen bireylerin iyi birer problem ¢o6ziicii olmalarn tesadiifi degildir. Dewey’e gore diisiinme,
daima bireyin bir problemin varligini gergekten hissetmesiyle baglar (Philips & Soltis, 2005). Ardindan
birey, problemin daha agik bir ifadesini bulabilmek, olasi ¢oziimler i¢in Oneriler aramak, problem
durumuyla ilgili olabilecek bilesenleri incelemek ve durumu daha iyi anlamlandirabilmek i¢in 6n
bilgileri ile iligkilendirmeler yapar. Bu iligkilendirmelerde birey, problemin en iyi hangi bigimde
coziilebilecegine iliskin bir eylem plan1 olusturmaya ya da bir hipotez kurmaya baglar. Eger sinanan
hipotez ile problemi ¢ozebilirse, bireyde bir 6grenme siirecinin gerceklestigi diisliniilmektedir (Philips
& Soltis, 2005). Oyleyse matematiksel diisiinme ve dgrenme arasindaki bu karmasik iliskide
problemlerin anahtar bir rol Gistlendigi s6ylenebilir. Ancak problemlerin dogas1 bu anahtar roliin
islevinde son derece belirleyicidir. Yavan, tek diize, ¢6ziimii kolaylikla tahmin edilebilen, ilgi ¢ekici
olmayan, dgrencilere deneyimsel gercek (Gravemeijer, 1999) gelmeyen ve bu baglamda onlarin
entelektiiel ufuklarini zorlamayan problemler yerine ilgi ¢ekici, diislindiiriicli, 6grencilerin
diisiincelerinde ufuk agici, fenomolojik deneyimleriyle sentez yapmalarina olanak taniyan ve
diisiincelerini genisletici/ilerletici problemler sec¢ilmelidir. Boylesi bir problem ile bireyin karsilagsmasi
ve problemi kendi basgina ¢ézebilmesi zihinsel siirecleri destekledigi gibi karakter ve zihin iizerinde
omiir boyu iz de birakabilmektedir (Polya, 1997). Bu tip problemlere ¢ok ¢oziimlii problemler de
eklenebilir.

Cok ¢oziimlii problemler, “birden fazla yolla ¢oziilebilen matematiksel gorevler ya da birden fazla
yolla kanitlanabilen matematiksel durumlar” olarak tanimlamaktadirlar (Levav-Waynberg & Leikin,
2012b, s.311). Matematik egitimcileri bir problemin birden fazla yolla ¢oziildiiglinde nasil ayni
sonucun elde edileceginin derinlemesine anlagilmasinin matematiksel muhakemenin gelisiminin
onemli bir bileseni oldugunu, (NCTM, 2000; Polya, 1997, Schoenfeld, 1992; Sternberg, 1994; Silver,
1997) ve ayn1 zamanda bu siirecin matematiksel diigiinmeyi hem gerektirdigini hem de gelistirdigini
belirtmektedirler (Leikin, 2007). Bir problemi birden fazla yol ile ¢6zme, problem ¢dziiciiniin iyi bir
matematiksel bilgiye sahip olmasii gerektirdiginden onun deneyimli bir matematik¢i olduguna isaret
ettigi gibi (Polya, 1997), bu siire¢ bireylerin matematiksel yaraticiliklari ile de yakindan iligkilidir
(Ervynck, 1991; Silver, 1997; Krutetskii, 1976; Leikin & Levav-Waynberg, 2008; Leikin & Lev, 2013).
Yeni bir bilginin yapilandirilmasini saglayan temel mekanizmalardan birinin yaraticilik oldugu dikkate
alindiginda (Lev-Zamir & Leikin, 2011) problem ¢6ziiciilerin matematiksel yaraticigini destekleyen
(Silver, 1997) ¢ok ¢ozlimlii problemlerin kavramlari kesfetmede, agiklamada, tanimlamada ve
genellemede yardimet bir arag olabilecegi sdylenebilir. Sekil 1’de ¢ok ¢dziimlii problemlere bir 6rnek
sunulmustur. Bu 6rnek Leikin ve Lev’in (2013) ¢alismalarinda kullandiklar regel probleminden
Tiirk¢eye ¢evrilmis, olusturulan ¢6ziim gruplarina 6rnekler ise Yilmaz’in (2014) ¢calismasindan
alinmustir.
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Marmelat Problemi:

“Seyma her yil kayis1 marmelati hazirlayip marketlere kavanozlarla satmaktadir. Bu yi1l da hazirladig
80 litre marmelat1 once elindeki tiim kavanozlara esit bir sekilde paylastirmigtir. Daha sonra dort
kavanozu bagka bir is icin kullanmaya karar vermis ve bu dort kavanozdaki marmelatt diger
kavanozlara esit bir sekilde paylastirmigtir. Dolu kavanozlarin her birindeki marmelat miktart

baglangictaki miktarlarinin %’i kadar arttigina gore baslangigta kag tane kavanoz vardir?”

Coziim grubu 1. Gorsel temsil Céziim grubu 2. Iki degiskenli denklem sistemi
Coziim 2.1 Coziim 2.2
EH H H H H x.y =80 80y =4x
4 ¥4 W4 w4 xy :54_x (5-4) 80:(y-4) =5x
Coziim 2.3
5x
xo =4
y—4 Vi
Coziim grubu 3. Bir bilinmeyenli denklem Céziim grubu 4. Iki bilinmeyenli denklem
6ziim 3.1. 6ziim 3.2.
¢ ¢ dx=(y-4).
1 4 1 4
2y =yt = ==z
1 PR 4 y—4 4

Coziim grubu 5. Akil Yiiriitme
Coziim 5.1.

Kavanozlarin her birinde bulunan, baslangictaki marmelat miktarimin 1/4 i yeni miktarin 1/5° i oldugu
icin 4 kavanoz tiim kavanozilarin 1/5 dir.

Coziim 5.2

Dért kavanozdaki marmelat geriye kalanlarin 1/ 4 ine esittir.

Coéziim grubu 6. Tahmin yapma
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Sekil 1. Cok ¢dzlimlii marmelat problemi ve ¢éziim gruplari ile 6grenci drnekleri
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Sekil 1’de de goriildiigii gibi ¢ok ¢oziimlii problemlerden biri olan marmelat probleminin farkli ¢6ziim
yollar1 bulunmaktadir. Buradaki farklilik (a) matematiksel bir kavrama ait farkli temsil kullanimindan,
(b) belli bir alandaki matematiksel kavramlarin farkli 6zelliklerinden (tanimlar ya da teoremler) ya da
(c) matematigin farkli alanlarina ait farkli teoremler ve farkli matematiksel araglardan kaynaklanir
(Leikin & Levav-Waynberg, 2008; Leikin & Lev, 2013). Problem ¢6ziiciiniin birden fazla ¢6ziim yolu
iiretebilmesi, bir ¢oziimden diger bir ¢oziime gegebilmesi, ¢oziimlerde farkli temsilleri kullanabilmesi
ve hatta temsiller arasi geg¢is yapabilmesi onun matematiksel kavramlari ne derece igsellestirdiginin ve
bu kavramlar/konular arasindaki matematiksel iliskileri ne derece kurabildiginin bir gostergesidir.
Ogrencilerin matematigin farkli dallar1 arasindaki bu iliskileri gormeye baslamalari ile (Leikin, 2008)
matematigi bir biitiin olarak gérmeye bagladiklar1 da sdylenebilir. Bu biitiinliigiin fark edilmesi
matematiksel anlamanin da baslangicini olusturmaktadir.

Schoenfeld (1994) bir probleme ¢ok ¢dziim yapabilme ihtimalinin problem ¢oziiciiyii ¢6ziim siirecinde
hangi yaklagimi segecegi konusunda 6zgiir kildigin1 da belirtmektedir. Bir probleme birden fazla
¢Ozlim yapma ya da bir 6nermeyi birden fazla yolla kanitlama aligkanligina sahip olan bireyler,
problemi derinlemesine inceleme, farkli ¢6ziimler kesfetmeye ¢alisma, matematiksel oriintii ve
iligkileri farkli sekillerde agiklayabilme, varsayimlarda bulunma ve bunlar1 kanitlamak i¢in ugragma
gibi iist diizey zihinsel islemler yapma, cesitli olasiliklar araciligiyla kendi bilgilerini olusturma ve
kendi degerlendirmelerini yapma olanagi elde edebilirler. Ancak ¢oktan se¢meli sinavlar barindiran
egitim sistemlerinde bir probleme birden fazla ¢6ziim yapmaya gerek duyulmadigi i¢in boyle bir
aligkanlik ve farkindalik kazanmak miimkiin olmamaktadir. Tiirkiye’de matematik dersi 6gretim
programlarinda problem ¢dzmeye dayali 6grenme ortamlariin tasarlanmasina ve problem ¢ézmede
farkl stratejilerin kullanilmasina vurgu yapilmasina karsin (MEB, 2013) uluslararasi sinavlarda alinan
sonuglar (TIMSS ve PISA smavlar1 gibi) 6grencilerin problem ¢dzme becerisi bakimindan eksik
olduklarini diisiindiirmektedir.

Alanyazin incelendiginde 6grencilerin matematiksel diisiinmelerini ¢ok ¢6ziimlii problemler
araciligiyla degerlendiren ¢alismalara (Leikin, 2007; Levav-Waynberg & Leikin, 2009; Levav-
Waynberg & Leikin, 2012a; Levav-Waynberg & Leikin, 2012b; Tsamir, Tirosh, Tabach & Levenson
2010), cok ¢oziimlii problemler, matematiksel yaraticilik ve 6grenciler/iistiin zekal 6grenciler
arasindaki iligskiyi arastiran ¢alismalara (Leikin, 2009; Leikin & Lev, 2007; Leikin & Lev, 2013,
Tabach & Friedlander, 2013), ¢ok ¢ozlimlii problemler ve 6gretmen bilgisini inceleyen galismalara
(Leikin & Levav-Waynberg, 2007, 2008, 2009; Lev-Zamir & Leikin, 2011) rastlanmistir. Bununla
birlikte, ulusal alanyazinda ¢ok ¢6zlimlii problemler kullanilarak 6grencilerin iirettikleri stratejilerin
incelendigi bir ¢calisma ile karsilagilamamistir. Problem ¢6zmenin muhakeme, iliskilendirme ve
yaraticilik ile iligkisi goz oniine alindiginda ¢ok ¢6ziimlii problemler iizerinde yapilacak ¢aligmalarin
matematik egitimi alanyazinina katki saglayacag diisliniilmektedir. Bu diisiince dogrultusunda, bu
caligmada ¢ok ¢oziimlii problemlere odaklanilmis, lise 6grenimlerini yeni tamamlamig olan {iniversite
birinci sinif 6grencilerinin ¢ok ¢oziimlii problemlerin ¢dziim siirecinde kullandiklar: farkli stratejilerin
ortaya ¢ikarilmasi amaglanmistir. Caligma ile Tiirk 6grencilerinin ¢ok ¢éziimlii problemlerde
kullandiklar1 farkli ¢6ziim stratejilerinin belirlenmesi, yant sira ¢ok ¢oziimlii problemlerin bir
degerlendirme araci olarak 6gretmenlere ve matematik egitimcilerine tanitilmasi da hedeflenmistir.
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Yontem

Arastirmanin Deseni

Ogrencilerin ¢ok ¢oziimlii bir problemde kullandiklar farkli ¢dziim stratejilerinin belirlenmesinin
amaglandigi bu arastirma nitel bir arastirma olarak desenlenmistir. Nitel arastirmalar, algilarin ve
olaylarin dogal ortamda gergekei ve biitiinciil bir bigimde ortaya konmasina yonelik nitel bir siirecin
izlendigi arastirmalardir ve nitel arastirmalarda bir durumun derinlemesine betimlenmesine odaklanilir
(Yildirim ve Simsek, 2005). Bu arastirmada bu odak dogrultusunda 6grencilerin ¢ok ¢oziimlii bir
problemi ¢ozerken tirettikleri farkl: stratejiler ile ilgilenildiginden, verilerin toplanmasi, ¢oziimlenmesi
ve yorumlanmasinda nitel aragtirma yonteminin uygun oldugu diigiiniilmiistiir.

Katihhmcilar

Arastirmada yer alan katilimcilarin belirlenmesinde, amacli 6rnekleme yontemlerinden 6lgiit
ornekleme kullanilmustir. Olgiit drnekleme, “6nceden belirlenmis bir dizi lgiitii karsilayan biitiin
durumlarin ¢aligilmasidir” (Yildirim ve Simsek, 2005, s.112). Arastirmanin amacina ulasabilmek igin
katilimcilarin ¢ok ¢6ziimlii problemlerde kullanmalari gereken bilgi yapilarina sahip olmalari, bu
kavramlarla lise doneminde tanismis olmalari 6lgiit olarak belirlenmis ve zengin veri elde edebilmek
icin ilkdgretim matematik 6gretmenligi 1. sinifa devam eden tiim 6grenciler (76 6grenci) katilimci
olarak secilmistir. Katilimci 6grencilerin tamamina agik uglu ¢ok ¢6ziimlii 4 problem uygulanmistir.
Bu katilimcilar arasindan daha detayli veriye ulasabilmek amaciyla klinik goriismeler gergeklestirilmis,
bu goriismeler i¢in 6grenciler arasindan goniillii olan 6 6grenci secilmistir. Ogrenci se¢iminde
tamamen goniilliiliik esas alinmustir. Gizlilige dayali olarak bulgularda 6grencilerin gercek isimleri
yerine numaralar kullanilmis, bu numaralar alt indis olarak verilmistir.

Verilerin Toplanmasi
Actk uclu test

Cok ¢6ziimlii problemlerden olusan agik uclu testin gecerlik ve giivenirlikleri, uzman goriisii alinarak
ve pilot calisma gerceklestirilerek saglanmistir. Oncelikle alanyazin taramas1 yapilmis ve ¢ok ¢oziimlii
olabilecek problemler belirlenmistir. Problemlerden ii¢li geometrik olmak iizere alti problem {izerinde
karar kilinmigtir. Bu problemlerden biri olan marmelat problemi Leikin ve Lev’in (2013)
caligmasindan, oriintii problemi (Bilings, 2008) calismasindan alinmis, diger problemler ise
arastirmacilar tarafindan geometride 6grencilerin en asina oldugu teoremlerin igerisinden seg¢ilmistir.
Daha sonra problemlerin amacina hizmet edip etmediklerini belirlemek i¢in problemler matematik
egitimi alaninda iki uzmana ve iki matematik dgretmenine sunulmustur. Onerilen degisiklikler
dogrultusunda gerekli diizenlemeler yapilarak bir problem ¢ikarilmis ve kalan bes problemden olusan
testin pilot ¢aligmasi yapilmistir. Pilot ¢alisma bulgularina gore, bes problemden biri 6grencilerin
¢ogunun ¢ok ¢Oziim iiretememesi nedeniyle ¢ikarilarak aragtirmanin amacina en iyi hizmet eden dort
problemden olusan 6l¢me arac1 76 6grenciye 5 giin boyunca, her birinin ¢dziimii i¢in 30 dakika
verilerek uygulanmistir. Bu makalede dort ¢ok ¢oziimlii problemden Sekil 2°de sunulan ikisine yer
verilmistir. Geometri problemi olarak isimlendirilen ilk problem 6grencilerin ders ve yardimeci
kitaplarda siklikla karsilastiklar1 bir problem olup, pek ¢ok farkli ¢6ziim stratejisinin kullanilabilecegi
bir problemdir. Oriintii problemi olarak isimlendirilen diger problem ise &riintiiniin 0. ve n. adiminin

soruldugu, genel kurali ikinci dereceden (n*+2n+3) lineer olmayan/artarak genisleyen bir sekil
orilintiisiidiir.
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Klinik goriigmeler

Arastirmay1 desteklemesi ve daha detayli veri elde etmek amaciyla 6grencilerle klinik goriismeler de
gerceklestirilmistir. Klinik goriismelerde 6grencilere yaptiklar: ¢dzlim yollar1 gosterilerek kullandiklar
¢Ozlim stratejileri lizerine sorular sorulmus, diisiincelerini detayl olarak agiklamalari istenmistir.
Gerekli izinler alinarak gerceklestirilen goriismeler i¢in 6grencilerin rahat hissedebilecekleri bir ortam
olusturulmustur. Goriismeler 6grencilerin kagitlarini1 gorebilecek ve dikkatlerini dagitmayacak sekilde
yerlestirilmis bir video kamera ile kaydedilmistir. Goniilli alt1 6grenci ile gergeklestirilen goriismelerin
her biri yaklasik 30 dakika siirmiistir.

Problem 1:

Tepe noktasi A olan bir ABC ii¢ggeninde AB kenarinin orta noktasindan gegen ve BC kenarma paralel
olan dogrunun AC kenarii da orta noktada kestigini birden fazla yolla kanitlayiniz.

Problem 2:

2. adim 3. adim 4. adim

Yukarida karolardan olusan bir oriintii verilmistir. Buna gore sifirinci adimdaki yapiy1 ¢iziniz ve n.
adimda kullanilmasi gereken karo sayisinin nasil bulunacagini birden fazla yolla agiklaymiz.

Sekil 2. Acik uglu test

Veri Analizi

Arastirmada toplanan verilerin analizinde Miles ve Huberman’in (1994) veri analizi siirecinde belirttigi
“verinin iglenmesi”, “verinin gorsel hale getirilmesi” ve “sonug ¢ikarma ve teyit etme” asamalar1 temel
alinmistir. Verilerin islenmesi/azaltilmasi nitel arastirma sonucunda elde edilen verilerin se¢ilmesi,
Ozetlenmesi ve doniistiiriilmesi islemlerini ifade eder. Bu asama verilerin diizenlenmesini saglayarak
aragtirma sonuglarinin ortaya ¢ikmasina katki saglar (Miles & Huberman, s. 11). Bu dogrultuda bu
arastirmada belirlenen ¢ok ¢6ziimlii problemlere iligskin yapilabilecek tiim ¢oziim stratejileri iki alan
uzmani tarafindan belirlenmis, problemlerin uzman ¢6ziim alanlar1 olusturulmustur. Bu alanin
olusturulmasinda ders kitaplarindaki geleneksel ¢oziimlerin yam sira farkli ¢oziimler de dikkate
almmustir. Ardindan belirlenen ¢6zlim stratejileri, farkl temsil, farkli 6zellik (kullanilan teorem, tanim
ya da yardimci yapi gibi) ya da matematigin farkli branglarina dayali olarak, benzer ¢éziimler ayn1 grup
icinde olacak sekilde gruplandirilarak uzman ¢6ziim alanina son hali verilmistir. Uzman ¢6ziim alani
olusturulduktan sonra gruplar ve alt gruplar gorsel hale getirilmistir. Boylelikle 6grencilerden elde
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edilen veriler yogun bir sekilde yansitilmis ve arastirma sonuglari netlik kazanmustir. Ogrencilerin her
bir probleme ait ¢o6ziim stratejileri iki alan uzmani tarafindan incelenmis ve uzman ¢6ziim alanlarindaki
grup ve alt gruplar altinda kodlanmigtir. Arastirmada bulgular boliimiinde verilerin kodlamasi ve gorsel
hale getirilmesi asamasinda olusturulan gruplar ve alt gruplar dogrudan alintilarla desteklenerek
yorumlanmis ve karsilastirilmistir.

Bulgular ve Yorum
Ogrencilerin Geometri Probleminde Kullandiklar1 Coziim Stratejilerine iliskin Bulgular

Sekil 3’te geometri problemi i¢in olusturulan uzman ¢6ziim alani, gruplar ve alt gruplar ile bu
¢Oziimlerin her birini yapan 6grenci sayist verilmistir.
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Geometri Problemi
T Grp3 T e e J -
| kisi) [DF /f AC Grup 5 (9 kisi) Grup 8 (6 kisi)
| A-A-A Benzerlik Coziim 3.1 (26 kisi) Coziim 3.2(8 kisi) Sinis teoremi A
Teoremi

TN |

| Grup 6 (7 kisi)
A A
AEF & CEH

Sekil 3. Geometri problemimn uzman ¢6zom alam

85

AH? +HE2= AF?
AF2+FCI=AC?

o A A
ADH = DBF
A A

Koordinat Sistemi

ADH ~ ABF
A A
AHE ~ AFC
Coziim 7.3 (3 kisi)

SinD =SinB
SinE=5incC




ONLINE

EGITIMDE NITEL ARASTIRMALAR DERGISI
Journal of Qualitative Research in Education Volume 3 /[Ssue 3, 2015

Egitimde Nitel Arastirmalar Dergisi - ENAD
Journal of Qualitative Research in Education - JOQRE

Sekil 3°te sunuldugu gibi geometri problemine uzman ¢6ziim alaninda 12 ¢éziim grubu, toplamda 17
farkl strateji belirlenmis, 6grencilerin 3 grup (Grup 9, 10, 11) disindaki diger gruplarda yer alan tiim
stratejileri kullandiklar goriilmiistiir. Ogrencilerin biiyiik bir cogunlugu (61 6grenci) geometri
probleminin ¢6ziimiinde en geleneksel ¢6ziim olan ABC ile ADE {i¢genlerine uygulanan A¢i-A¢i1-A¢i1
(AAA) Benzerlik Teoremine dayanan Grup 1 stratejisini kullanmiglardir.

Geometri probleminin ¢dziimiinde Grup 2 olarak isimlendirilen ¢6ziim stratejisi AB kenarina tiggenin
disindan ¢izilen paralel dogru pargasi ile olusturulan paralelkenara dayanmaktadir. Grup 2,
paralelkenarin  olusturulmasindaki farklilik nedeni ile iki alt gruba alinarak incelenmistir.
Ogrencilerden 14’ii tarafindan kullanilan Coziim 2. 1. stratejisi C noktasindan AB kenarina paralel
olarak cizilen CF dogru pargasi ile olusturulan DFCB paralelkenarina dayanmaktadir. Bu stratejide
Ogrenciler iiggenin ve paralelkenarin i¢inde olusan (ADE ile CFE) iiggenlerinin agi-kenar-ag1 esligini
kullanarak AE ile EC dogru pargalarmin esliini gostermislerdir. Ogrencilerden 14°ii tarafindan
kullanilan Coziim 2. 2. stratejisi ise C noktasindan AB kenarina paralel olarak ¢izilen CG dogru parcast
ile olusturulan AGCB paralelkenarina dayanmaktadir. Sekil 4’de bu iki stratejiyi kullanan 6grencilerin
¢Oziim stratejilerine 6rnekler sunulmustur:

2

& SR ER .Cozam:

a0 «C a'la

- -
PLHE W CFE

*E <Fc
o f
g 26 <
Coziim 2. 1 stratejisi (O23) Coziim 2. 2 stratejisi (027)

Sekil 4. Grup 2’yi kullanan 6grenci ¢izimleri

Geometri probleminin ¢6ziimiinde Grup 2’deki stratejilere benzer ancak paralelkenarin tiggenin i¢inde
olusturuldugu Grup 3 ¢6zlim stratejisi, liggenin i¢inde olusan paralelkenarin farkli 6zelliklerinin
kullanilmasi nedeni ile ii¢ alt gruba alinarak incelenmistir. Her ti¢ alt grupta da E noktasindan AB
kenarina {iggenin i¢inden paralel olarak ¢izilen dogru ile olusturulan DEFB paralelkenar1 esas
alinmaktadir. Ogrencilerin 26’smin kullandig1 Coziim 3.1 stratejisinde paralelkenarin karsilikli kenar
uzunluklarinin esitligi ve ADE ile EFC liggenleri arasinda kurulan agi-kenar-ac1 esligi 6n plandadir.
Sekiz 6grenci tarafindan kullanilan Co6ziim 3.2 stratejisinde 6grenciler DEFB paralelkenarinin
kosegenini ¢izmisler ve olusan iiggenlerin alanlarinin esitligini kullanarak AE ile EC dogru
pargalarinin esit uzunlukta oldugunu belirtmislerdir. Ancak 6grencilerin kullandiklari bu strateji
hatalidir. Ogrencilerin ayni taban ve yiikseklige sahip {iggenlerin alanlarm karsilastirirken F noktasini
orta nokta olarak aldiklar1 yani kanitlamaya calistiklari teoremin sonuglarini kullandiklar1 goriilmiistiir.
Coziim 3.3 stratejisinde ise DEFB paralelkenarinin diger kdsegenine odaklaniimaktadir. Ogrenciler bu
stratejide temelde kosegen araciligiyla olusan diger ADFE paralelkenarinin 6zelliklerini
kullanmaktadirlar (Sekil 5).
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Coziim 3.1 stratejisi (O74) Coziim 3.2 stratejisi (Os0) Coziim 3.3 stratejisi (O34)

Sekil 5. Grup 3’1 kullanan 6grenci gizimleri

Problemin ¢éziimiinde 1 6grenci tarafindan kullanilan Grup 4 ¢6ziim stratejisinde [BE] ¢izilerek
olusturulan iiggenlerin alanlarinin esitligine ve ADE ile ABC tiiggenleri arasinda kurulan AAA
benzerligine dayanmaktadir. Uggenler arasinda bu benzerligin kullanildig: bir diger bir strateji Grup 5
¢Ozlim stratejisidir. Daha agirlikli cebirsel bir yaklagimin kullanildigi, ABC ve ADE ii¢genlerine Siniis
Teoreminin uygulanmasina dayanan bu stratejiyi 6grencilerden 9’u kullanmiglardir. Sekil 6’da bu
stratejiyi kullanan 6grencilerden Os4’{in yaptig1 ¢dziim 6rnek olarak sunulmustur:

Zorzerlik oo = Y Aler oo = L2
s 4/’—[ (.2 ;

1

L
Alon ADE = a.c ol i

b

in,
= Laabde Ceteddo
Alan 4BC "/ ). (c+d) -b
o L

|,J(. - J".{C*d)
a

Jdc=<*
o

Sekil 6. Grup 3’1 kullanan 6grenci ¢oziimleri

Ogrencilerin 7’si tarafindan kullanilan Grup 6 ¢dziim stratejisi, AB kenarina paralel olarak ¢izilen FH
dogrusu ve BC kenarina paralel olarak ¢izilen AF dogru parcasi arasinda olusan iiggenlerin
benzerligine dayanmaktadir. Diger bir strateji olan A noktasindan BC kenarina ¢izilen dikmeye dayali
olusturulan Grup 7 stratejisi ise, bu dikmeler araciligtyla olusan dik tiggenlerden farkli sekillerde
yararlanilmasi nedeni ile {i¢ alt gruba alinarak incelenmistir. Sekil 7°de de goriildiigii gibi Coziim 7.1
stratejisinde Oncelikle ABC ve ADE ile ADF ve ABG iiggenleri arasinda benzerlik iligkisi kurularak
kenar uzunluklari arasindaki iligkiler belirlenmis, ardindan AFE ve AGC dik tiggenleri i¢in Pisagor
bagimtis1 uygulanmistir. Ogrencilerden 6’sini kullandig1 bu ¢oziim stratejisine Oag’in yaptigi ¢oziim
Sekil 7°de 6rnek olarak sunulmustur:
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Sekil 7. Coziim 7.1 stratejisini kullanan bir 6grenci ¢ozimii

Ogrencilerin 19’unun kullandig1 Céziim 7.2 stratejisinde ise BC kenarma ¢izilen dikmeyle olusan dik
iicgenler arasinda benzerlik iligkisi kurularak AE ve EC dogru pargalarinin esligi belirtilmistir. Grup 7
icerisinde dikme araciliiyla olusturulan Coziim 7.3 stratejisini kullanan 3 6grenci ise olusturulan dik
iicgenler arasindaki trigonometrik oranlar1 kullanmiglardir.

Geometri probleminin ¢6ziimiinde 6 Ogrenci tarafindan kullanilan Grup 8 stratejisinde DE dogru
parcasina A noktasindan, BC kenarma D ve E noktalarindan inilen dikmeler esas alinmis, olusan dik
iiggenler arasinda eslik iligkisi aranmistir. Ancak bu stratejide ADH ile DBT ve AHE ile EFC ii¢genleri
arasindaki esligin kurulmasinda ciddi eksiklikler bulunmaktadir. Ogrenciler inilen dikmeleri es kabul
ederek igleme baglamislar, oncelikle benzerlik iliskisini kurmalar1 gerektigini fark etmemislerdir.
Ustelik AHE ile EFC iiggenleri arasinda nasil bir eslik kurduklari da net degildir. Sekil 8°de bu
stratejiyi kullanan 6grencilerden Oso’un ¢6ziimii 6rnek olarak sunulmustur:

Sekil 8. Grup 8 stratejisini kullanan bir 6grenci (O39) ¢dziimii

Geometri probleminde 5 6grenci tarafindan kullanilan son strateji ise Grup 12 olarak isimlendirilen
ABC ve ADE iiggenlerine uygulanan Kosiniis Teoremine dayanmaktadir.

Ogrencilerin geometri problemine iliskin 14 ayr1 strateji kullandiklar1 belirlenmis, Tablo 1°de
ogrencilerin bu probleme iliskin kag farkli ¢6ziim yaptiklar: sunulmustur.
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Tablo 1.
Ogrencilerin Geometri Probleminde Kullandiklar1 Farkli Strateji Sayilari

Coziim sayisi Ogrenci sayisi
1 17
2 17
3 22
4 11
5 4
6 3
7 1
8 1

Tablo 1’den de goriildiigii gibi, geometri probleminde 17 6grenci 1 ¢6ziim, 17 6grenci 2 ¢oziim, 22
Ogrenci 3 ¢oziim, 20 6grenci de 4 ve daha fazla ¢6ziim yapabilmistir. Problemin 6grenciler tarafindan
oldukga bilinen bir problem olmasina karsin ¢éziimde sadece 20 6grencinin 4 ve iizeri sayida farkli
strateji kullanabilmesi dikkat ¢ekicidir.

Ogrencilerin Oriintii Probleminde Kullandiklar1 Coziim Stratejilerine iliskin Bulgular

Tablo 2’de oriintii problemi i¢in olusturulan uzman ¢6ziim alani ile bu ¢éziimlerin her birini yapan
Ogrenci sayisi verilmistir. Tablo 2’den de goriildiigii lizere oriintli probleminin ¢ézliimiinde bazi
ogrenciler gorsel yaklasirken bazi 6grenciler sayisal yaklagmislardir. Problemin uzman ¢6ziim alani
cercevesinde; 5 ¢oziim grubu altinda toplamda 11 farkl: strateji belirlenmistir. Ogrencilerin agirlikl
olarak gorsel stratejilerden yararlandiklar1 sdylenebilir.

Tablo 2.

Oriintii Problemi Uzman C6ziim Alani

_Grup 1. Gorsel Strateji: Dikdortgenden yararlanma

________________________________________________________________________________________________________________________________

Coziim 1.1(3 kisi) . Coziim 1.2 (5 kisi) . Coziim 1.3 (6 kisi)
0 I I . [] [] 1.

(n+2)n+3 L (n+2)nt4)-1 I ]

Grup 2. Gorsel Strateji: Kareye tamamlama (34 kisi)

_________________________________________________________________________________________________________________________________

Coziim 2.1. (34 Kisi) . Coziim 2.2.

(n+2)> — (2n+1)
Grup 3. Gorsel Strateji: Degisen karolara odaklanma
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_________________________________________________________________________________________

~ Céziim 3.1. (38 Kisi) " Coziim 3.2. (12 Kisi) . Coziim 3.3 (4 . Céziim 3.4. (4 Kisi)

N Z - kisi) C 11
St L O H

[ ] : [ : Z [ ]

(n+1) +(n ) +H(n+2)

(e DHn-1). (ni2)+ 4 - (kD). prnrl)r 2 L et 4

Grup 4. Sayisal strateji: Farkliligi arama (12 Kisi)
f(n)-f(n-1)=g(n-1)

Grup 5. Sayisal strateji: Fonksiyonel iliski bulma (2 kisi)
f(n)=an*+bn+c

Gorsel stratejiler kapsaminda ele alinabilecek ilk grup karolarin yerlerindeki degisim ile elde edilen
dikdortgenlere dayanmaktadir. Bu grup farkl sekillerde dikddrtgenlerin olugturulmasi nedeniyle ii¢ alt
grupta incelenmistir. Ogrencilerin 3’ii tarafindan kullanilan Coziim 1.1. stratejisi, alttaki 1 karonun en

iist sol kdseye taginmasiyla olusan (2x 4), (3x 5), (46>, dikdortgenlere dayanmaktadir. Ogrenciler
olusan bu dikdortgenlerin kenar uzunluklarini adim sayist ile iligkilendirerek fonksiyonel bir iligki
aramiglar ve n. adimdaki karo sayisini bir kenar1 n, diger kenar1 n+2 olan dikdortgenin alanina sabit 3
karonun eklenmesiyle “n*+2n+3” olarak bulunmuslardir. Sekil 9°da bu stratejiyi kullanan
dgrencilerden Os’in yaptigi ¢dziim 6rnek olarak sunulmustur:

b 0 Adiern

"ji‘j I . P a
d “ Fat
Kl ' =
=

|~

2. ADIM 3. ADIM 4. ADIM #-n A1_Pdirem o~
(v2)aed = a222043

Sekil 9. Coziim 1.1 stratejisini kullanan bir 6grenci ¢izimi

Dikdortgene dayali Coziim 1.2. stratejisi, en st sol kdseye bir karonun eklenmesiyle olusan (2x 4),
(3x5), (4x6)’lik dikdortgenlerin kenar uzunluklarinin adim sayisi ile iliskilendirilmesini kapsar.

Ogrencilerden 5’i tarafindan kullanilan bu stratejide n. adimdaki karo sayis1 bir kenari n, diger kenari
n+2 olan dikdortgenin kapsadigi karolara, uglardaki sabit 4 karonun eklenmesi ve ilk eklenen 1

karonun ¢ikarilmasi ile n®+2n+3 olarak bulunmustur. Sekil 10'da bu stratejiyi kullanan 6grencilerden
Ou9’un yaptig1 ¢éziim 6rnek olarak sunulmustur:
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o WA
e P
1 1
' 39) ( /
n(nt2) e
_._'2. ADIM 3. ADIM 4. ADIM
+4

Sekil 10. Coziim 1.2 stratejisi ve bir 6grenci ¢izimi

Coziim 1.3. stratejisi ise seklin i¢ bosluklarina karolarin eklenmesiyle olusan (3x4), (4x5), (5x6)’lik
bir kenar1 (n+1) diger kenar1 (n+2) olan dikdortgenlere dayanmaktadir. Boylelikle n. adim igin genel
kural dikdortgendeki (n+1).(n+2) tane karo, bu dikdortgene iist satirdaki n+1 tane karonun eklenmesi
ve bosluklara eklenen 2n tane karonun ¢ikarilmasiyla n® +2n+3 olarak bulunmustur. Ogrencilerden 6’s1
bu ¢dziim stratejisini kullanmiglardir. Sekil 11°de bu stratejiyi kullanan grencilerden Os3°iin yaptig1
¢Oziim ornek olarak sunulmustur:

1

¥ 3
(n4) & o
F_IJ / |/ ' '_.\“
(FEEE S Ed
e ‘I B : |
— (nt]) (¥ e [}
. 4 7
2, ADIM 3. ADIM 4. ADIM
— (1+1)(n+2) L ) [ P aadndd
(n+1).(n+2)+(n+1)-2.n B R U AN S e et S et 0

Sekil 11. Cozlim 1.3 stratejisi ve bir 6grenci ¢izimi

Oriintii problemine gorsel yaklasan 6grencilerin 34°ii Grup 2 olarak belirlenen kareye tamamlama
¢Oziim stratejisini kullanmiglardir. Kareye tamamlama stratejisi karenin farkli olusturulmasi nedeniyle
iki alt baglhiga ayrilmis ancak 6grencilerden hig biri Coziim 2.2. stratejisini kullanmamislardir. C6ziim
2.1 stratejisi seklin biitiinline odaklanmaya ve boslularin doldurularak (4 x4), (5x5), (6x6)’lik

karelere tamamlanmasina dayanmaktadir. Béylelikle n. adimdaki karo sayisi bir kenar1 (n+2) olan

karenin alanindan bosluklara eklenen 2n+1 tane karonun ¢ikarilmasiyla n®+2n+3 olarak bulunmustur.
Ogrencilerin gorsel stratejiler kapsaminda adim sayist ile sekilde degisen karolarm iliskilendirmesi
Grup 3 olarak belirlenmistir. Bu stratejide karolarin farklh sekillerde pargali gruplanmasi ve farkh
sekillerde gorsel i¢inde sayisaldan yararlanilmasi nedeni ile 4 alt gruba alinarak incelenmigtir. Coziim
3.1. olarak isimlendirilen ¢6ziim stratejisi seklin, en iistte adim sayisinin bir fazlas1 kadar karo (n+1),
en altta adim sayismin iki fazlas1 kadar karo (n+2) ve ortada adim sayismin karesi kadar karo (n?)
seklinde pargalanip genel kuralinin n”+2n+3 olarak bulunmasina dayanmaktadir. Bu ¢oziim stratejisi
Oriintli problemine yapilan ¢oziimler arasindan en sik yapilan geleneksel bir ¢6ziim olup 38 6grenci
tarafindan kullanilmistir. Bu stratejiyi kullanan dgrencilerden O3’iin klinik goriismesi drnek olarak
sunulmustur:

G(Goriismeci) : Bana oriintii sorusunda ne yaptigini anlatabiliv misin?

O :Once oriintiileri izledim. 2. adimda iistte 2, 3. Adimda 3, 4. Adimda 4 oldugunu gérdiim. Altta da aym sekilde
adim sayist ile kareleri eslestirdigimde iki kare fazla kaliyordu. Birinci adimda seklin béyle olacagimi tahmin
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ettim.0. adimi ¢izdim.0.adimda en iistte 1 kare, altta da 2 kare sabit. Ortadaki karelere gelirsek adim sayisinin
karesi kadar ortaya kare yerlestirilmis. O zaman 1. adimda 1 tane olur,0.adimda orast bos olur.

1. Al & A
ot S
Be &
s §) Adinda  Lb oy
2z 3+ (04D stne
s e

G :Cok giizel ¢ozmiigstin ¢ok da giizel anlattin, peki n. adumi nasil yapin?

O :4. adima kadar baktigimda iistte hep adim sayisimn 1 fazlasi kadar var. Altta da adim sayisinn iki fazlast n+2
ortada ise adim sayisimin karesi n’ oldugu i¢in bunlarin hepsini topladim n? +2n+3 oldu.

Degisen karolara odaklanmada 6grencilerin 12’si tarafindan kullanilan Coziim 3.2. stratejisi sekli
siitunlarina gore parcalamaya dayanmaktadir. Seklin en soldaki birinci siitununda adim sayisinin bir
fazlas1 kadar karo (n+1), ikinci ve ii¢lincii siitunun birlesmesiyle olugan bir kenar1 (n+2) diger kenar1
(n-1) olan dikdortgenin igerdigi (n+2).(n-1) tane karo ve uglarda sabit 4 karo bulunmaktadir. Seklin
boylesi bir pargalanma ile genel kurali n*+2n+3 olarak bulunmaktadir. Sekil 12’de dgrencilerden
O7’nin yaptig1 ¢dziim 6rnek olarak sunulmustur:

) 155#vau 5 nl A
O tecb b Jarn didetgn _’(ﬂ_')(,...‘lj;n +Ma-n=-1

At sn-1

Sonckés [ e gubf. E—D
Y
e daglf 108

Aten-Lanel+l i
—
At Fla+ld J @IE]D‘J 4
30
(ae1) Last)

I
=

o\

Sekil 12. Coziim 3.2 stratejisini kullanan bir 6grenci ¢izimi

Degisen karolara odaklanma/Coziim 3.3. stratejisi seklin en {ist ve en alt satir1 ile arada kalan
dikdértgene dayali bir ¢oziimii icermektedir. Ogrencilerden 4’iiniin kullandig1 bu stratejide seklin en
iist satir1 adim sayisi ile iliskilendirilerek adim sayisinin bir fazlas1 kadar karoya (n+1), en alt satirin
sonundaki sabit 2 karo ve arada olusan bir kenari (n) diger kenar1 (n+1) olan dikdoértgenin kapsadigi
karolar eklenerek genel terime ulasiimaktadir. Sekil 13°de ¢dziim stratejisi ve drnek bir dgrenci (Oeo)
¢izimi sunulmustur:
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Sekil 13. Coziim 3.3 stratejisi ve bir 6grenci ¢izimi

Degisen karolara odaklanmadaki son strateji olan Coziim 3.4. ise sabit kalan karolar arasindaki kareye
ve karenin disinda kalan karolarin artisina dayanmaktadir. Ogrencilerden 4’{iniin kullandig1 bu
stratejide sekildeki sabit 4 karo disindaki karolarin 6ncelikle bir kare olacak sekilde pargalanmasi ve
kalan karolarin adim sayist ile iliskilendirilmesi s6z konusudur. Bu iliskilendirmede geriye kalan karo
sayilarinin 3, 5, 7,... say1 Orlintiisiine dayali olarak devam ettigini goren 6grenciler n. adimda 2n-1 tane
karo sayisina ulasilacagi hesaplanmistir. Burada dgrencilerin gorsel olarak basladiklar stratejiden
sayisal stratejiye gectigi de sdylenebilir. Sekil 14°de bu ¢dziim stratejisi ve 6rnek bir dgrenci (O22)
¢Oziimil sunulmustur:

2n-1—» +4

'L!c-

Sekil 14. Coziim 3.4 stratejisi ve bir 6grenci ¢izimi

Oriintii probleminin ¢dziimiinde gorsel stratejinin diginda sayisal stratejiler kullanan 6grenciler de
bulunmaktadir. Bu 6grencilerden 12’°si Grup 4/yinelemeli stratejileri kullanmislardir. Sayisal strateji,
verilen sekil oriintiisiiniin say1 Oriintiisiine doniistiiriilmesi ve riintiiniin yakin/uzak adimini ve kuralini
belirlemede olusturulan bu say1 oriintiisiiniin kullanilmasi, yinelemeli strateji ardisik terimler
arasindaki iligkinin aragtirilmasi olarak tanimlanabilir (Tanish ve Kdse, 2011). Grup 2 ¢6ziim
stratejisini kullanan 6grenciler dncelikle sekildeki karo sayilarini belirleyerek 11, 18, 27, ... say1
oriintiisiinii olugturmuslar, ardindan terimler arasindaki farkliliga dayali olusan 7, 9, 11, ... Oriintiisiine
dayali olarak genel kurali ifade etmislerdir.
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Sekil 15. Grup 4 stratejisini kullanan bir 6grenci ¢oziimii

Sayisal stratejilerden Grup 5 stratejisi ise adim sayisi ile karo sayilar1 arasinda fonksiyonel bir iligkinin
bulunmasina dayanmaktadir. 2 6grenci tarafindan kullanilan bu stratejide 6grenciler terimleri adim
sayilari ile iligkilendirerek oriintiiniin kuralin1 belirlemislerdir. 3, 6, 11, 18,.. say1 Oriintiisiiniin
terimlerini f(0)=3, f(1)=6, f(2)=11... olarak yazmslar ve f(n)=an’+bn+c genel formunda yerine
koyarak genel kurali bulmuslardir.

Ogrencilerin driintii problemine iliskin uzman ¢dziim alaninda belirtilen 11 stratejiden 10 tanesini
kullandiklari belirlenmistir. Tablo 3’de de 6grencilerin bu probleme iliskin kag¢ farkli ¢6ziim stratejisi
kullandiklar1 sunulmustur.

Tablo 3.
Ogrencilerin oriintii probleminde kullandiklar: farkli strateji say1lart

Coziim sayisi Ogrenci sayisi
0 14
1 23
2 23
3 12
4 3
5 1

Tablo 3’ den de gorildiigi gibi, 6riintii problemini 14 6grenci dogru yanitlayamamis, 23 6grenci 1
¢oOziim, 23 6grenci 2 ¢ézlim, 16 6grenci ise 3 ve daha fazla ¢dziim yapabilmistir.

Tartisma, Sonu¢ ve Oneriler

Cok ¢oziimlii problemler matematiksel muhakemenin ve iligkilendirmenin gelistirilmesinde etkili bir
ara¢ (Leikin & Levav-Waynberg, 2008) olarak tanimlanmaktadir. Cok ¢ézlimlii problemle karsilasan
bir problem ¢oziicii sadece problemi ¢6zmekle kalmaz, daha farkli ¢6ziim yollar1 arayisina da girer. Bu
arayis ise onu probleme, cebirsel ise geometrik, geometrik ise sayisal, sayisal ise cebirsel olmak {izere
farkl bakis agilartyla yaklagma, farkli matematiksel bilgilerini ise kogma, farkli temsilleri kullanma ve
sonug olarak yeni kesiflerde bulunma dogrultusunda yonlendirir.

Lise egitimini tamamlayarak yiiksekdgrenimlerine yeni baglamis 6grencilerin ¢ok ¢oziimlii
problemlerde kullandiklar farkli ¢6ziim stratejilerinin belirlenmesinin amaglandigi bu arastirmada
ortaya ¢ikan ilk 6nemli sonug d6grencilerin biiyiik bir cogunlugunun problemlere iliskin bireysel
¢Oziimlerinde farkli ve ¢ok sayida ¢oziim yolu iiretememeleridir. Bireysel ¢dziimlerinde geometri
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probleminde dgrencilerin biiyiik bir cogunlugunun 3 ve daha az ¢6ziim yolu, driintii probleminde
Ogrencilerin biiylik bir cogunlugunun 2 ve daha az ¢6ziim yolu iiretebildikleri belirlenmistir. Bu durum
ise 6grencilerin daha 6nceki 6grenim yasantilarinda ¢ok ¢oziimlii problemlerle karsilasmadiklarini ya
da problemlere birden ¢ok ¢dziim yapma gereksinimi duymadiklarini diisiindiirmektedir. Ogrencilerin
verilen probleme iligkin farkli ¢6zlim stratejileri {iretebilmeleri i¢in uzun soluklu ¢alismalara
gereksinim duyulmaktadir. Nitekim geometri derslerinde sistematik olarak ¢ok ¢6ziimlii problemlerin
10. smiflara bir 6gretim yili boyunca uygulandigi bir arastirmada (Levav-Waynberg & Leikin, 2012a)
deney grubu 6grencilerinin kontrol grubu dgrencilerine gore problemleri ¢ozerken daha ¢ok sayida
strateji kullandiklari, bir ¢dziimden diger bir ¢oziime daha rahat gegebildikleri ve deney grubu
Ogrencilerinin geometri bilgilerini iliskilendirme diizeylerinin arttig1 gériilmiigtiir. Arastirmacilarin
ayn sinif diizeyindeki 6grenciler ile gergeklestirdikleri bir diger ¢caligmada (Levav-Waynberg & Leikin,
2012b) ise ¢ok ¢oziimlil problemler 6grencilerin geometri bilgilerini ve yaraticiliklarint degerlendirmek
icin bir aragtirma aract olarak kullanilmigtir. Calisma ¢ok ¢6ziimlii problemlerin kullanilmasi ile
geometri bilgisi ve yaraticiligin degerlendirilmesi arasinda bir iliski oldugunu ortaya koymustur.
Ayrica ¢alismada geometri alaninin 6grenenler i¢in ¢ok ¢éziim yolu iceren zengin gesitlilikte
problemleri kapsadigi da belirtilmektedir. Ger¢ekten de geometri problemleri ¢ok ¢6ziim yollarina agik
problemlerdendir. Ogrencilerin genel olarak ¢ok ¢dziimlii geometri probleminde uzman ¢dziim alani
cergevesinde belirlenen 17 farkl stratejiden 14’{in{i kullanmalar1 bu durumu destekler niteliktedir.
Ustelik &riintii probleminde de dgrencilerin belirlenen 11 farkli stratejiden 10’ unu kullandiklari
goriilmiistiir. Bu durum geometrik teoremlere dayanan problemlerin ve sekil oriintiilerinin gok
¢Ozlimlii problemler agisindan zengin bir veri kaynagi olabilecegi diisiincesini desteklemektedir.

Ogrencilere sunulan geometri problemi ders kitaplarinda siklikla karsilasilan problemlerden biri olarak
nitelendirilebilir. Arastirmacilar tarafindan 6grencilerin ¢ok ¢6ziim yapabilmeleri amaciyla 6zellikle
secilen bu problem ¢ok farkl sekillerde ¢oziilebilmektedir. Bununla birlikte 6grencilerin en ¢ok
kullandiklar1 ¢6ziim stratejisi ders kitaplarinda ve yardimci kitaplarda siklikla karsilasilan bir ¢oziim
olan ve agi-agi-a¢1 benzerligine dayanan Grup 1 stratejisidir. Ayrica 6grencilerin geometri probleminin
¢oziimiinde kullanmis olduklar: stratejilerin bazilarinda ciddi eksiklikler bulunmaktadir. Ozellikle
Grup 8 ve Grup 3.2. stratejilerinde dgrencilerin kanitlamaya calistiklari teoremin sonuglarini
kullanarak ya da gerekli baz1 adimlar1 atlayarak bir sonuca ulasmaya ¢aligmalar1 dikkat ¢ekicidir.

Oriintii problemi ise igerisinde geriye dogru bir incelemeyi igeren, dgrencilerin farkli yollar araciligiyla
genellemeye ulasabilecekleri bir problemdir. Boylesi sorular problem ¢éziiciilerin daha 6nce kullanmig
olduklan stratejilerden, temsillerden ya da araglardan farkli bir baglangi¢ noktasindan yola ¢ikarak bir
durumu analiz etmeye baglamalarini1 gerektirir (Bilings, 2008). Sunulan problem &riintiiniin 0. ve n.

adiminin soruldugu, genel kurali ikinci dereceden (n® +2n+3) lineer olmayan/artarak genisleyen bir
sekil ortintlisiidiir. Artarak genisleyen sekil ortintiileri farkli stratejilerin tiretilmesine, geometrik,
sayisal ve cebirsel yapilarin iliskilendirilmesine, {iretilen kuralin anlaminin belirlenmesine ve varsayim
iiretmeye ve dogrulamaya olan gereksinimi fark etmeye katki sagladigi gibi (Barbosa & Vale, 2015)
ogrencilerdeki fonksiyonel diisiinmenin geligimini de destekler (Markworth, 2012). Lineer sekil
ortintiilerin aksine lineer olamayan bu sekil oriintlisiinde terimler arasindaki iliskiler kolaylikla
goriilemedigi i¢in dgrenciler seklin yapisina daha ¢ok odaklanmiglar, gorsel stratejileri sayisal
stratejilere gore daha agirlikli olarak kullanmuslardir. Ogrencilerin sekil driintiisiinde uzman ¢dziim
alaninda belirlenen 11 stratejiden 10 stratejiyi kullanmalari ve bu 10 stratejiden 8’inin gorsel
stratejilerden olmasi 6grencilerin oriintiideki sekilleri etkili bir temsil bigimi olarak kullandiklarinin
(Yesildere & Akkog, 2011) bir gostergesidir. Ayrica 6grencilerin sekil oriintiisiindeki ipuglarini
yakalayarak karo sayisi ile adim sayisini iligkilendirdikleri ve cebirsel genelleyebildikleri de
saptanmistir. Bu siirecte 6grencilerin gorsellestirme yoluyla sekil oriintiilerindeki gorsel ipuglarini fark
edebilmeleri ve sekilden cebirsel yapiy1 gorerek yapiy1 genelleyebilmeleri sonucu sinif 6gretmeni
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adaylarinin sekil oriintiilerini genelleme stratejilerinin belirlendigi calisma (Tanigh & Kose, 2011)
sonuglart ile de paralellik gostermektedir. Bununla birlikte 6grencilerin 14’{iniin 6riintii problemine
iliskin herhangi bir ¢6ziim iiretememeleri de dikkat ¢ekicidir.

Sonug olarak 6grencilerin ¢ok ¢6ziimlii problemlerin bireysel ¢éziimlerinde kullandiklari stratejilerin
sinirlt kaldig1 goriilmiis, bazi stratejilerde hatali muhakemeler yiirtittiikleri sonucuna ulasiimistir.
Bununla birlikte lineer olmayan sekil oriintiisiiniin ¢6ziimiinde 6grenciler her ne kadar ¢ok ¢dziim
yapamasalar da kullandiklar stratejilerin agirlikli olarak gorsel oldugu, sekildeki yapilar ¢ozdiikleri ve
fonksiyonel bir iligki kurduklar1 da belirlenmistir. Boylesi bir ¢ikarim dogrultusunda lineer olmayan
sekil oriintiilerinin ¢ok ¢6zlimlii problemler kapsaminda kullanilabilecegi sOylenebilir.

Ogrencilerin karsilastiklar: bir probleme ¢ok ¢oziim iiretebilmeleri en temelde matematiksel diisiinmeyi
gelistiren bir aligkanlik olarak ele alinabilir. Bu dogrultuda bu arastirma sonuglarina dayali olarak
Ogrencilere bir problemin birden fazla ¢6ziim yolu ile ¢oziilmesi aliskanlig1 ilkogretimden baglayarak
kazandirilmalidir. Bu aliskanligin kazandirilmasinda ise 6gretim programlari ve 6gretmenler bag
aktorlerdir. Ogretim programlarinda ¢ok ¢dziimlii problemlere yer verilmeli, dgretmenlere ise dgretim
stireclerinde ¢ok ¢oziimlii problemlerin 6nemi iizerine bilgilendirici hizmet i¢i egitimler verilmelidir.
Ayrica her problemin ¢ok ¢oziimlii problem olarak nitelendirilemeyecegi dikkate alindiginda ¢ok
¢ozlim igeren problemlere yonelik kaynaklar hazirlanmalidir. Bu kaynaklarda problemlerin ¢dztiimiinde
farkli ¢6zlim yollar1 ve stratejiler sunulmali, geometri problemlerinin yani sira 6zellikle lineer olmayan
sekil oriintiilerini igeren problemlere de yer verilmelidir. Ayrica 6grencilerin ¢ok ¢oziimlii problemler
ile sistematik ve siirekli kargilagmalari durumlarindaki biligsel yapilarinin uzun soluklu ¢aligmalar ile
arastirildigi ¢aligmalara da gereksinim duyulmaktadir.
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Summary

Purpose and Significance. Multiple solution tasks are defined as mathematical situations which can
be proved in more than one way or as mathematical tasks that can be solved in more than one way so
that students can reach the same result by using different methods (Levav-Waynberg & Leikin, 2012b).
Mathematics trainers point out that understanding how to get the same result when a task is solved in
more than one way is an important component of the development of mathematical reasoning (NCTM,
2000) and that this situation both develops and requires mathematical thinking as well (Leikin, 2007).
Solving a problem in more than one way requires the problem solver to have a good level of
mathematical knowledge, and this shows that the problem solver is an experienced mathematician
(Polya, 1997). Also, this process has a close relationship with individuals’ mathematical creativity as
well (Ervynck, 1991).

Individuals with the habit of finding more than one solution to a task or proving one proposition in
more than one way could have the opportunity to examine the task in detail, to try to find different
solutions, to explain mathematical patterns and relationship in different ways, to go through upper-
level mental processes to make assumptions and to prove these assumptions, to form their own
knowledge with various possibilities and to do their own evaluations. However, since there is no need
to find more than one solution to a task in education systems full of multiple-choice tests, it is not
possible to develop such a habit or to raise such awareness. When the related literature is examined, it
is seen that there are several studies which examine students’ mathematical thinking via multiple
solution tasks (Leikin, 2007, Levav-Waynberg & Leikin, 2009; Levav-Waynberg & Leikin, 2012a;
Levav-Waynberg & Leikin, 2012b; Tsamir, Tirosh, Tabach & Levenson 2010), which investigate the
relationship between students/gifted students, multiple solution tasks and mathematical creativity
(Leikin, 2009; Leikin&Lev, 2007; Leikin&Lev, 2013, Tabach & Friedlander, 2013), and which focus
on teacher’s knowledge and multiple solution tasks (Leikin& Levav-Waynberg, 2007, 2008, 2009;
Lev-Zamir&Leikin, 2011). In addition, in national literature, there is no research conducted to examine
students’ mathematical thinking by using multiple solution tasks. In this respect, the present study
focused on multiple solution tasks and tried to determine different strategies used by university
freshman students for multiple solution tasks.

Methodology. In order to determine the participants in n this qualitative study, criterion sampling
method, one of purposeful sampling methods, was used. In line with the research purpose, the criterion
was that the participants the participants would have the knowledge necessary for multiple solution
tasks and that they had been introduced to these concepts during their high school education. For the
purpose of collecting rich data, all the freshman students from the department of Elementary School
Mathematics Teaching (76 students) participated in the study. The open-ended multiple solution tasks
were applied to the participants. Among these participants, six students were selected to hold clinical
interviews with them so that more detailed data could be gathered. In the study, the research data were
collected via an open-ended test and clinical interviews. For the open-ended test made up of multiple
solution tasks, first of all, the related literature was reviewed, and the multiple solution tasks were
identified. A total of six tasks, three of which were related to geometry, were determined. One of these
tasks, the Jam problem was taken from a study conducted by Leikin and Lev (2013); another task, the
pattern problem, was taken from another study (Bilings, 2008); and the other problems were selected
by the researchers among the theorems most familiar to the students in geometry. Following this, the
problems were presented to two mathematics teachers and two experts in the field of mathematics
teaching. In line with the changes suggested, the necessary changes were done by removing one of the
problems. Lastly, the test made up of the remaining five problems was piloted. The open-ended test
with four problems arranged in line with the results of the pilot study was applied to 76 students in five
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days, and a period of 30 minutes was allocated to each of the problems. The present paper includes
only two of the four multiple solution tasks. For the analysis of the data collected in the study, first, all
the solution strategies to be applied for the multiple solution tasks were determined by two field
experts, and the expert solution spaces for the problems were formed. Following this, the solution
strategies were determined based on different representations, different features (such as
supplementary structures, definitions or theorems used) and on different branches of mathematics, and
the expert solution space was finalized by classifying similar solutions in a way to exist in the same
group. Also, the individual solution strategies of the students for each problem were examined by two
experts and coded under the groups and sub-groups in expert solution spaces.

Discussion and Conclusion. In the present study, which aimed at determining the different solution
strategies used for the multiple solution tasks by the university freshman students from the department
of Elementary School Mathematics Teaching, the primarily important result was that most of the
students failed to produce different and numerous ways of solution to the problems in their individual
solution spaces. In relation to their individual solutions, it was found that most of the students
produced 3 or fewer ways for solution regarding the geometry problem and that most of them produced
2 or fewer ways for solution regarding the pattern problem. Depending on this situation, it could be
stated that the students had not met any multiple solution tasks in their education lives before or that
they did not need to find more than one solution to the problems. Regarding the geometry problem
assigned to the students, the most frequent solution strategy applied by the students was the one based
on AAA similarity, which is quite common in textbooks and supplementary sources. In addition, some
of the strategies used by the students to solve the geometry problem included important limitations,
and it was seen that the students used the results of the theorem they tried to prove or that they tried to
find a solution by skipping some of the necessary steps. Asking “backward” questions requires
students to reach generalizations in different ways. The pattern problem includes a non-linear figural
growing pattern with a general rule of second degree (n”+2n+3), in which the students were asked the
steps of 0 and n. In contrast with linear figural patterns, in this type of non-linear figural pattern,
relationships between the terms can not easily be seen; therefore, the students focused more on the
structure of the figure and used visual strategies more than numerical strategies. The fact that the
students used 10 of the 11 strategies determined in the expert solution space and that eight of these 10
strategies were visual indicated that the students used the figures in the pattern as an effective form of
representation (Yesildere & Akkog, 2011). Also, it was seen that the students associated the number of
tiles with the number of steps by finding the clues in the figural pattern and made algebraic
generalizations. In addition, it was a striking result that 14 of the students did not produce and solution
to the pattern problem.

Consequently, it was found that the strategies used by the students for personal solutions to the
multiple solution tasks were limited and that they made wrong reasoning in relation to some of the
strategies. Moreover, regarding solution to the non-linear figural pattern, the students mostly used
visual strategies despite the low number of solutions they produced, and it was revealed that they
solved the structures in the figure and established a functional relationship.
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