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Mycobacterium Tuberculosis icin Genellestirilmis Kesirsel Mertebeden Matematiksel Modelin
Kararlihk Analizi Uzerine

Bahatdin DASBASI*

OZET: Bu calismada kesirsel mertebeden diferansiyel denklem sistemi temel alinarak bakteriyel bir
enfeksiyon durumunda ¢oklu antibiyotik konsantrasyonu, bu antibiyotiklere hassas ve direngli bakteri
popiilasyonlar1 ve konakg¢imnin bagisiklik sistemi hiicrelerinin aralarindaki dinamikleri inceleyen bir
matematiksel model onerildi. Modelin ¢6ziimiintiin varligr ve tekligi gosterildi. Ayrica modelde
kullanilan parametrelerin 6zel durumlarina gore, enfeksiyondan bagimsiz denge noktasinin varligi ve
bu denge noktasinin kararliligi bulundu. Bunlara ek olarak Mycobacterium Tuberculosis (Mtb) i¢in
literatiirden elde edilen parametre degerleri kullanilarak onerilen tedavi yontemiyle bire bir uyumlu
Niimerik simiilasyonlarla onerilen model desteklendi.

Anahtar kelimeler: Kesirli mertebeden diferansiyel denklem, denge noktasi, kararlilik, niimerik
simiilasyon, mycobacterium tuberculosis

On the Stability Analysis of the Generalized Mathematical Model with Fractional-Order for
Mycobacterium Tuberculosis

ABSTRACT: In this study, the mathematical model, based on the system of fractional-order
differential equations and examined the dynamics among concentrations of multiple antibiotic,
immune system cells of host and sensitive and resistant bacterial populations to antibiotic in case of
bacterial infection, was proposed. The existence and uniqueness of this model solutions were showed.
In addition, according to the specific conditions of the parameters used in the model, the existence of
disease-free equilibrium point and the stability of this point was examined. The proposed model with
numerical simulations by using the parameter values obtained from the literature for Mycobacterium
Tuberculosis (Mth) was supported, which is fully compatible with the recommended treatment
method.

Keywords: Fractional-order differential equation, equilibrium point, stability, numerical simulation,
mycobacterium tuberculosis

! Bahatdin DASBASI (Orcid I1D: 0000-0001-8201-7495), Kayseri Universitesi, Uygulamali Bilimler Fakiiltesi, Muhasebe
ve Finans Yonetimi Boliimii, Kayseri, Tiirkiye
*Sorumlu yazar/Corresponding Author: Bahatdin DASBASI, dasbasi_bahatdin@hotmail.com

Gelis tarihi / Received:01.08.2018
Kabul tarihi / Accepted:09.10.2018

272



Bahatdin DASBASI

9(1): 272-287, 2019

Kesirli Mertebeli Mycobacterium Tuberculosis i¢in Genellestirilmis Matematiksel Modelin Analizi

GIRIS
Matematiksel model ya da dinamik model, bir
sistemin matematik diliyle ifade edilmesidir. Bir

matematiksel model olusturma siireci
matematiksel modelleme olarak adlandirilmakta
ve bilimin hemen her alaninda ¢okca

kullanilmaktadirlar. Kesirli mertebeden integral
ve tirev operatorlerinin - kullanimi  fizikte
(Gomez-Aguilar ve ark., 2014), termodinamikte
(Meilanov  ve Magomedov,  2014),
viskoelastisitede (Fang ve ark., 2015), elektrik
devreleri teorisinde (Sikora, 2017), mekatronik
sistemlerde (lonescu ve ark., 2013), sinyal
islemede (Miljkovi¢ ve ark., 2017), kimya
miithendisliginde (Sheikh, ve ark., 2017;
Dokuyucu ve Celik, 2016), kaos teorisinde
(Odibat ve ark., 2017), biyolojik sistemlerde
(Rihan ve ark., 2016) ve daha birgok alanda
onemli rol oynar (Tarasova ve Tarasov, 2016).
Ozellikle biyolojik sistemler kesirli mertebeden
hasaplamalar acisindan olduk¢a zengin bir
kaynaktir (D’Agata ve ark., 2007; El-Saka ve
El-Sayed, 2013).

Bu c¢alismada bakteriyel bir enfeksiyon
durumunda c¢oklu antibiyotik tedavisi alan bir

konak¢idaki  antibiyotik  konsantrasyonlari,
konak¢inin  bagisiklik sistemi hiicreleri ve
antibiyotige  hassas ve direngli  bakteri

popiilasyonlarinin  zamana bagli degisimleri
kesirli mertebeden diferansiyel denklem sistemi

ile matematiksel olarak modellenerek
arastirilmastir.
MATERYAL VE YONTEM

Tamm 1 t > 0 i¢in f(¢t) fonksiyonun g € R*
mertebeli Caputo anlamindaki kesirli integrali:

(t—s)Ft
IFEQ) = | —=—f(s)ds (1)
Of re)
ile ve a€e(n-—1,n] mertebeli Caputo

anlamindaki kesirli tiirevi ise

—apn _4d
Df(t) = I""*D"f(t), D_dt' (2)

seklinde tanimlanmaktadir (Owolabi, 2018).

Lemma 1 a-kesirli mertebeli diferansiyel
denklem sistemi i¢in denge noktasinin kararlilik
analizi asagida gosterildigi gibidir. a € (0,1]
tiirevin mertebeleri olmak tizere,

¥1(0) = Yo1, ¥2(0) = Y2, 0, Y0 (0) = Yo (3)
baslangi¢ kosullariyla verilen,

D*y1(t) = fi(Y1, Y25 s V)
D%y, (t) = fz.(YL)’z' s V) (4)

D%, (t) = fn(Y1, Y2 s V)

n-boyutlu lineer olmayan otonom Kkesirli
mertebeden diferansiyel denklem sistemi goz
Online alinsin. Ayrica i=12,..,n i¢in
Dy () = 0= fi(yy "y ymt) = 0
denklem sisteminden elde edilen

noktasinin (yfq, yeq, . y,fq

denge
) ile gosterildigi

O Oh on
dy1 9y;  Oyn
Of2 0f2 Of2
varsayilsin. | = | ay; ady, 7 oy | ile  (4)
k% Ofn Ofn /
dy, 0y, T dyn

sisteminin jakobiyen matrisini ve I,, ise nxn
boyutlu

Det (](yl’yz’._.,yn)z(yleq,yzeq,._.’yﬁq) - Aln) = 0
denkleminden elde edilen i = 1,2, ...,n igin tim
A; 0z degerlert,

birim matrisi  gostermek {izere,

(larg@nl > =), 5)

kosullarin1 saglar ise (yfq,yeq, ...,yffq) denge
noktasi (4) sistemi icin ‘‘lokal asimptotik kararl

denge noktasidir’” denir. Kesirsel mertebeden
diferansiyel denklem sistemleri i¢in denge
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noktasinin kararlilik bolgesi tam mertebeliye
gore daha genistir.

Sonug olarak, (5) de ifade edilen kosullar
n =2 boyutlu sistemler icin asagidaki gibi
detaylandirilabilmektedir.

p(D)=22+al+a,=0

a1 = =TT] (y, y)=(y29,y57) V€ Gz = Det](, ) (yea 20

seklinde olsun. Hem (5) kosullar1 hem de (6)
polinomu birlikte dikkate alindiginda; (yle 1 yze q)
denge noktasinin lokal asimptotik kararlilik
kosullar1 ya  Routh—Hurwitz  kosullarini

a; < 0,4a, > (a;)?,
aq

BULGULAR VE TARTISMA

Pugliese ve Gandolfi (Pugliese ve Gandolfi,
2008) patojen ve bagisiklik sistemi hiicreleri
arasindaki iliskiyi ODE sistemi ile agiklamaya
calisti. Mondragon ve arkadaslari (Mondragon
ve ark., 2014) ODE sistemi ile antibiyotige
hassas ve direngli bakteri popiilasyonlar: ile
coklu antibiyotik konsatrasyonu arasindaki
iliskiyi modellediler. Dasbas1 ve Oztiirk (Dasbas1
ve Oztiirk, 2016) ve Ternent ve arkadaslari
(Ternent ve ark., 2014) yine ODE sistemi ile
Patojen-Bagisiklik Sistemi-ila¢ Tedavisi
degiskenlerinin dinamiklerini arastirdilar. Bu
calisma, hem FDE model olmasi sebebiyle hem
de onerilen modelde yukaridaki ¢alismalar temel
almarak farkli parametrelerin ilave edilmesi

tan™! (— ta2 ~ (a1)2> > —

Det (](yl,yz)=(yfq,yzeq) - /Uz) = 0 denkleminden

elde edilen A 6z degerlere ait karakteristik
polinom:

(6)

(a;,a, > 0) saglamasi (Allen, 2007) ya da
kosullarini saglamasi olarak verilebilir (Dasbast,
2018).

(7)
sebebiyle yenilik ve farkli bakis acilari
sunmaktadir. Bu baglamda onerilen model

asagida tanitilmaktadir.

Enfeksiyon durumunda ¢oklu antibiyotik
tedavisi alan bir bireydeki, t zamaninda
bagisiklik sistemi hiicrelerinin birincil yanitini
(memory response) ve ikincil yanitim (effector
response) kapsayacak sekildeki popiilasyonu
bakteri
poptilasyonu S(t) ile ¢coklu antibiyotige direngli
bakteri popiilasyonu R(t) ile ve i=12,..,n
icin i —inci antibiyotik konsantrasyonu C;(t) ile

I(t) ile c¢oklu antibiyotige hassas

. d .. .
gosterilsin. ¢t >0, D = o ve tirevin mertebesi

a € (0,1] olmak iizere Onerilen Kkesirsel
mertebeden  diferansiyel  denklem  sistemi
seklindeki model asagida verilmistir.
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S+R

n n
Dg5=555(1— )—,uSS—pSI—aSR+wR—SZmiCi—SZdiCi
i=1 =

1 i=1

S+R
Df‘RzﬁRR(l—

1

n
)—,uRR—pRI+aSR—a)R+SZmiCi (8)

i=1

I
2

DEC; =y — G, i=12,...,n

Ayrica (3.1) sisteminde i = 1,2,...,n i¢in, edilmistir. Dahas1 bu sistem i¢in baslangic
S=S(t), R=R(@®),I=I(t) ve C;=C(t) kosullar1 i = 1,2, ...,nicin S(ty) = Sy,

seklinde olup kullanilan R(to) =Ry, 1(to) =1y ve Ci(tp) =C;, ile
,BSr ﬂR' .BI' Ty, Ty, ps, Ug, 1, PV, 0, W, €, My, di' YiMi  verilebilmektedir.

parametreleri pozitif reel sayilardirlar. Bu Tammm 2 (8) de ifade edilen matematiksel
parametrelerin tanimlar1 Cizelge 2 de ifade sistem, matris formunda asagidaki sekilde

yeniden yazilabilir.

DeX(t) = MX(t) + x; ()N X(t) + x5, (t)N, X (t) + x3(t)N; X (t) + P

X(0) = X, ®
S(t) x1(t) x1(0) 0
R l/xzu) \I l/xz(O) \I (0)
_I® || x:(®) _ | x5(0) _|¢
burada0 < o < 1,ve X(t) = c |~ xi(t) |,XO_ xi(O) |,P— Vi ,
Cal®) Scm(t)/ xn+3<0)/ Yo
(Bs —us) w 0 0 0
/0 (Br—ugp—w) O 0 0 \
M = | 0 0 Br—up) O 0 |
0 0 0 —n, o |
. Ch )
/—i—j ~(Bto) —p —m+d) . —(m+ dn>\
[ 0 — (ﬁ—R — 0) 0 my my, |
N :| Ty |
1=l0o 0 —v 0 0 ’
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
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0 0 0 0 0 0 0 O 0 0
/0 “EBe 50 0\ /0 00 O 0\
| L | lo o _B 0 0l
N2=|O 0 —v 0 OlveN3=| T, I
kO 0 0 0 0| ko 0 O 0 0|
0 0 0 0 O/ 0 0 O 0 ... 0/

seklinde tanimlanmaktadir.

e Her x€[ab] igin DY (x)<0
oldugunda, f(x) fonksiyonu her birx € [a, b]

r i¢in azalandir.
X(t) = (x1(t) X2 () x3(t) x4(E) .. Xpy3 (t)) Buna ek olarak,

Tanim 3

AN 0,71 S o i=12,..,n i¢in
1cin , araligindaki surekli siitun a —
\:;ekté')rlerinin bir setig C*[0,T] olsun. (9) daki Daxl(t)lexZ:xS:x”S:O : 0
X(t) € C*[0,T] vektorinin normu [[X()]| = P %2lxi=x=xs=x15=0 = 0,

12 supe|x; ()] ile gosterilir. D%x3(0)|xy=xy=x5=x45=0 = € ve

Onerme 1 Tanim 3 dikkate alinmak iizere Dxi3(t) |, =x,=x;3=x;,5=0 = ¥i oldugu igin

X(t) = (xl(t) x5 (t) ...xn+3(t))T ve R3S = vektor alan1 R%*3 icindeki noktalardirlar.
{X € R"*3: X > 0} olsun. Ayrica f(x) € C[a, b] Onerme 2 X(t) € C*[0,T] olsun. Bu
ve 0 <a <1 igin D*f(x) € C[a, b] olsun. O durumda (9) sistemi tek bir ¢ézlime sahiptir.
zaman genellestirilmis ortalama deger teoremi Ispat D*X(t) =F (X (t)) = MX(t) +

geregince her x € [a,b] ve 0<&<x icin  x;(t)N;X(t) + x, ()N, X(t) + x3(£)N; X (t) +
F(x) = fla) + %D“f({)(x —a)% olur. Bu P olsun. Bu durumda X(t) € C*[0,T] ise
teoreme gére:; F(X(t)) € C*[0,T] olur. Ayrica X(t),Y(t) €

e Her x€lab] icin DTf(x)>0 C*[0,T] ve X(t) # Y(t) icin asagidaki ifadeler

oldugunda, f(x) fonksiyonu her birx € [q,p]  taKIPedilir
i¢in artandr,

IFx @) = F(r®)]

_ |< MX(t) + x, ()N, X(t) + )_( MY (t) + y; ()N, Y (t) + )”
X, (E) N, X (t) + x3N;X(t) + P Y2 (DN, Y (t) + y3N;Y (t) + P

IMX () + x (8N, X(8) + x, (8N, X (t) + x3(£) N3 X (t) —”
MY (t) — y1 (N Y () — y2 (DN Y (2) — y3(DN3Y (2)

‘ MX® —Y(®) + %, (N, X(@®) + %, (N, X () + 23Nz X (1) — y1 (DN, Y () — y, (ON,Y () — y3(DN5Y ()

- (xl(t)le(t) - xl(t)le(t)> - (xz(t)NzY(t) - xz(t)NzY(t)> - <x3(t)N3Y(t) — X3 (t)N3Y(t)>

0

0 0
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_ HM(X(t) —Y(0) + %, (ON, (X () = Y () + x, (DN, (X () — Y () + x3(6)N3 (X (1) — Y (D))
+(x1 @) —n (t))N1Y(t) + (xz @) -y, (t))NZY(t) + (xs ) —ys3 (t))N3Y(t)

IM(x @) = Y©O)| + [|[xe ONL(X(®) = YO)|| + || (ON(X @) = Y(©O)|| + [|xs N (X () — Y ()|

= <+|I(x1 ©) =y )N Y O | + || (x2(®) = 2 (O)NY O | + || (x3(8) = y3(O))N:sY ()| >

IMII||(X (&) = Y@)|| + [ OHIN, N[ (X () = Y@©)]| + [ OIN || (X () = Y ()| +
< | besONINsI|[(X @) = YO)|| + NI (e () =y D) [IY Ol +
NN (2 (8) = vy O) Y O + IN3 1l (23 (8) — ys ) [IY (DI

HINLIH (22 () =y O) | Y O + NI | (2(8) = 72 O) [ NIV O + [IN5 1 | (2 () = s (O)] 1Y @O

((IIMII + 1 ONIN ]+ 2 OV + T O1INS D ]| (X (@) = Y O))
<

lx@®-r@)|

< (IIMII + N1 [ (] + [N [HIY @ + 1N [l 12 ()] +
- IN2[IIY @I + [[N3][ 3 (O] + [[IN5][[IY (I

/IIMII + [IN4l (le(t)l + IIY(t)II> +

<[Ix@ll

<|
\”NZH (Ixz(t)l + IIY(t)II> + [INs]] (Ixa(t)l +1Y (@l /

slIx@ll slIx@ll

[ (x@-r@)l

N——

[x@-r@)||

) - ry@)]

\

) (x@® -r®)|

< (IMIF+ QN+ N+ NS IDAX AN+ Y @ID)][(X (@) = Y (©)]]

ve boylece

IF(x@®) = Fr®)|| < L[| (x@® -y ©)]|

olup  burada L =[M| + (I[Nl + |IN2]l +
[IN3|)(E; + E3) > 0 olacak sekildeki E; ve E,
pozitif ~ve  X(t),Y(t) € C*[0,T]
IXONl < Ey, YOIl < E;

sayilari
oldugundan

(10)

seklindedir. Dolayistyla (9) sisteminin tek bir
¢Ozliimii vardir.

Tanim 4 (8) sistemi icin esik parametreleri
(the threshold parameters) asagidaki sekilde
tanimlanmaistir:

Ss = (ﬁs—ﬂs —Z(mi +di)$):RR = (fr — 0 — ug)
i=1 !

€
\/(,31 — )+ 4,31T_2 + (Br — up)
I, =
I 2&
T,
burada I; > 0 oldugu parametrelerin pozitif

olmasindan ve kuvvet Ozelliklerinden dolay1
aciktir.

(11)

Onerme 3 (8) sisteminin denge noktasi,
E(S,R,I,Cy, ..., Cp)
esitliklerindeki  esik  parametreleri

olarak  gosterilsin. (11)

dikkate
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alindiginda bu sistemin enfeksiyondan bagimsiz
denge noktast E, (0,0, I, ﬁ, . y—") seklindedir.
N1 Mn

Ispat (8) sisteminin denge noktalar1 i =
1,2,..,n i¢in DEFS =DFR =Dl =D¢C; =0

1

olacak sekildeki tane denklemden

olusan

(n+3)

— — n n
(. S+R o _ _
ﬁ55<1— - )—uSS—pSI—GSR+a)R—SZmiCl—SZdiCl=0
i=1 i=1

_(OS+RY - O
PrR|1— —,uRR—pRI+aSR—a)R+SZmiCl=O (12)
ot i=1
_ I -
ﬁ,l(l—T—>—u11—vI(S+R)+£= 0
2
yi—n:iC, =0, i=12,...,n
sisteminin coziilmesiyle elde edilen B -
emmn - 607 L Y SR S 1
E(S,R,1,C4, ..., C,) noktasidir. Enfeksiyondan T, T Bl +e=0 (15)

serbest denge noktasinda enfeksiyona yol acan
patojenin var olmamasi gerekeceginden (12)
sisteminin ilk iki denkleminden
S=R=0 (13)
elde edilir. Ayrica yine bu sistemin en sondaki n
tane denkleminden, i = 1,2, ..., n i¢in
G =2,

i
bulunur. (12) sisteminin {iigiincii denkleminde,
(13) esitligindeki antibiyotige hassas ve direncli
bakteri popiilasyonlar1 i¢in bulunan denge
degerleri dikkate alindiginda;

+ I = ..
Bi1 (1 - T—z) — w I + & = 0 ve bdylece

(14)

B \/(.31 —u)*+ 4,317% + B — )
I — J—

=1
2B :
T,

olur. (13), (14) ve (16) daki denge degerleri
birlikte dikkate alinirsa enfeksiyondan bagimsiz
denge noktasi olarak E| (0,0, I,,%,...,Z—’:l)
bulunur.

Onerme 4 (11) esitliklerindeki  esik
parametreleri g6z Oniine alinsin. Eger (I;,p —

2. dereceden denklemi elde edilir. (15) deki bu
denklemin diskriminanti;

€
A= (B —u)?+ 4ﬂ1T_2

seklindedir. Ayrica (8) sisteminde kullanilan
parametrelerin pozitif olmasindan dolay1 4 > 0
olup (15) denkleminin ¢dziimii olan I denge
degerinin 2 farkli reel kokii vardir. Bu koklerin
carpimu ;. I, = —e% < 0 olacagindan bu kokler

zit isaretlidirler. Boylece esik parametreleri

dikkate alinmak iizere I denge degerinin pozitif
olan degeri

(16)

n Vi)
w i1 My
( i=1 lni

Ss) > U1p—RR)
E, (0,0,I,,%,...,Z—:) denge noktas1 lokal

>0 ise bu durumda

asimtotik kararlidir.
Ispat (8) sisteminden elde edilen jakobiyen
matris agsagidaki gibidir.
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RBs+25
lp—Ro-RPst2SPs

T1 S
n <—S o— # + a)) —pS -Smy +dy) .. =S(my+dy)
+Bs _,uS_Z(mi +d) ¢ !

i=1
n 2RPr+S
R Br So—1Ip— M
Ro— + Zmi C; T; —pR Smy . Smy,
/= h i=1

+Br — w — g
216
—Iv —Iv <_U(R+S)_ T, ) 0 . 0
+6 —
0 0 0 -1 .. 0
0 0 0 0 e =N

E, denge noktasinda bu jakobiyen matrisin hesaplanmasiyla;

(=Lp+Ss) w 0 0 .. 0
n

Vi
m; — (=Lp+Rg) O 0 .. 0

=

= 21
](EO) —IIU _IIU (_ ! ﬂl + ﬁ[ - ,Ll[) O 0
T3
0 0 0 - .. 0
0 0 0 0 e —p

matrisi elde edilir. I, 43)xm+3) birim matrisi gostermek {iizere Det (](Eo)—/ll(n+3)x(n+3)) =0

denkleminden elde edilen 6z degerler; 1; = (— 21;231 + B, — ,u,) vei=12,..,ni¢in A;,3 = —n; olup

diger kalan ilk iki 6zdeger ise

(=Lp+Ss) w
blok _ “ .
/ - Z m; n (=Lip + Rg) a7
=
blok matrisinden elde edilirler. (8) sisteminde Hurwitz kararlilik kriteri geregince A3 Ve
kullanilan parametrelerin pozitif reel say1 i =12, ..,n i¢cin A;,3 Ozdegerlerinin isaretleri
olmalarindan ve [; esik parametresinin dikkate alindiginda E, denge noktasinin

by gy, esitsizliginin ~ kararlilik  durumunu degistirmez. Dolaysiyla

T, .. . 1
. . . (17) blok matrisinden bulunan 6zdegerler
saglandigi ve dolayisiyla 45 < 0 oldugu agiktrr. incelenmelidir. Bu matristen elde edilen

karakteristik denklem;

tanimindan dolay1

Ayricayine i = 1,2, ...,n i¢in n7; > 0 olmasindan
dolay1 A;;3 < 0 oldugu goriilmektedir. Routh-
A% + (=TrJP") A + (DetjPlok) = 0 (18)
seklinde olup burada
n
Trj?ok = (Ss=1ip + Ry = [;p)Det] "% = (=1;p + S5) (~1yp + Re) = (Z m, ;—)
. i
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olarak verilmistir. (18) deki karakteristik denklemin diskriminanti:

n
')/.
Ay = (Ss—I;p + Rg — I;p)* — 4(Ss—1;p) (Rg—1;p) + 4w (Z m; _l>
i=1 '

n
= (Ss=ip — Rg — [;p)? + 40 (Z m, g-)
i=1 L

seklinde pozitif
olmalarindan dolay1 4; > 0 olacag aciktir.
Boylece Lemma 1 dikkate alindiginda, A; ve 4,
olduklari1 E, denge

bulunur.  Parametrelerin

Ozdegerleri reel say1

(19)

noktasinin lokal asimtotik kararli olabilmesi i¢in
gerek ve yeter sart (18) karakteristik
denkleminin kokleri olan bu 6zdegerlerin Routh-
Hurwitz kriteri olan

Trjblok < 0 ve DetJPk > 0 (20)

esitsizliklerini saglamalidir. Boylece (18) ve (20)
birlikte dikkate alinirsa, E, denge noktasinin

lokal asimtotik kararli olabilmesi i¢in gerek ve
yeter sart

@& Ss—Lp+Rg—1p) <0

(i) (s —Lp)(Re—11p) > o (g me L)

olarak verilebilir. Biraz daha ayrintili olarak (21)
esitsizliklerini inceleyelim. (ii) esitsizliginin sag

21
ni

ifadelerinin isaretleri aynmi olup (i) esitsizligide
dikkate alindiginda bu ifadelerin her ikisinin de

tarafinin pozitif olmasindan dolay1 sol tarafi da negatif olmas1 gerektigi sonucuna ulasilir.
pozitif olup (Ss—IL;p) ve (Rg—1IL;p) Boylece
( ) w ( ?:1 mi %) ( )
Lip—Ss) > >0 22
P s (Iip — Rg)

elde edilir. Sonug¢ olarak (8) sisteminin enfeksiyondan bagimsiz denge noktasiyla ilgili asagidaki
Cizelgeye ulagilabilir.

Cizelge 1. E; denge noktasinin varlik ve kararlilik kosulu

Denge Noktasi Biyolojik Varlik Kosulu Kararlilik Kosulu

Her zaman vardir.
Ni
(Iip — RRg)

EO (0101 II'E; ;y_n) w (Z?=1 mi h)
M Mn _

;p — Ss) > >0

Ss, Ry ve I; esik parametreleri (11) de gosterilmistir.

Mycobacterium tuberculosis (Mtb) i¢in Diinya ortalama 6 ay kullanilmasidir. Bu tedavi

saglik Orgiitii tarafindan Onerilen tedavi stratejisi
isoniazid (INH), rifampicin (RIF), streptomycin
(SRT) ve pyrazinamide (PZA) antibiyotiklerinin

yonteminin ilk 2 ayinda INH, RIF, SRT ve PZA
antibiyotikleri son 4 ayinda ise sadece INH ve
RIF antibiyotiklerinin kullanim1
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ongoriilmektedir  (Coll,

2009). Bu bilgiler

1s1ginda Onerilen modelde kullanilan parametre

degerleri

referanslariyla
Cizelgede verilmistir.

birlikte asagidaki

Cizelge 2. Literatiirden elde edilen (8) sisteminde kullanilan parametrelerin dikkate alinan degerleri ve yorumlari.

Parametre Tanim Deger Referans

Bs Hassas Mtb’ nin gelisim orani 0.8 day* (Mondragén ve ark., 2014)

Br Direngli Mtb’ nin gelisim orani 0.4 day™* (Mondragén ve ark., 2014)

By Bagisiklik sistemi hiicrelerinin gelisim orani 0.6 day* (Pugliese ve Gandolfi, 2008)

T, Mtb’ nin tasima kapasitesi 10° cells (bacteria) (Alavez ve ark., 2006)

T, Bagsiklik sistemi hiicrelerinin tagima kapasitesi 1.8.10° cells (Smith ve ark., 2011)

€ Bagisiklik sistemi hiicrelerinin taban tiretim yogunlugu 10° cells (Pugliese ve Gandolfi, 2008)

Us Hassas Mtb’ nin dogal 6liim orani 0.312 day™ (Dagbasi, 2017)

Ug Direngli Mtb’ nin dogal 6liim orani 0.312 day™ (Dagbast, 2017)

I Bagisiklik sistemi hiicrelerinin dogal 6liim orant 1.512 day™ (Smith ve ark., 2011)

p Bagisiklik sistemi hiicrelerinin Mtb’ yi yoketme orant 3.10° cells™* days* Hipotez
Mtb ile miicadele yiiziinden bagisiklik sistemi hiicrelerinin

v 6.10 cells* days™ (Smith ve ark., 2011)
yokolma orani
Hassas ve Direngli bakteriler arasinda direng kazanimi igin

o 107 days™ (Ternent ve ark., 2014)
eslesme orant

1) Direngli Mtb’ nin direng kayb1 orani 107 days™ (Ternent ve ark., 2014)

my INH yiiziinden hassas Mtb’ nin mutasyon orani 107° mutxgen (Coll, 2009)

m, RIF yiiziinden hassas Mtb’ nin mutasyon orani 1078 mutxgen (Coll, 2009)

ms SRT yiiziinden hassas Mtb’ nin mutasyon orant 0 (Mondragén ve ark., 2014)

my PZA yiiziinden hassas Mtb’ nin mutasyon orant 0 (Mondragén ve ark., 2014)

d, INH yiiziinden hassas Mtb’ nin yokedilme orant 0.0039 day™ (Zhang ve ark., 1996)

d, RIF yiiziinden hassas Mtb’ nin yokedilme orani 0.00375 day™ (Mondragén ve ark., 2014)

ds SRT yiiziinden hassas Mtb’ nin yokedilme orani 0.0025 day™ (Alavez ve ark., 2006)

d, PZA yiiziinden hassas Mtb’ nin yokedilme orani 0.00001625 day™ (Alavez ve ark., 2006)

Y1 INH’ nin giinlik dozu 5 mg/kg/day (Coll, 2009)

V2 RIF’ nin giinliik dozu 10 mg/kg/day (Coll, 2009)

Y3 SRT’ nin giinliik dozu 15-25 mg/kg/ day (Coll, 2009)

Va ZPA’ nin giinliik dozu 20-35 mg/kg/ day (Coll, 2009)

M INH’ nin konakgi tarafindan alinma orani 0.06 day™ (Romero ve ark., 2011)

1, RIF’ nin konakg1 tarafindan alinma orani 0.05 day™ (Romero ve ark., 2011)

/B SRT’ nin konakg! tarafindan alinma orani 0.04 day™ (Romero ve ark., 2011)

in PZA’ nin konakgi tarafindan alinma orani 0.03 day’* (Romero ve ark., 2011)

a Sistem (8) deki tiirevin mertebeleri 0.50-0.75-0.90 Hipotez

[SO Ry Ip Gy i = 1,2,3,4 i¢in sistem (8) in baslangi¢ kosullar1 [10000 10 1000 0 0 0] Hipotez
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Tedavinin ilk iki ay1 i¢in Cizelge 2 den elde edilen (11) deki esik parametreleri;

S, = (ﬁs — e — 3™ (my + dl-)%) = (0.8 —0.312 — (1076 + 0.0039) —— — (10~ + 0.00375) — —

(0 + 0.0025) = — (0 + 0.00001625) i) = —1.5354,
0.04 0.03

0.06 0.05

Rgr = (Br — w —ug) = (0.4 —10"°—0.312) = 0.08799

[ £ 6
11 = (Bl—u1)2+4ﬂlﬁ+(ﬂl_#1) — \/(0'6_1'512)2+4*0'618100000+(0'6_1'512) = 427748.

Bl 0.6
ZE 180000

seklinde olup enfeksiyondan bagimsiz denge
noktast E,(0,0,427748,83.33,200,375,666.66)

w
(Ip— Sg) = 427748 x 3+ 1071° + 1.5354 = 1.5355 >

8 10 L (15 20

5 " TO—)
0.06 0.05 "0.04 0.03/ _ 7.13 * 10—11 > 0.

(427748%3%1076—0.08799)

olup bu denge noktasi lokal asimtotik kararhdir.
Ayrica tedavinin son 4 ay1 gozoniine alindiginda
E;(0,0,427748,83.33,200,0,0) denge noktasi
(sadece SRT ve PZA antibiyotik
konsantrasyonlar1 son 4 ay kullanilmadiklar1 i¢in

bu denge

olarak bulunur. Cizelge 1 gozoniine alindiginda
noktast i¢in kararlilik sartlari;

n Yi)
L mi
(zramd)

(I1p—RR)

sifira  yaklasir.), Rp ve [, parametreleri
antibiyotik parametrelerinin etkisinden bagimsiz
olduklar i¢in yine aynm1 degerlere sahip olup S

parametresi

i — 5 _ 10
S, = (ﬁg — s — XM (m; + dl-)%) = (0.8 — 0.312 = (107 + 0.0039) — — (10~® + 0.00375) m) =

—0.58708,

olarak bulunur. Dolayistyla Cizelge 1 den E; denge noktas1 kararlilik kosulu

n Yi
w(Ziﬂmin—;)

(Ilp - Ss) == 05872 > (Ilp—RR)

=7.13x10711 >0,
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olacagindan denge noktasinin kararlilign degismez. Boylece asagidaki niimerik simiilasyonlar elde
edilir

180 giinliik tedavi siirecinde, Eo {(S=0) denge noktasmn kararhhi

10000 : : . . : . : :
alfa=0.90
9000 alfa=0.75 []
alfa=0.50
5000
o 7000 -
=
=
= 6000 -
o3
o
= 5000 .
a
Elm 5]
= 4000 -
=
=
£ 3000 -
2000 -
1000 3180 M
7 1.464
0 1 1 1 — L I u
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Zaman (gtinler)

Sekil 1. Mtb icin 180 giinliik tedavi siirecinde hassas Mtb popiilasyonunun zamana bagli degisiminin grafigi

180 giinliik tedavi siirecinde, Eo (R=0) denge noktasimin kararlilid

1[] T T T T T T T T
alfa=0_90
alfa=0.75 [
alfa=0_50

[ _
=
= _
=
| —
=
= _
a
=
"c—" —
s
=
= |
=T
X120 n
' 0.00572
I L 1 L -
0 20 40 B0 80 100 120 140 160 180

Zaman (ginler)

Sekil 2. Mtb icin 180 giinliik tedavi siirecinde direngli Mtb popiilasyonunun zamana bagli degisiminin grafigi
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« 107180 ginlik tedavi sirecinde, Eo (T=427748 cell) denge noktasinin kararhihid
45 T

[ ]
X 164 -
Y 4.241e+05
B i
O
=
o
= -
E
Lk
7
2 ]
=
=
= alfa=0.90 | ]|
@ alfa=0.75
alfa=0.50 | 7
U 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 a0 100 120 140 160 180

Zaman (ginler)

Sekil 3. Mtb i¢in 180 giinliik tedavi siirecinde bagisiklik sistemi hiicrelerinin zamana bagli degisiminin grafigi

180 giinlik tedaw siirecinde, Eo (INH=83.33) denge noktasimin kararlihg

25 T T T T T T T T
alfa=0.90
alfa=0.75

20 alfa=0.50

=

=

2 15

w

=

=

o

w

=

=

I 10

=
5
U 1 1 1 1

1 1 | |
0 20 40 60 a0 100 120 140 160 180
Zaman (giinler)

Sekil 4. Mtb icin 180 giinliik tedavi siirecinde INH konsantrasyonun zamana bagli degisiminin grafigi
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50

45

RIF konsantrasyonu

180 gunlak tedavi strecinde, E

o (RIF=200) den

ge noktasmn kararhhd

alfa=0.90
alfa=0.75
alfa=0.50

0 20

40

60

1
80 100
Zaman (giinler)

1
120

1
140

1
160 180

Sekil 5. Mtb i¢in 180 giinliik tedavi siirecinde RIF konsantrasyonun zamana bagli degisiminin grafigi

180 ginlik tedavi sirecinde, Eo (SRT=0) denge noktasmmn kararhlig

35 T

(%)
(=]
T

M
(43}

SRT konsantrasyonu

ha
(=]

"
[&]

—
(=]

alfa=0.90
alfa=0.75 | |
alfa=0.50

40

60

1
80 100
Zaman (giinler)

1
120

1 1
140 160 180

Sekil 6. Mtb icin 180 giinliik tedavi siirecinde SRT konsantrasyonun zamana bagli degisiminin grafigi

PZA konsantrasyonu

180 ganlik tedavi sirecinde, Eo (PZA=0) denge noktasimn kararhhg

45 T T T T T T
alfa=0.90

40 - alfa=0.756 H
alfa=0.50

40

60

1
80 100
Zaman (gidnler)

1
120

1 1
140 160 180

Sekil 7. Mtb i¢in 180 giinliik tedavi siirecinde PZA konsantrasyonun zamana bagl degisiminin grafigi

285



Bahatdin DASBASI

9(1): 272-287, 2019

Kesirli Mertebeli Mycobacterium Tuberculosis i¢in Genellestirilmis Matematiksel Modelin Analizi

SONUC

Bu calismada oOnerilen model, (11)
esitliklerinde ifade edilen Sy, R ve [; esik
parametreleri agisindan enfeksiyondan bagimsiz
ya da hastaliksiz durumun hangi sartlarda
olusacagi konusunda fikirler vermektedir. Bu
baglamda nilimerik caligmalarda Mtb igin
Literatiirde ifade edilen tedavi yontemi goz
oniine alinmistir. Onerilen tedavi ydntemiyle
bulunan sonuglarin oldukg¢a tutarli olduklari
goriilmiistiir.
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