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Lacunary istatistiksel Bu makalede 2-normlu uzaylarda lacunary istatistiksel delta ward siireklilik kavrami incelenmistir.
Ward Sureklilik;Quasi-  Ayrica, lacunary istatistiksel delta ward siireklilik ve normal anlamda siireklilik arasindaki iliski ile ilgili
Cauchy teoremlerin ispatlari verilmistir.
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1. Giris VX, Yy e X vex e Rigin asagida verilen kosullari

2-normlu uzay kavrami, ilk olarak 1963 yilinda S. saglayan ||...|| fonksiyonuna 2-norm denir:

Gahler tarafindan verilmistir (Gahler 1963, i) x ve y lineer bagimli ise ancak ve ancak

1965).Son zamanlarda birgok vyazar 2-normlu I, y|=0,

uzaylara iliskin bazi calismalar yapmislardir (Bakiniz:

Mashadi 2001, Freese et al. 2001, Gurdal et al. i) I, Y=y Xl

2004,Gurdal 2006, Sahiner et al. 2007, Gurdal et al. ii) lex,ylIdall %Y,

2008, Gurdal et al. 2009, Gurdal et al. 2012, Savas

et al. 2016, Cakalli et al. 2016, Yegul et al. 2017, iv) I, y+z|<I % yll+]I%z]|.

Arslan et al. 2018).S. Gahler, 2-normlu uzay A .

kavramini su sekilde vermistir: X boyutu 1den OG- |k|||sme. cle 2-normlu - uzay denlr.. Bu

biiyiik bir reel vektsr uzayl ve [[...[: X x X — R* makalede X denildiginde ||.,.|| 2-normuna sahip 2-
normlu  uzay anlagilacaktir.||.,.][iki  normu

Uzerinde tanimh reel degerli bir fonksiyon olsun. o o
tarafindan Uretilen topoloji ile (X,||.,.]), local
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konveks Hausdorff topolojik vektor uzayidir.
Bunun icin oOncelikle her xe X ve Vze Xigin

pZ(X):"x, Z|| seklinde ifade P, (X)
yarinormlari tanimlanir. Bdylece X uzay lzerinde,

edilen

{pz ‘Ze X} formundaki  yarinormlarin  ailesi
tarafindan Uretilen topoloji elde edilir.

J. A. Fridy ve C. Orhan,reel sayilar dizisi igin
lacunary istatistiksel yakinsaklikkavramini
tanimlamiglardir  (Fridy et al. 1993). Pozitif
tamsayilarin artan bir dizisi 6’={k,} olsun.Eger
ko#0 olmak uzere h =k, —k_;—>o (r—>x)
ise Hz{kr} dizisine lacunary dizi denir (Freedman
1978). 6 = {k, }lacunary

dizisi ile olusturulan

araliklar 1, =(k,_,,k.] ile gosterilir ve g, = —

r-1
orani olmak tzere liminf, g, >1 olarak alinacaktir.
X uzayindan alinan (X, ) dizisi X’in bir L noktasina

lacunary istatistiksel ~yakinsaktir veya S,-

yakinsaktir demek her pozitif & reel sayisi igin

lim - kel, % L= g}{ =0 saglanmasi

r—ow hl‘

demektir.Bu durum ayrica Sg—klim X, =L ile de
—®

gosterilebilir.

Yakin zamanda D. Burton ve J. Coleman, quasi
Cauchy dizileri kavramini tanimlamislardir (Burton
et al. 2010).Bu tanimdan faydalanarak H. Cakalli,
reel degerli fonksiyonlarda ve metrik
uzaylardasurekliligin farkli tiplerini tanimlamis ve
bunlar hakkinda ilgin¢ calismalar yapmistir (Cakalli
2011a, 2011b, 201ic).Eger S,-limAe, =0
saglaniyor ise (e¢,) dizisine lacunary istatistiksel
quasi-Cauchy dizisi denir (Cakalli 2015).Burada her
k pozitif tamsayisi icin Aa, =, ,;, —, seklinde
ifade edilir.Lacunary

dizilerinin kimesi AS,

istatistiksel quasi-Cauchy

ile gosterilir. IR’nin alt
kiimesi E (zerinde tanimlanan bir f fonkiyonu
eger E kimesinin elemanlarindan olusan her (¢, )
icin f(e) dizisi de S,-
quasi Cauchy dizisi oluyorsa f fonksiyonuna
lacunary istatistiksel ward surekli veya S, —ward

S, -quasi Cauchy dizisi

sureklidir denir. Son gilinlerde bu kavramla ilgili
cesitli calismalar yapilmistir (Yildiz 2017, Kaplan et
al. 2018).

Ayni zamanda ward sireklilik, lacunary ward
sureklilik ve kuvvetli lacunary ward sireklilik
kavramlari 2-normlu uzaylarda da incelenmistir
(Cakalli et al. 2014, Cakalli et al. 2015, Ersan et al.

2015). Eger her ze X igin S, — lim|Ax,,z| =0
—>0

saglaniyor ise iki normlu uzay X den alinan (X,)

dizisi lacunary istatistiksel ward sireklidir denir.Bu
makalede amag, 2-normlu uzaylarda lacunary
istatistiksel delta-ward sireklilik tanimini verip, ilgili
teoremlerin ispatini gbstermektir.

2. Temel Sonuglar

Oncelikle X (izerinde lacunary istatistiksel delta
quasi-Cauchy dizisi tanimini vererek baslayalim.
Tanim 2.1.Eger X den alinan bir (X, ) dizisi igin
(Ax, ) dizisi lacunary istatistiksel quasi-Cauchy dizisi
ise (x,) dizisine lacunary istatistiksel delta quasi-

Cauchy dizisidir veya S, — & quasi-Cauchy dizisidir
denir. Bir diger ifade ile her £ >0 ve her ze X igin
1
Im—‘{k el, :HAzxk,zH > g} =0

h

r

r—o0

seklindedir. Burada AZXk =Xy — 2Xq + X

ile ifade edilir.
Boyle bir diziye 6rnek olarak

)= [ o

(0,0) : dd.

verilebilir. (X,) dizisiX de lacunary istatistiksel delta
quasi-Cauchy dizisidir. Bu dizi ayni zamanda (0,0)
noktasina lacunary istatistiksel yakinsaktir ama
normal anlamda yakinsak degildir.

Simdi X de lacunary istatistiksel
surekliligin tanimindan bahsedebiliriz.

delta ward

Tanim 2.2. X nin bir alt kiimesi olan E {zerinde
tanimlanan reel degerli bir f fonksiyonu lacunary
istatistiksel delta quasi-Cauchy dizisi olma 6zelligini
korursa fonksiyona lacunary istatistiksel delta ward
streklidir veya S, —ward sureklidir denir. Bagka bir
deyisle, (Ax,) dizisi £ nin lacunary istatistiksel
quasi-Cauchy dizisi oldugunda (Af (Xk)) dizisi de
lacunary istatistiksel quasi-Cauchy dizisi oluyorsa f
fonksiyonuna lacunary istatistiksel delta ward
streklidir veya S, —ward streklidir denir.

E de
fonksiyonlarin kiimesi  A?S,(E) seklinde ifade

lacunary istatistiksel delta ward sirekli

edilir. Bir sonraki 6nermede lacunary istatistiksel
delta ward sirekli fonksiyonlarin kiimesinin bir
lineer uzay oldugu verilmistir.
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Onerme 2.1.lacunary istatistiksel delta ward
surekli fonksiyonlarin kiimesi bir lineer uzaydir.

ispat.Oncelikle iki lacunary istatistiksel delta ward
surekli fonksiyonun toplaminin yine lacunary
istatistiksel delta ward surekli fonksiyon oldugunu
gosterelim: Vf,geA’S,(E) igin f+geA’S,(E)
oldugunu gosterecegiz.

f ve g, X uzayinin E alt kimesinde tanimli lacunary
istatistiksel delta ward stirekli iki fonksiyon olsun.
V& > Qverilsin. Terimleri E den alinan herhangi bir
lacunary istatistiksel delta quasi Cauchy dizisi (Xk)
olsun. Bu takdirde fve g lacunary istatistiksel delta
ward strekli oldugundan (f(x)) ve (g(x))
lacunary istatistiksel delta quasi-Cauchy dizisi olur.
Yani Vz € X igin

|imi{ke 1, \Azf(xk),z“z%}

r—o0 hr

=0

ve

lim o {k el,: ‘Azg(xk ) zH ng =0.

Boylece

{kel A% (f+9)(x). 7> ¢}

g{ke I, Azf(xk),zuzg}u{kelr:

kapsamasindan

T

2(F (% )+ 9(x) 7] > glzo

lim i‘{k el
r—o hr
elde edilir. Ayrica bir lacunary istatistiksel ward
surekli f fonksiyonu ile herhangi bir a reel sabitinin
¢arpiminin yine lacunary istatistiksel ward sirekli
oldugu yani

vf e A%S,(E)ve her aigin of € A’S,(E)

oldugu asagida sekilde gosterilir:

Iimhir‘{ke I,

r—oo

Wt (x,).2] = 2]

r—o

= Iimhir‘{k el, :|a|”A2 f(x, ), ZH > gl

=Iimi =0.

{k el,:
r—ow hr

Boylece AZSH(E) bir lineer uzaydir.

et ¢

o

Teorem 2.1.Bir 2-normlu X uzayinin alt kiimesi E
Uzerinde lacunary istatistiksel delta ward siirekli bir
fonksiyon E de lacunary istatistiksel ward sireklidir.

ispat.f fonksiyonu X uzayinin bir E alt kiimesi
Uzerinde lacunary istatistiksel delta ward siirekli bir
fonksiyon olsun ve (AXx,), E de lacunary istatistiksel

quasi-Cauchy dizisi olsun. Yani ¥z € X i¢in

r—o

.1
lim h_r|{k el, :|Ax,. 7= g}{ =0

olsun. Simdi

(t,) = (X0, X0 X0, X0 Xy X ov2)

seklinde tanimlanan (tn) dizisini g6zénine alalim.
Bu (t,) dizisi de £ de lacunary istatistiksel quasi-

Cauchy dizisidir dolayisiyla E de lacunary
istatistiksel delta quasi-Cauchy dizisidir. Vz € X icin

|imhir‘{ke I,

r—oo

‘Azf(tn),zHZglzo

dir. Bu dizi

(F () =(F (x) F00) FO0) £ O ) s (0)0)

ile verilir. Buradan (f(x,)) dizisinin £ de lacunary
istatistiksel ward surekliligi aciktir. Vz € X igin

1
r"l?oh_er el :[Af (x,).2] > ] =0

ile ifade edilir ve boylece ispat tamamlanir.

Sonug 2.1.F de bir fonksiyon lacunary istatistiksel
delta ward siirekli ise streklidir.

Ispat.ispat (Cakalli et al. 2015a) daki Teorem 3.9
dan ve yukaridaki teoremden elde edilir.

Ayrica herhangi lacunary istatistiksel delta ward
strekli fonksiyon istatistiksel stireklidir.

Teorem 2.2.X uzayinin bir E alt kiimesi Uzerinde
diizglin stirekli bir fonksiyon f olsun. Bu takdirde E
deki her (x,) quasi-Cauchy dizisi igin (f(x,)) dizisi
lacunary istatistiksel delta quasi-Cauchy dizisidir.

Ispat.X uzayinin bir E alt kiimesi {zerinde diizgiin

stirekli bir  fonksiyonf olsun ve (x,) de E de
herhangi bir quasi-Cauchy dizisi olarak verilsin.
Ve >0igin  biro>0sayist  vardir  oyle ki
||X—y,Z||<5 saglayan her X,y,zeX igin
[f ()= f(y),z| < £ gergeklenir. Ayrica (x,), E nin
bir quasi-Cauchy dizisi oldugundan bu ¢ igin bir
n, € INsayisi vardir 6yle ki her k>n, ve her
ze Xigin ||A%, ] = %1 — X, 2| <& saglanir. Her
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k>n ve her zeXigin dizgin sireklilik

||f(xk+1)— f(xk),z||<g olmasini gerektirir. Ayrica
(f(x,)) dizisinin lacunary istatistiksel delta quasi-

Cauchy dizisi oldugunun ispati i¢in

|imi‘{k el ‘Azf(xk),zuzglzo

r—oo
r

saglandigini gostermek gerekir. 2-normun
I+ .2 <2 +]y. 7]

ozelliginden faydalanilarak

lim i‘{k el : ‘Azf(xk),Z“ZE}

I’—)w

= I|m—|{k el | f(Xepz)— 2 (Xe0) + f(xk),z||2.9}{

I’A)oo

<lim—

I’—)oo

et o) o)l

il
+lim = erl | (i) - f(xk),z||2§H

I‘—)oo

<I|m +I|m =0+0=0

r—o0 r—o0
r r

elde edilir. Boylelikle (f(x,)) dizisinin lacunary

istatistiksel delta quasi-Cauchy dizisi
gosterilmis olur ve ispat tamamlanir.

oldugu

Surekli fonksiyon dizilerinin diizglin limitinin sarekli
oldugu bilinmektedir. Bir sonraki teoremde
lacunary istatistiksel delta ward siirekli fonksiyon
dizilerinin  dizgln limitinin  yine  lacunary
istatistiksel delta ward sarekli oldugu
gosterilecektir.

Teorem 2.3. E — X altkiimesi Uzerinde tanimlanan
(f,) lacunary istatistiksel delta ward siirekli
fonksiyonlar dizisi ve ayrica (fn) bir f fonksiyonuna
E Uzerinde dizgin yakinsiyor ise f fonksiyonu da E
de lacunary istatistiksel delta ward streklidir.

ispat.Kabul edelim ki(f,) dizisi bir f fonksiyonuna

diizglin yakinsiyor olsun. O halde V& >0 igin bir
N € INsayisi vardir oyle ki her n>Nve her

x,zeE igin |f (x)- f(x),z||s% saglanir. Ayrica

fy, E de lacunary istatistiksel delta ward stirekli bir

fonksiyon oldugundan her zeEigcin
lim — {kel \Azf (%), Z”>_H:O
r—oo hl’

yazilabilir. Bu her z € Eigin

.1
I'm{k el, :HfN (X2) =2 Fi () + F (%),

r—oo

>2lU_p
4

olmasi demektir. Amacimiz f fonksiyonunun da
lacunary istatistiksel delta ward sirekli oldugunu
gostermektir.

|imhi‘{k el

r—oo
r

.1
- rlLr?oh—Hk el (xea) = 2 (%) + F (%)) > ]
r

o ‘Azf (xk),zHZ g]

B !Lrg—|{k el ||[f(xk+2)—2f(xk+1)+ f (%]

-[fy (Xk+2)_ 2\ (Xei1) + Ty ()]
+[ iy (Xe2)— 2 Fy (Xn) + T (601,27 > €}

- ||m_|{ke| ||f(Xk+2) fy (%)

I‘~>oo

+ fy (Xk+2)_2fN (Xea)+ Fu 060+ 2y (%)
- fy (Xk)_Zf(Xk+1)+ f(xk)'Z” 2 5}|

I’A)oo

< I|m—|{kel [ (irz)— F (s ) z||2%H

+I|m—|{kel ||f (Xk+2) 2f (Xk+l)+f (%), Z||>_H

r—oo

r—oo

+ I|m—|{k el ”2( N (K1) f(Xk+1))'Z”2%H

+||m—|{k el o~ (fy (%)~

r—oo

&
f(x ). Z] ZZH =0.

Boylece ispat tamamlanmis olur. Bu ispat ile 2-
normlu uzaylar da lacunary delta ward sirekli
fonksiyonlarin dizgin limitinin de lacunary delta
ward stirekli oldugu gosterilmis olur.

Teorem 2.4.X uzayinin bir E alt kimesi (zerinde
lacunary istatistiksel delta ward stirekli fonksiyonlar
dizisinin olusturdugu kime E deki surekli
fonksiyonlar kiimesinin bir kapali alt kiimesidir.

ispat.Eger E — X kiimesinde bir f fonksiyonu
lacunary istatistiksel delta ward siirekli ise bu
durumda lim f, = f saglayan bir (f,) dizisi vardir.

n—oo

Ayrica kabul edelim ki E de (x,) lacunary
istatistiksel delta quasi-Cauchy dizisi olsun. (f,)
dizisif fonksiyonuna yakinsadigindan, her x,ze€E
icin bir pozitif N sayisi vardir dyle ki her n> N igin

[, - f(x).7] S% saglanir.  f\ fonksiyonuE’de
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lacunary istatistiksel delta ward siirekli oldugundan
lim—

Hwhlr {k el \AZfN(xk),z“z%}

yazilabilir. Bu her z € Eigin

=0

=0

S €
4

olmasi demektir. Amacimiz f fonksiyonunun da
lacunary istatistiksel delta ward sirekli oldugunu
gostermektir. O halde
>&l_o
4

-1
lim h_Hk el F(Xe2)—2F(X0)+ f(xk),Z”Zg}‘
r

r—o

Ilmhi{k € Ir :an(xk+2)_2fn(xk+1)+ fn(Xk)lZ

1
lim—

r—o
r

{k el, :HfN (Xk+2)_2fN (%) + Fy (%), 2

her z € E icin gerceklenir. Buradan

r—oo

= Iimhi|{k el, :||[f(Xk+2)—2f(Xk+1)+ f(xk)]

—[fy (Xk+2)_ 2fy (%) + iy (%01
[ (es2) = 2 () + F ()12 > ]

.1

< e ) ol

+ Iimhi|{k el t|-2f (Xe1)+ 2 Fy (%0, 7] 2 %H
r

r—oo
S
4

+ ”mhi{k el :HfN(Xk+z)_2fN(Xk+1)+ i ()2

r—o0

r—o

+|imhi\{k e 1, (6~ (% ). 2

zf}
4

Boylece f fonksiyonunun lacunary istatistiksel delta
ward siirekli oldugu gosterilmis olur ve ispat
tamamlanir.
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