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Ozet
Bu calismada, Mann yineleme yonteminden daha hizli olan Mann tipinde bir yineleme

Anahtar kelimeler

Mann sabit nokta
yineleme yéntemi, tanimlanmig ve bu yineleme yonteminin Banach uzaylarinda hemen hemen bizilme déniistimleri
Yakinsaklik hizi,
Yakinsaklik denkligi,

Kuvvetli yakinsaklk.

icin sabit noktaya yakinsadigi gosterilmistir. Ayrica dizenlenmis Mann yineleme ydénteminin
literatlirdeki diger sabit nokta yineleme yontemlerine yakinsaklik denklikleri ispatlanmistir. Son
olarak, Mann tipindeki yineleme yonteminin, klasik Mann yineleme ydnteminden daha hizh
oldugu gosterilmistir.

A Study On Faster Mann Iterative Method

Keywords Abstract
Mann fixed point

iterative process,
Rate of convergence,
Equivalence of
convergence, Strong
convergence

In this study, we introduce a Mann-type iterative method converges faster than Mann iterative
method which is shown strong convergence to fixed point for almost contraction mappings in
Banach spaces. Also, we prove that the strong convergences of them are equal. Finally, it is
shown that the Mann-type iterative process is faster than the classical Mann iterative process.
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noktasina, T dénisimunin sabit noktasi denir.
1. Girig Ayrica, sabit nokta teorisi, diferansiyel denklem,
integral denklemi, matris denklemi, konveks
minimizasyon ve split fizibilite, buzilme
dondslmlerinin  sifirlarini bulma gibi c¢esitli
konularda etkin bir sekilde uygulanmistir. Tek
degerli bizilme  donlsUmlerinin  sabit
noktalarinin varlik ve tekligi ile ilgili sabit nokta
teorisinde birgok ¢calisma, Picard, Krasnoselksii,
Mann ve Ishikawa yineleme yontemleri gibi
temel algoritmalar kullanilarak gelistirilmistir.
Bu calismalar  vyapilirken,  denklemlerin
Tx=x(1) c6ziimlerine  yaklagimi  saglayan iyi  bir
yakinsaklik hizina sahip bir sabit nokta yineleme
yontemini gelistirmek gerekir. Yillar gegtikge,
yinelemelerin yakinsaklik hizlarina ilgi ¢cok hizl
bir sekilde artti. Ornegin, bircok yazar ¢ok
sayida yineleme yontemini degerlendirmis ve

Teorik agidan gergcek dilinyadaki ortamdan
kaynaklanan sayisiz  problemin ¢6ziimine
yonelik cesitli yontemler gelistirilmistir. Olasi
uygulamalardaki etkin roliinden dolayi, yillardir,
sabit nokta teorisi matematikte en ilging
dallardan birisi olmustur. Birkag matematiksel
ve gercek diinya probleminin, sabit bir nokta
problemi olarak dogal olarak formiile edildigi iyi
bilinmektedir; baska bir deyisle,

olacak sekilde uygun bir T dénlisimunin
tanim kiimesindeki bir X noktasini bulmak igin
bir problem vardir. (1) sartini saglayan bir X
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bunlarin yakinsaklik hizlarini g¢alismislardir (
Abbas ve Nazir 2014, Berinde 2004,
Fukharuddin ve Berinde 2016, Karakaya vd.
2017, Chungh vd. 2015, Gursoy ve Karakaya
2014, Karahan ve Ozdemir 2013, Karakaya vd.
2013, Dogan ve Karakaya 2014, Sintunavarat ve
Pitea 2016, Suantai 2005, Phuengrattana ve
Suantai 2013 ve Phuengrattana ve Suantai
2011). Bazi yineleme yoéntemleri bizilme
dontstimlerin, bazilari  da  genislemeyen
dondstimlerin ( Reich ve Safir 1990) sabit
noktalarini bulmak icin tanimlanmustir.

Bu calismanin amaci, uygun sartlar altinda klasik
Mann sabit nokta yineleme yonteminden daha
hizli bir yineleme tanimlamak ve ¢ikan sonuglari
nimerik érneklerle desteklemektir.

Bu calismanin timinde, T doéntsiminin tim
sabit noktalarinin  kimesi  Fix(T) ile

gosterilecektir.

Picard yineleme yontemi Picard (1890) X,

baslangic noktasive ne€l] olmak Gizere
Xn+l :Txn (2)
ile tanimlanmistir.

Genislemeyen donuslimlerin sabit noktalarina
yaklasimda, Picard yineleme ydntemi basarili
olamamistir. Bu gercegi ispatlamak icin
asagidaki basit 6rnegi verebiliriz.

Ornek 1.1
Xe [0, 5]

T :[0,5] —[0,5]dontsimi

olmak UGzere Tx=5-Xx ile

* 5
gosterilsin. Bu taktirde bir tek X ZE sabit
noktasina sahip T donisimu alsilimis metrige

5
gore bir genislemeyen donisimdir. XO;tE

olmak Uzere Picard vyineleme yo6ntemini
kullanarak yukaridaki gercegi asagidaki sekilde
kolayca gosterebiliriz.

X, = TX, =5-X;

X, =TX; =5-(5-X%,) =X,;

Xy = TX, =5-X,;

Gorildigu gibi Picard yineleme yontemi T'nin
* 5

bir tek sabit noktasi olan X ZE noktasina

yakinsamaz.

Bu eksikligi ortadan kaldirmak i¢in Krasnoselskii’
yineleme yontemi Krasnoselskii (1961) asagidaki
sekilde tanimlanmustir.

X, € X

X :lxn +3Txn.
2 2

n+1

(3)

Mann (1953)’'de verilen Mann yineleme
yontemi genislemeyen donlisimlerin sabit
noktalarina yaklasimi tanimlayan oldukca genel
bir yineleme yontemidir. Mann yineleme
yontemi Krasnoselskii’ yineleme ydnteminden
iki  sene ©6nce bir matris yardimiyla
tanimlanmasina ragmen daha genel bir sabit
nokta vyineleme yontemidir. Bu yineleme
yontemini asagidaki sekilde verebiliriz:

e X
{XO (4)

oo = (1— ) X, + 0, TX,.

Bu calismanin amaci, literatirde mevcut olan
sabit nokta yineleme yontemlerinden daha hizli
ve daha sade bir sabit nokta vyineleme
yontemini tanimlamaktir. Sabit nokta yineleme
yontemlerinin en ©6nemlilerinden biri Mann
yineleme yontemidir. Ancak bu yineleme
yonteminin yakinsaklik hizi digerlerine gore
daha yavastir ve bu nedenle de tercih edilen bir
yineleme yontemi degildir. Bu vyizden
arastirmacilar, Mann vyineleme yonteminin
yakinsaklik ~ hizini  artirmak icin  yollar
aramislardir.  Bu calismalari g6z 06nilinde
bulundurarak daha hizli bir Mann vyineleme
yontemini asagidaki sekilde tanimladik.

XoeX,ane[O,l]Vek,neD,k;ﬁO

3 :(1—an)Xn+(1_(1—an)]_l_xn.(5)
k k

n+1

2. Temel Kavramlar
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Simdi, esas sonugclarimizi ispatlamak icin gerekli
olan tanim ve lemmalari verelim.

Tanim 2.1 ( Berinde 2003) (X,d) bir metrik

tam metrik uzay olsun.

d(Tx,Ty)<sd(x,y)+Ld(y,Tx)

olacak sekilde eger L>0 ve 5&(0,1) varsa

T:X —> X doénisimiine
blzilme donislimi denir.

hemen hemen
Teorem 2.1 (Berinde 2003) (X,d) bir metrik

tam metrik uzay ve T :X — X bir hemen
hemen blzilme dénlsiimi olsun. Eger

d(Tx,Ty)<&d(x,y)+Ld(xTx)
(6)

olacak sekilde L, >0 ve o E(O,l) varsa bu
taktirde T bir tek sabit noktaya sahiptir.

Tanim 2.2 ( Berinde 2007) {an}:ﬂ ve {bn}::l

negatif olamayan sirasiyla limitleri @ ve b
olan reel yakinsak diziler olsunlar. Asagidaki
limitin mevcut oldugunu kabul edelim.

a —a
b —b

lim

nN—oo

=l. (7)

i) Eger | =0 ise, bu durumda {an}::l

‘nin a’ya yakinsamasi {bn}:o:l’nin
b’ye yakinsamasindan daha hizlidir.

ii) Eger O<l<oo ise, {an}oo ve

n=1

{bn}::l ayni hizda yakinsar.

Tanim 2.3 ( Berinde 2007) {tn}::l ve {l’ }:;1

n
ayni P noktasina yakinsayan iki reel dizi
oldugunu kabul edelim. Bu iki dizinin hata

tahminleri

”tn - p” sU,

It =pl=<v,

olacak sekilde mevcut olsun. Burada {un}:ﬂ

ve {Vn}:zl pozitif sifira yakinsayan iki reel sayi
dizisidir. Eger {un}:;1 dizisi {Vn}::l dizisinden

daha hizli 0’a yakinsiyorsa, bu durumda {tn}::l

dizisi {r }::1 dizisinden daha hizh p sabit

n

noktasina yakinsar.

Phuengrattana ve Suantai (2013) ¢alismasinda
sabit nokta vyineleme yontemleri arasinda
yakinsaklik hizinin kontroliinii saglayan yeni bir
yakinsaklik hizi tanimi asagidaki vermislerdir.

o0

Tanim 2.4 {tn} ve {I’ }::1 ayni p noktasina

n=1 n
yvakinsayan iki reel dizi oldugunu kabul edelim.

Eger

lim

n—o0

=Pl _q
Y
ise, bu taktirde {t,}” dizisi {r,}" dizisinden

daha hizli p sabit noktasina yakinsar.

Lemma 2.1 (Qihou 2001) Vnel igin
Zan <o ve z,b’n < oo olmak lizere
n=1 n=1

A <(1+an)in + B,

N+l —

esitsizligini saglayan {a,} ., {B,} , ve
{/1 }:O:l negatif olmayan reel sayr dizileri

n

olsunlar. Bu durumda

i) lim A, limiti mevcuttur.
n—oo
ii) Eger liminf A =0 ise, bu taktirde
n—o0
limA, =0 dir.
n—oo

3. Esas Sonuglar

Bu bolimde (5) sabit nokta yineleme
metodunun yakinsaklik analizi, literatlrdeki
diger vyineleme yontemleri ile yakinsaklik
denkligi ve yakinsaklik karsilastirmasi yapilip (5)
yineleme yonteminin diger yineleme yontemleri
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ile yakinsaklk hiz karsilastirmasini destekleyen
nimerik 6rnek verilmistir.

3.1 Yakinsaklik Analizi

Teorem 3.1.1 X bir Banach uzayive C, X ’in
bostan farkli, kapali ve konveks bir alt kiimesi ve
T:C—>C, (6) sartini saglayan bir zayif

bliziilme doénldsimi olsun. Ayrica Zan =0
n=1

olmak lzere {Xn}: (5) ile Uretilen yineleme

=1’
dizisi olsun. Bu taktirde {Xn}:;1 , T ’nin teklik

ile belirli p sabit noktasina yakinsar.

ispat (5) vyineleme vyontemi ve (6)
dontstimiiniin kullaniimasiyla,
(1—an)x

esitsizligi elde edilir.

(8) esitsizligi  indirgeme

dizenlenirse

yontemine gore

l-a,,)(1-0
wfws%ni—i%—iﬁmfw
l-a,,)(1-0
R ) T

ol 1+ 22D g

olur. Boylece

=l <(o) 1[0 o

i=1

esitsizligine ulasilir.

ian:oo ve {an};:lc[O,l]
n=1

N — oo iken ||Xn - p|| — O olur. Yani

oldugundan,

lim|x, - p[|=0
elde edilir.

3.2 Yakinsaklik Denkligi

Teorem 3.2.1 X bir Banach uzayive C, X ’in
bostan farkl, kapal ve konveks bir alt kimesi ve
T:C—>C, (6) sartini saglayan p sabit
noktasina sahip bir zayif biizilme doénisimi

o0
Sa,=u
n=1

c [0,1] olmak Ulizere {mn }w

n=1

olsun. m,x €C ve

sartini

saglayan {an}:zl

ve { Xn }::l

Mann ve dizenlenmis Mann sabit nokta
yineleme yontemleri olmalari varsayimi Uizerine
asagidaki iddialar gercgeklenir.

sirasiyla (4) ve (5) ile gosterilen

i) (4) ile gosterilen Mann sabit nokta
yineleme ydntemi p ’ye yakinsar.

ii) (5) ile gosterilen diizenlenmis Mann
sabit nokta yineleme yéntemi p’ye

yakinsar.
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ispat i) = ii) : Kabul edelim ki (4) ile gésterilen
Mann vyineleme ydntemi p sabit noktasina

yakinsasin. Bu takdirde (5) ile gosterilen
diizenlenmis Mann yineleme yénteminin de p
sabit noktasina yakinsadigini gésterecegiz. Bunu
gostermek icin (4), (5) ve (6) ifadeleri gz 6niline
alinirsa

(1-a,)m, +a,Tm,

||mn+1 - Xn+1|| = _ (1_an) X, _[1_ (1_an)j-|-xn
k k
<Ll
k-1)(1-«,
Ay gy
+a,[Tm, =Tx,|
Ly
L)y
LK l)i(j_a”)”Tm |
+a, [Tm, =Tx,|
<, x|
s LY
A=) -
+a,6|m, = x|
Ay
+a,L|m, -Tm,|
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik ayrica

asagidaki sekilde de diizenlenebilir.

(1-e,) (k-1)(1-«,)
+ o
Hmml - Xn+1H S|: k k Hmn - XnH

+a,0

(k—l)(l—an)
+ K m, —=Tm
kenaeay
k n

o[22, )

(k-1)(1-a,)

' k Im, ~Tm |

+—(k _1)|((1_a”) L+e,L

Bundan baska
”mn _Tmn” - ”mn —p+ p_Tmn”
< Imq = pll+[p=Tm,
<[my = pll+&]p—mi|
+L]p=Tp|
= (1+8)[m, - p|+L]p-Tp]

olur. pT ’nin sabit noktasi oldugundan

Tp = pdir. Buna gére lim|m, —Tm, | =0 elde
n—oo

edilir. Ayrica

Iim{(k_l)(l_a”)+(k_1)(1_a“) L+a L}ED
e k k "

oldugu kolayca gorilmektedir. Bu ylizden

1+6(k-1
masxl <[ im )
1+6(k-1
<[ gy
yazilabilir.
1+6(k-1) .
Y <1 oldugundan
lim|m, —x,[=0
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elde edilir. Bu da lim|x, — p|| =0 oldugunu
n—o0

gosterir.

ii) =1): Benzer islemler kullanilarak kolayca

gosterilebilir.

Sonug 3.2.1 X bir Banach uzayi ve C, X'in
bostan farkli, kapal ve konveks bir alt kiimesi ve
T:C—>C, (6) sartini saglayan p sabit
noktasina sahip bir zayif blizilme doénisimi
olsun. Eger tim vyinelemeler icin baslangic
noktasi ayni nokta ise, bu durumda asagidaki
iddialar denk olur.

1) Picard-S yineleme ydntemi Gursoy ve
Karakaya (2014) p sabit noktasina
yakinsar,

2) Dizenlenmis Mann yineleme ydntemi
(5) p sabit noktasina yakinsar,

3) CRyineleme yéntemi Chungh vd. (2012)
p sabit noktasina yakinsar,

4) Ishikawa yineleme yontemi Ishikawa
(1974) p sabit noktasina yakinsar,

5) S'yineleme yoéntemi Karahan ve
Ozdemir  (2013) p sabit noktasina
yakinsar,

6) Mann yineleme yontemi (4) p sabit
noktasina yakinsar,

7) Noor yineleme yontemi Noor (2001) p
sabit noktasina yakinsar,

8) SP yineleme yéntemi Phuengrattana ve
Suantai (2011) p sabit noktasina
yakinsar,

9) Picard yineleme yontemi Picard (1890)
p sabit noktasina yakinsar,

10) Picard-Mann yineleme yontemi Khan
(2013) p sabit noktasina yakinsar.

3.3 Yakinsaklik Hiz Karsilastirmasi

Teorem 3.3.1 X bir Banach uzayive C, X'in
bostan farkli, kapali ve konveks bir alt kiimesi ve
T:C—>C, (6) sartini saglayan p sabit
noktasina sahip bir zayif bizilme doénisimu

(an), her nell igin limea, =0,

N—oo

olsun.

Zan =oove 2<Kk kosullarini saglayan [0,1]

n=1
de bir reel sayi dizisi oldugunu kabul edelim.

Verilen X,,u, €C baslangic kosullari igin,

sirasiyla (5) ve (4) ile gosterilen {Xn}::l ve

{un}:zlyineleme dizilerini gbz 6nline alalim. Bu
taktirde {X,} ", p sabit noktasina {u,}  den
daha hizl yakinsar.

ispat ||x,,, — p||<a, ve ||u,,,— p||<b, olarak

n+l

‘———;Ljaﬁ&—p”

alinirsa
| [
=)' 1
i=
ve

b, = ﬁ(l—ai (1—5))||U1 - p”

i=1

n

a
yazilabilir. C_ :b— seklinde tanimlayalim. Bu

n

durumda

+‘i1‘5)j||x1— o
~5))Ju, - p|

k 1+—(1 S
<6>“r11£m o)
“fl0-aa-o)-

Kabuliimizden,

ool

ko

,4(1-5))
, (1-a4)(1-9)

. C .
lim =2 = [im
n—w Cn n—w (

= |-
nm 1 an+1 (1 5) k (1 an+1 (1 5))
n—m 1- an.y (1 5) N K (1_ (L) (1_ 5))

L ) (1_5)
i k(1-a,,(1-0))
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k

Bu durumda ZCn<00 elde edilir. Bu da
n=1

. o . . |
IimC_ =0 oldugunu gésterir. Yani lim—=0

nN—o0 n—o0

olur.

Sonug olarak (5) yineleme dizisi (4) yineleme
dizisinden daha hizli yakinsar.

Ornek 3.3.1 X =[] ve C =[0,oo)olsun ve her
xeC icin T :C — C operatérii

Tx=+vX*-8x+40 seklinde tanimlayalim. T’ nin

bir tek p sabit noktasina yakinsadigi kolayca

gortlebilir. X, =2 baglangic noktasi olmak

n+1
lizere an=—2 olarak secelim. Bu durumda

n+
asagidaki cizelge ve grafikler (5) ile gosterilen
diizenlenmis Mann vyineleme ydnteminin
yakinsaklik hizinin, (4) ile gosterilen Mann
yineleme yonteminden daha hizli oldugunu ve
Picard yineleme yontemine denk oldugunu
gostermektedir.

Cizelge 1. D. Mann, Mann, Ishikawa ve Picard
yineleme ydntemleri arasinda yakinsaklk
hizi karsilastirmasi (15 basamak acilmistir).

Xn D.Mann Mann Ishikawa Picard

X1 2 2 2 2

x20 5,0..090 4,9..4094 5,0..0 5,0...090
x21  5,0..020 4,9..8604 5,0..0 5,0...20

x22 5,0..0 49..6720 5,0..0 5,0..0

x5 5,0..0 4,9...60 5,0...00 5,0...00

x26 5,0..0 4,9..90 5,0..0 5,0..0

x27  5,0..0 5,0..0 5,0..0 5,0..0

Sabit Nokta iterasyon Metotlaninin
Yakinsaklik Hiz Karsilastirmasi

5.4
5.2
5 W S
‘-_._——.___..-l-l‘-_
— L
2 48 /
1]
=3
£ 46
=]
=
E 44
P —— D. Mann
42 —+— Mann
4 Ishikawa
—#— Picard
38 . L \

1 1.4 2 245 3 3.8 4 4.8
Iterasyon Adimlan

Resim 1. D. Mann, Mann, Ishikawa ve Picard
yineleme yontemleri arasinda yakinsakhk
hizi karsilastirmasi.

Sabit Nokta iterasyon Yantemlerinin
Ardigik Adimlan Arasindaki Fark

I5F T T T

—#— D. Mann

—#— Mann
Ishikawa

—+— Picard

Tiirev Degeri

iterasyon Adimlan

Resim2. D. Mann, Mann, Ishikawa ve Picard
yinelemeyodntemlerinin tlrevlerinin
karsilagtirmasi.

4. Sonug

Bu ¢alismada, esas Mann vyineleme

yonteminden daha hizlh bir Mann tipinde

yineleme yontemi tanimlanarak bu yineleme
yontemi icin sabit nokta teorideki bazi sonuglar
ispatlanmistir.  Bu oninde

bulundurularak literatirdeki diger sabit nokta

calisma goz
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yineleme ydntemlerinin hizlarinda iyilestirme
calismalari yapilabilir.
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