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OZET

Bu ¢alismada oncelikle konunun tarihsel gelisimi anlatilmistir. Daha
sonra Sturm-Liouville fark sinur deger problemi ele alinmis ve bu probleme
uygun maksimal disipatif operator olusturulmustur. Sturm-Liouville fark
sinir deger problemi ve disipatif operatoriin 6zvektorler ve asosye vektorler
sistemi incelenmistir.

Anahtar kelimeler: Kendine es olmayan operator, disipatif operator,
maksimal operator, Sturm-Liouville fark operatorii.

ABSTRACT

In this study, firstly the historical progress of the subject is
considered. Then, Sturm-Liouville difference boundary value problem is
studied and maximal dissipative operator is constructed. Furthermore
eigenvectors and associated vectors of the dissipative operator and Sturm-
Liouville difference boundary value problem are investigated.

Key words: Non-selfadjoint operator, dissipative operator, maximal
operator, Sturm-Liouville difference operator.

1. GIRIS
Dogada gergeklesen fiziksel olaylarmn incelenmesi, fizik

alaninda bilimsel gelismelere yol ag¢mustir. Fizik alanindaki bu
bilimsel ¢alismalar matematik biliminin gelismesinde biiytik olctide
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etkili olmustur. Matematiksel fizigin ve miihendisligin pek cok
problemi diferansiyel denklemlerden olusan smir deger problemleri
icermektedir. Ilk defa 1836 yilinda Charles Sturm ve Joseph Liouville
tarafindan ortaya konulan, literatiirde Sturm-Liouville problemi
olarak adlandirilan simir deger problemi de bu problemlerden
birisidir. Baslangicta 1s1 iletimi problemlerine uygulanan Sturm-
Liouville  teorisi  glinumtizde  bircok fiziksel = problemin
arastirilmasinda en etkin yontemlerden biri olarak bilinmektedir. Bu
problemler Fourier yontemi(degiskenlerine ayirma) ile incelendigin-
de elde edilen denklemin simir sartlarinda da spektral parametre
bulundugu goriiliir. Bu nedenle literatiirde sinuir sartlarinda spektral
parametre  bulunduran ve bulundurmayan Sturm-Liouville
problemleri ile ilgili ¢ok sayida calismalar vardir (Allahverdiev, 2004
ve 2005; Eryillmaz, 2006; Shi and Chen, 1999; Fulton, 1977; Walter,
1973; Welstead 1982).

x bagimsiz degiskeninin siirekli oldugu durumlarda, y(x)’in
degisimi y(x) fonksiyonunun tiirevleri yardimiyla aciklanabil-
mektedir. Ancak x’in stirekli olmadig1 discrete (kesikli) degerler
almast durumunda degisim tiirevler yardimiyla agiklanamaz.
Bundan dolayi, bu calismada x’in tamsayr degerler aldig:
durumlarda ortaya cikan ve iginde sonlu farklarm bulundugu Sturm-
Liouville fark denklemleri tizerinde durulacaktur.

Bu calismada kendine es olmayan Sturm-Liouville fark
operatoriiniin sinir kosullari, sinir deger problemine karsilik gelen
operatoriin spektral 6zellikleri incelenmistir. Daha sonra problemin
ozdegerleri ve 6zfonksiyonlar: incelenmistir.

2. SINIR KOSULLARINDA SPEKTRAL PARAMETRE
BULUNDURAN STURM-LIOUVILLE FARK OPERATORU

ne”z = {O,il, ir2,...,} olmak tizere y, kompleks sayilarmin dizisi

y ={ n} olsun. Bilesenleri (fy)n olan /y dizisi i¢in

(ly)n = _anflyn—l + bnyn - anyn+1 = ﬂ’wnyn (21)
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ikinci mertebeden fark denklemini (Sturm - Liouville fark
denklemini) ele alalim. Burada A bir spektral parametre,

w,>0, a, #0 ve a,,b, € R:==(-o0,+0) neZ olsun.

Eger p,=a,, q,=b,—a,—a,, ve Ax,=x,,—x, ifadeleri (2.1)
denkleminde yazilirsa Sturm - Liouville bigiminde
_A(pn—lAyn—] ) + Qnyn = ﬂ‘wnyn (n € Z) (22)

fark denklemi elde edilir. y = {yn} ve z = {Zn} dizileri icin

[y’ Z]n = an (yn Zntl = Vi Zn) (23)

biciminde tanimlanan bilesenleri U,Z] olan dizi, [y,z] olsun.

n

Tanim 1: Her m,n e Z ve n<m igin

m

Z{Wj(gy)j;j _ijj(gg)j}z b),Z]m _[y’Z]n—l (24)

J=n
esitligine Green formiilti adi verilir (Allahverdiev, 2004). Keyfi
y= { n} dizisi igin (Ey)n = w.'(£y), biciminde tanimlanan bilesenleri

(fy)n olan diziyi /y ile gosterelim. (y,z): iwn yn;n i¢ garpimini

n=—w

P <o kosulunu saglayan biitiin kompleks

olusturup , an

n=—0

Y

degerli y dizilerinin olusturdugu ¢2(Z) (w ={w,}, nezZ ) Hilbert
uzayin kuralim. (y € £2(Z) olacak sekilde y e (> (Z) vektorlerinin
kiimesini D ile gosterelim. Ly = /y konularak D de bir L maksimal
operatorii tammmlayalim. y,z € D vektorleri icin [y,z]m = lim[y,z] . Ve
[y,z]fw = lim [y,z]n limitlerinin varligrt ve sonlu oldugu (2.4)

formiiliinden elde edilir. Bundan dolayi, n —> - ve n—> igin
(2.4) de limite gecilirse, y,z € D icin

(Ly,z)-(y.L2)=[y.z], =[y.z].. (2.5)
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elde edilir. Sonlu sayidaki elemam: sifirdan farkli olan y={ n}

dizilerinin kiimesi tiizerinde Lyy=Ly ile tanmimh L, simetrik

operatdriiniin kapanigint Ly ile gosterelim. L, oparetorii simetriktir ve
L, = L dir (Naimark, 1968).

Lo 1n indis defektinin hesaplanmasi, yar1 dogru tizerindeki
indis defektinin hesaplanmasma indirgenebilir. Aslinda /2 (Z),
GAN)  (No={-1,-2,-3,..}) ve £(N) (N.={012,..})
uzaylarmin ortogonal toplanudir. ¢2(N_) ve > (N,) uzaylarinda /
ile tiretilen minimal (maksimal) operatorler L,(L ) ve L;(L,) olsun
ve Dj(D,), Li(L;) operatorlerinin tanim kiimesi olsun. Im A =0
icin Ly m defekt sayist def L, = dim{(L, - AI)D(L,)}" icin
defL, = defL, + defL; esitligi saglanir. Bu ise k =0,1,2 olmak tizere Lo
m indis defektinin (kk) biciminde oldugunu gerektirir. (0,0) indis
defekti icin Ly operatorii kendine estir. Yani L, = L, = L dir.

Kabul edelim ki simetrik Ly operatoriiniin indis defekti (2,2)

olsun. oo da Weyl limit cember durumlarini garanti eden yeterli
kosullar vardir (Atkinson, 1964; Welstead, 1982).

Lo 1n tanuim kiimesi

2] -zl =0 (z¢ D) (26)
kosulunu saglayan y € D vektorlerini igerir.

PR =0, FV()=1. P()= —ﬁ, P (2)=0 (2.7)

kosullarmi saglayan (2.1) denkleminin ¢oztimlerini PV(1) = {Pm(;t)}

ve PP(Q)= {sz)(ﬁ)} ile gosterelim. (2.1) denkleminin y ={y, } ve
z= {Z”} ¢ozlimlerinin Wronskiyeni W, ( Vs z) = [ y,;] olacak sekilde
w, ( v, Z) =a, (ynzn 0=V, +1Zn) biciminde tanimlanir. Bu ¢oztimler n ye
bagh degildir ve bu iki ¢ztimiin lineer bagimsiz olmasi igin gerek ve
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yeter kosul Wronskiyeninin sifirdan farkli olmasidir. (2.7)
kosulundan W,(P",P?)=1 oldugu elde edilir. P (1) ve P’ (1),
(2.1) denkleminin ¢oztimlerinin temel sistemini olusturur ve her
AeC icinPV (1), PP (A)el’(Z) dir. u=P"(0) ve v="P?(0)
olsun. u = {un} ve v= {vn} reel sayilar dizisi ve [u,v]n =1 oldugundan
(2.3) denkleminin tabani oldugu gortilir (Allahverdiev, 2004).

Lemma 2: Keyfi y = { n} ve z = {Zn} e D vektorleri igin

[y,z]n = [y,u]n [z, vl —[y,v]n [E,u]n , (neZu {—oo,+oo}) (2.8)
esitligi saglanir (Allahverdiev, 2004).

Ispat: (2.3) denkleminden ve [u,v]n =1 oldugundan,

[y’u]n [Z’ V]n - [y’ V]n [Z,l/l]n
= (ynunJrl —U, YV )(Z"VnH =V, Zn+ )_ (ynvn+1 V.V inunﬂ —-u, Z"H)

=Vl ZnVg = VUV Zosl —ULY, 020V, g + U, 1V Zn+l

= ViV Znl + VuVuilhy Zntl + Vi Vup 2ol g =V, Vil Znl

= ViVl Zot = VUV Zot TV, V0 Zally g = U, Y0 20V,
=Va Zun (vn+1un — VU )+ yn+1;" (Vn”n+1 - uner—l)

= (yn Zont — yn+1;" XvnHun - Vn”n+1)

=[p.z), ],

= [y,g] L (ne Zu{—oo,+oo})

bulunur.

Teorem 3: Ly operatoriiniin tanim bolgesi Do,

ol =lyvl = bl =[yv] =0 (2.9)
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smir kosullarini saglayan y e D vektorlerini icerir (Allahverdiev,
2004).

Ispat: Lemma (2.2) den (2.6) denklemi
[y,u]oo [E, vlo — [y,v]oo [;,ulo — [y,uL0 F,VLO —[y,v]_w F,ul@ =0 (2.10)

denklemine denktir. Ustelik [z,uLo, [Z,VLO, [Z,uL ve [Z,VL keyfi
olabilir. Bundan dolayy, her ze D igin (2.10) denkleminin miimkiin
olmas: icin gerek ve yeter kosul (2.9) kosullarmin saglanmasidir.
Teorem ispatlanir.

(— oo,oo) araliginda (2.1) fark ifadesi icin sonsuzda disipatif,

spektral parametrenin araligmm sol u¢ noktasinda verilmesi
durumunda asagidaki sinir deger problemini diistinelim.

{(y)=Ay, yeD (neZ) (2.11)
alyol, —alyal, =l -alyal,) @12
[v,v], —A[y,ul, =0 Imh>0 (2.13)

Burada A, kompleks spektral parametre; R, reel sayilar kiimesi

olmak tizere, o, a,, 0,05 € R ve

a «a
b = gla, —aba, >0

a, a,
dir. Kolaylik icin asagidaki kabulleri yapalim.

M_,(»)=ayv], - azbaulw,
M, =alyvl -alal,  NO=boL o N =l
N )=l N0 =Dl (M) =N () =hN ()

—* ve

Lemma 4: Keyfi y,zeD igin M__ (Z) =M__(z), M', (2) =M'_(z)

le(;) =N/ (z2),N; (z)= N7 (z) olmak tizere
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i) [n.z].. = é[Mw MM (2) =M ()M _,(2) (2.14)

i) [.2], = N7 0DV (B) - N )N () (2:15)
esitlikleri saglanir (Eryilmaz, 2006).

3. SINIR DEGER PROBLEMININ HILBERT UZAYINDA
URETTIGI LINEER OPERATOR:

. (1)
fVer (Z), f* e Colmak tizere f:(; J seklinde iki

bilesenli elemanlarin lineer uzaymi H =/(.(N)®C seklinde

gosterelim. Eger o= at “ olmak tzere >0 kabul
a,
A f(l) A g(l)
edilirse f = f(z) 8= "y |E H olmak tizere
g
A A x _ 1 .
(f’gjz z fn(l)gn(l)wn+zf(2)g(2) (3.1)

formiilti H lineer uzayinda bir i¢ carpim tanimlar (Fulton, 1977). Bu i¢
carpmma gore H lineer uzayr bir Hilbert uzay: olur. Dolayisiyla
verilmis smur deger problemine uygun Hilbert uzay1 tanimlanmis
olur.

Verilen sinir deger problemine uygun A, : H — H operatoriini

D(4,)= {(f i, ] et:fVeD, M, (fV)=0, 1 =M ( f(‘))} (3.2)

4, 1 =7)= [Mg(j(;)()l))] (33)

esitlikleri ile tanimlayalim.
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Lemma5: H =/, (N ) ® C Hilbert uzaymda (3.1) ve (3.2) esitlikleri

ile taniml1 A4, operatorii igin

4,/.gH 14,8 |=[0.g"]-r0.¢"].
[de){ae)

(3.4)
1
+ L‘&(f(l) W) -0 (7B )]

esitligi saglanir (Eryilmaz, 2006).
Teorem 6 : A, operatorii H uzayinda disipatiftir.
Ispat: y ={J,} € D(4,)ve D(4,)=H igin (3.4) esitliginden

A A A oA C — —2
(Ahy’y)_ (y’Ahy) = Z( _an—lyn—] +bnyn _anyn+1)yn +;f(2)g

N v v 173 ,o
_z(anflyn—l+bnyn+anyn+l)yn_;f g

= - an—lyn—l yn + anflynyn—l - ammerlym + amymymH

+ lf(z)F—ifmF

o a
—) —() 1 > T
= [y“),y L_[ya)’y Ll +;[f(2)g<2> _f(2>g<z>]

m—>oven —1 —> —oo igin

0.5~ b WG ar, (0 W)
a

bulunur. (2.14) den dolay1
(Ahﬁaﬁ)_(ﬁaAhﬁ): [y®, 31,

0 © — © —() ©
=N"(y"N;(y )-N(y INS(»™)
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olur M_(y")=0 M_(y") kosulu saglanacagindan
N7 (y") = AN (y™") bulunur ve buradan da

(4,5.5)- (3. 4,5) = hN7 (YO V5 () = N5 (rOIN5 (v
= (h —ZXN;” "INZ (™))

=2iIm h‘N (" )‘2 olur. Bundan dolay1

Im (4,3, 5)=1mh|[N; (™) 20 (Im/>0)

dir. Yani A, operatorii H de disipatiftir.

4. HILBERT UZAYINDA SINIR DEGER PROBLEMININ
URETTIGI 4, OPERATORUNUN OZDEGERLERI ve
OZVEKTORLERI:

A € C icin (2.1) denkleminin

N7 (7)) =[2(.u], =1

Ny (x (D) =[], =h

N (D)=, - A

Ny () = a, - Aa| (4.1)
kosullarin saglayan coziimlerini ¢(1)ve y(1)olsun. (2.14) dan -«
daki Wronskiyeni olan A_(A),

A=A (D)=M__(y(A)—-AM' (y(A)) dir. (2.15) den +=daki
Wronskiyeni olan A (/1), AL) = Aw(/I) =—-M_(4(1)) olarak
hesaplanir.

Teorem 7: (2.11) - (2.13) Smir deger probleminin 6zdegerleri ancak ve
ancak A(4) nin sifir yerlerinden ibarettir (A(1)=A__ (1)=A, (/1))

Ispat: 4,, A,(4) nin bir sifir1 oldugunu kabul edelim. Bu durumda,
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AL (A)=,(A) i (A0) =81 (L) 2, (Ae) =0 (42)

dir. n=—0 igin A_ (1), @(4,) ve y(4,) vektorlerinin Wronskiyeni
oldugundan (4.2) geregi @(A,)ve yx(A,) c¢oziimleri lineer bagimh
olur. Yani, ¢ (A,)=ky,(4,) olacak sekilde k#0 sabit sayist
bulunur. (4.1) geregi @(4,) (2.11) - (2.13) smur deger probleminin
A=A, icin bir ¢oztimii olur. Yani A=A, bir 6zdegerdir. Simdi
bunun tersinin de dogru oldugunu gosterelim. Yani A =1, 6zdeger
ise A_(4,)=0 ve A_(4,) oldugunu gosterelim. A=A, dzdeger
icin A (4,)#0 ve A_(4,)# 0 oldugunu kabul edelim. A __(4,)#0

ve A (A,)#0 ise ¢, (4,) ve y,(4,) vektorleri lineer bagimsiz olur.
Buna gore (2.11) denkleminin genel ¢coziimii
YA =c(A)p(A,)+c,x(4,) seklinde yazilabilir. (2.12) siur

kosulu geregi, [ y,v]w —h[ y,uLo =0 esitligi saglanir. Buradan (2.12)

kosulu dikkate alinirsa,
¢ (¢n (Ay) +hg, (10)) +c, (;(n (Ay)+hy, (/10)) =0 esitligi elde edilir.

Bu esitlikte ¢(4,) ¢oziim vektoriintin (2.12) smur kosulunu sagladig:
goz oniine alinirsa, ¢, (x,(4,)+hy., (/10)) =c,A_(4,)=0 bulunur.
Kabul geregi A_ (4,)# 0 oldugundan c, = 0 olur. (2.13) kosulundan

ve ¢, =0 olmasindan,
c{[o(A)v], (e —Aa))~[p(4 )], (- Aty )} =cA,(4,)=0  (43)

dir. A_(4,)#0 oldugundan ¢, =0 olur. Sonug olarak y(4,)=0

olur. Bu 4,1in 6zdeger olmasi ile gelisir. Boylece ispat tamamlanur.

A, (/1 ) ve A (1) fonksiyonlarmin  sifirlarini
A, (n=0,1,2,...) seklinde gosterirsek

s
= e D4
’ (M;o (¢<An>)j )
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vektorleri Ah¢?n =1 ngl;n esitligini saglar. Yani ¢?n ler A, operatériiniin
ozvektorleridir.

Tanim 8: Eger A4 , 6zdegerine karsilik gelen vektorler sistemi

0=,  M_()=2 .M. (v)=0, M,(y,)=0,
E( S)n _/1 Oys _ys—l =0

M—oo(ys)_/lOMioo(ys)_Mioo(ys—l)ZO ve
M, (y,)=0, s=12,..,n (4.4)

sartlarmni sagliyorsa y,,y;,V,,...,¥, vektorler sistemine (2.11) - (2.13)

smir deger probleminin 6z ve birlestirilmis (asosye) vektorler zinciri
denir.

Teorem 9: (2.11) - (2.13) smur probleminin 6zdegerleri ve A, disipatif
operatoriiniin 6zdegerleri cakisir. Yani, (2.11) - (2.13) smir deger
probleminin A, 6zdegerine karsilik gelen her bir 6zvektorler zinciri

ve birlestirilmis vektorleri, A, disipatif operatériiniin aym A,
ozdegerine karsilik gelen y,,y,,V,,...,», Dbirlestirilmis vektorler ve
ozvektorler zincirine karsilik gelir. Bu durumda

. Vi
Ve =1 , k=012,...n (4.5)
¢ (Mw(mj

olur.
Ispat: Eger, J,eD(4,) ve A, J,=4,9, ise £(¥), =2V0os

M, (v,)—AM. (y,) = 0esitlikleri saglanir. Yani (2.11) - (2.13) siur

deger probleminin o6zvektorii y,’dir. Tersine olarak, eger (2.12)

sartlar1 varsa, ( JI}O J =3, €D(4,) ve 4,y, =A,p, dir. Yani P,
M. ()
A, operatériintin dzvektoriidiir. Ayrica, eger A, operatoriiniin A4,

ozdegerine karsiik gelen y,,),),,...,», birlestirilmis vektorleri ve
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Ozvektorler  zinciri  ise, P, eD(4,) (k=0,12,..,n) ve
A, Yo = A Vo> 4V, =AY, + Vs s =1,2,...) sartlan ile birlikte (2.12)
esitligini elde ederiz. Burada Y,y ¥, 1€r D5, V1, V5000 Y,
vektorlerinin birinci bilesenleridir. Eger, (2.11) - (2.13) problemine
karsilik gelen VosVisVarees ¥V bilesenleri,

Vi =( ,yk ]e D(4,), k=0,1,2,...,n(212)’de  yerine yazilirsa,
K.(3)

(2.13) elde edilir. Yani (2.11) - (2.13) smir deger probleminin
ozdegerleri ve A, disipatif operatoriintin 6zdegerleri gakisir.
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