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OZET

Bu makalede iyi bilinen ayirma aksiyomlar1 verilmis ve bunlarin
birbirleriyle olan iliskileri incelenmistir. Buna ek olarak, bir, iki ve tig
elemanli kiimeler tizerindeki biitiin topolojik yapilar icin elde edilen
topolojik uzaylarin ayirma aksiyomlarini saglayip saglamadigr tablo
seklinde gosterilmistir. Son olarak, bu tabloda yer alan topolojik uzaylarin
bazilarinin ¢6ztimlerine yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Topolojik yapi, topolojik uzay, ayirma aksiyomlari,
hausdorff uzay.

ABSTRACT

In this article, given the well-known separation axioms and their
relationships are examined. In addition, whether topological spaces obtained
for all topological structures on one, two and three element sets provide
separation axioms or not provide were shown in a table. Finally, some of
topological spaces in the table are given solutions.

Keywords: Topological structure, topological space, separation axioms,
hausdorff space.

GIRIS

Ayirma  aksiyomlar1  Almanca’da  "Trennungsaxiom'
kelimesinin ~ bas  harfi kullanilarak T; (i= '3,%, 1,..) e

gosterilmektedir. Aymrma aksiyomu bir kiimenin noktalarinmn veya
alt kumelerinin topolojik olarak birbirinden ayrilabilmesi
durumudur. Bu dogrultuda ayirma aksiyomlar: topolojinin ayrilma
derecesini ifade eder ki bu da aymrma aksiyomlarma gore topolojik
uzaylarin smiflandirilmasi demektir. Yani, bu aksiyomlar yardmmuyla
topolojik uzaylar farkli 6zelliklere sahip olacak ve dolayisiyla farkl
siiflar altinda incelenebilme imkdnma sahip olacaktir. Bu nedenle,
ayrrma aksiyomlar: topolojik uzaylarm smiflandirilmasmnda énemli

bir yere sahiptir. Ty aksiyomu 1935 yilinda ilk defa Alexandorff ve
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Hopf tarafindan ortaya atilmis, T; aksiyomu 1906 yilinda Rietz, T,
aksiyomu 1914 yilinda Hausdorff ve ayni yil bagimmsiz olarak Root
tarafindan tanimmlanmis, Ty aksiyomu 1921 yilinda Vietoris, Tx

aksiyomu 1925 yilinda Urysohn formiile etmis ve T.: uzaylar smifi

tizerindeki onemli calismalar1 1930 yilinda Tychonoff yapmus, Ty
aksiyomu 1923 yilinda Tietze tanmmlamis ve ayirma aksiyomu
terimini ilk defa kullanmustir (Bilge, 2005). Bunlarm disinda,
topolojik uzaylarda farkli ayirma aksiyomlarini arastiran ¢ok sayida
calismalar yapimistir. Bazi genellestirilmis kapali kiimeler
kullanilarak Tz, * Tz, T2 ayrrma aksiyomlar1 elde edilmistir. Levine

z z

(1970), g - kapah kiimeyi ve bu kiimenin bir uygulamas1 olarak Tz

uzaymi tanimladi. Dunham (1997), (X, T) topolojik uzaymm Tz uzay1

olabilmesi i¢in gerek ve yeter sartin, her x € X icin, {x} tek elemanh
kiimesinin ya acik ya da kapali olmasi gerektigini ispatladi. Daha
sonra, Kumar (2000), g - acik kiimeyi kullanarak yeni bir teknikle g*
- kapali kiimeyi ve bu kiimenin uygulamast olarak da T:* ve " T:

uzaylarmni tanimladi (Erdogan, 2003). Bu konu {izerinde yapilan bir
baska calisma ise, tamamen normal ve miikemmel normal uzay
kullanilarak elde edilen Ty ve Ty aksiyomlaridir. Bu makalede, bir, iki
ve {i¢ elemanl kiimeler tizerinde olusturulabilecek tim topolojik
yapilar ve bu yapilar icin elde edilen topolojik uzaylarm aymrma
aksiyomlarimi sagliyorsa "v", saglamiyorsa "X" simgeleriyle ifade
edildigi bir tabloya yer verilmistir. Bu makalede, tabloda yer alan
topolojik uzaylarin bazilarmm, aywrma aksiyomlarmi saglayip
saglamadigini gosteren ¢oziimlere yer vermek amaglanmustir.

MATERYAL VEMETOT

Ayirma aksiyomlar1 calismasinda materyal olarak verilen
kaynakca kullanilmustir.
2.1 Ty Uzay: (Kohnogorov Uzay1): (X, T) topolojik uzaymm her farkh
X, ¥ noktalari icin, bunlardan birini iceren fakat digerini icermeyen en
az bir acik kiime varsa, (X, T) topolojik uzayma Ty —uzay1 denir.
Yani,
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(X1), T,—uzay &
[(vxyeX)(x#y)= (3Ge1):3 [(x€G) (ye G)V(yeG) (xg G)]]

seklindedir (Aslim, 1988).

22Ty, " Ty, T1" Uzaylare: (X, T) topolojik uzay ve A X olmak tizere,

AC U ve U kiimesi (X, 1) da bir acik kiime olmak {izere ACS U
oluyorsa, A kiimesine genellestirilmis kapali kiime veya kisaca
g — kapal kiime, tiimleyeni g — kapali olan kiimeye deg— agk
kiime adi verilir. Eger, AS U ve U kiimesi (X,T) da bir g — agik
kiime iken A € U oluyorsa A kiimesine g° — kapali kiime ad1 verilir.
Buna gore, (X, T) topolojik uzaymmn her g — kapali alt kiimesi ayni
zamanda kapali bir kiime ise, (X, 1) uzayma T: — uzay1 denir. (X, 1)
z

topolojik uzaymin her g— kapal alt kiimesi ayni zamanda
g* — kapali bir kiime ise, (¥, T) uzayma * Tz — uzays, (X, T) topolojik

uzaymin her g — kapali alt kiimesi ayn1 zamanda kapali bir kiime
ise, (X, T) uzayma T:* — uzay1 adi verilir (Erdogan, 2003).

23Ty Uzayt (Frechet Uzay): (X, T) topolojik uzaymmn her farkhx,y
noktalar1 icin, bunlardan her birinin digerini icermeyen en az bir agik
kiimesi varsa, (X, T) uzayimna T; — uzayl denir (Aslim, 1988). Bir baska
ifadeyle,

(VxyeX)(x#y) =

(X1), T —uzay & (3G, €1)(3G, €1): 3 (x € Gy ) (Y€ G A (Y EG,)(x € G,)

seklinde yazilabilir.

2.4 Ty Uzayr (Hausdorff Uzayy): (X, T) topolojik uzaymmn her farkh
% ¥ noktalar1 icin, bunlar1 iceren ayrik acik kiumeler varsa, (X, 1)
uzayma T, —uzay denir. Yani,
(ve,yeX)(x#y) =

X1), T, —uzay =
(X1 T—w28y S |36 6 ¢ v)xe6,)(yE G,):3 (6, NG, = B)

seklindedir (Aslim, 1988).
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2.5 Tz% Uzay: (Urysohn Uzay): (X, T) topolojik uzaymm her farkhix, y

noktalar: icin, sirasiyla ¥ ve ¥ yi iceren Gy ve G, agik kiimeleri var
oyleki Gy N G, = @ ise, (X, T) uzayma T,: —uzay1 denir (Steen and
z

Seeback, 1995). Bir baska ifadeyle,
(Vxy €X)(x #y) = (36,,G; €T)(x€ G)(y€ Gy)

X1), T1—uzay < —
( j Z% y = Gln62=@)

seklinde yazilabilir.

2.6 T3 Uzay (Diizenli Hausdorff Uzay): (X, T) topolojik uzay olmak
tizere her Kkapal kiimesi ve her x & K noktasma kargihik, K y1
kapsayan bir G; acik kiimesi ve x noktasini igeren bir G, agik kiimesi
var oyleki GinG: =¢ ise, (X, T) topolojik uzaymna diizenli uzay denir.
Buna gore, (X, T) diizenli uzay1 ayn1 zamanda Ty — uzay ise, (X, t)
topolojik uzaymna Tz —uzay1 denir (Yildiz, 2005).

2.7 T%— Uzay: (Tychonoff Uzayy): (X,T) topolojik uzaymm her K

kapal kiimesi ve K ya ait olmayan her a noktas: icin f(a) = 0 ve
f(K) = {1} olacak sekilde f:X — [0,1] tanimli siirekli bir f
fonksiyonu varsa, (X, T) uzayma tamamen diizenli uzay denir. Eger
(X, T) tamamen diizenli uzayr ayni zamanda Tq — uzayl ise, (X, 1)
uzayma T,z — uzay1 denir (Yildiz, 2005).

2.8 Ty — Uzay: (Normal Hausdorff Uzay): (X, T) topolojik uzaymnmn
herhangi iki ayrik ve kapali K;, K; alt kiimeleri igin, sirastyla bunlar:
kapsayan ayrik Gy ve G; agik kiimeleri mevcut ise, (X, T) topolojik
uzayma normal uzay denir. Eger (X, T) normal uzay1 ayni zamanda
T, — uzay1 ise, (X, T) uzayma T4 —uzay1 denir (Yildiz, 2005).

2.9 Ts—Uzay: (Tamamen Normal Hausdorff Uzays): (X.T) bir
topolojik uzay ve A,BES X olmak iizere ANB=0=ANB ise,
A ve B kiimelerine ayrilmig kiimeler adi verilir (Steen and Seeback,
1995). (X, T) topolojik uzay ve A, B € X herhangi iki ayrimis kiime
olsun. Srrasiyla A ve B yi iceren ayrik ve agik G; ve G; kiimeleri
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varsa, (X, T) uzayma tamamen normal uzay denir. Eger (X, T)
tamamen normal uzayi ayni zamanda Ty — uzay ise, (X, T) uzayma
T —uzay1 denir.

2.10 Tg — Uzayr (Miikemmel Normal Hausdorff Uzayr): Bir (X, T)
topolojik uzayimnda, sayilabilir sayida acik kiimelerin arakesiti olan
kiimelere G5 — kiimesi ad1 verilir. (X, T) normal uzay1 verilmis olsun.

Eger (X, T) normal uzaymin her kapah alt kiimesi bir G5 — kiimesi
ise, (X,T) uzayma miikemmel normal uzay denir (Willard, 2004).
Eger (X, T) miikemmel normal uzayr ayn1 zamanda T; — uzay1 ise,
(X, ) uzayma T — uzay1 denir.

2.11 Sonug: Yukarida tanimlanan ayirma aksiyomlar: arasindaki iliski
sekil 1"deki gibidir.

Ty

&

m

Te—=T; =T, =T :=Ty =T,: =T, =T, =T:=T,
= z

=

U

—]
(=)
*

|

Sekil 1. Ayirma aksiyomlar1 arasindaki iliski

2.12 Teoremler ve Lemma:

2.12.1 Teorem: (X, T) tamamen diizenli uzay ise, (¥, T) uzay1 diizenli
uzaydir (Aslim, 1988).

2.12.2 Teorem: (X, T) tamamen normal uzay ise, (X,1) uzay1 normal
uzaydir (Steen and Seeback, 1995)

2.12.3 Teorem: (X, T) miikemmel normal uzay ise, (X, T) tamamen
normal uzaydir (Steen and Seeback, 1995).

2.12.4 Teorem: (X,T) normal uzaymm, diizenli uzay olmasi igin
gerek ve yeter sart tamamen diizenli uzay olmasidir (Bilge, 2005).
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2.12.5 Teorem: (X, T) uzaymm T: — uzay olmasi igin gerek ve yeter

sart bu uzaym hem T:" —uzay hem de *T:— uzay olmasidir
z z

(Erdogan, 2003).

2.12.6 Teorem: (X, T) uzaymnin T; — uzay olmast icin gerek ve yeter

kosul (X, T) uzaymm tek elemanlt her alt kiimesinin kapali olmasidir
(Cakally, 1997).

2.12.7 Urysohn Lemmasi: (X,T) topolojik uzaymin normal uzay
olmasi i¢in gerek ve yeter sart her ayrik kapal K;, K; kiime cifti i¢in
f(K,) = {0} ve f(K,) = {1} olacak sekilde f:X — [0,1] tanumlt
siirekli bir f fonksiyonunun olmasidir.

2.13 Ayirma Aksiyomlarimn Bir, Iki ve Ug Elemanli Kiimeler Uzerine
Uygulanmasa:

> X ={a} = o={0,X,}
X, ={ab}l = p={0X}, p;= {E‘,X:,{a}}, Ps = {E‘,Kg,{b}},
Py = {E‘,Xz,{a},{b}}
X={abed = 1=1,={0.}, ,={0x{}} ,={0.x{d}}
Ta = E@, X EC}}
T, = {EI,X, {a,h}}

1, = {0,X {b,c}}
1,={0,X.{a.c}}

15 = {0, X {a}. {a, b}
1, ={0,X,{a}.{a, c}}
1y, = (0,% {a}, {b,c}}
1y, = [0,X (b}, {a,b}}
T2 = {0,X, {b}, {b, c}}
1,5 = [0,X (b}, {a,c}}
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Tys = {0, {c}. {a,c}}
Tys = {@, X, {c} {b, c}}
Ty = {@, X, {c}, {a,h}}
Ty, = {,X {a}, {b},{a,b}}
Tp = {0,X {a}. {c}.{a. c}}
Tys = {8,X,{b}, {c}.{b, c}}
Ty = {@,X, fal,{a, b}, {a, c}}
T = {0,% {b}.{a, b}, {b,c}}
T = {0, {c}. {a. ¢} (b, c}}
T3 = {0,X, {a}, (b}, {2, b}, {b, c}}
s = {0, X {a}, (b}, {a, b}, {a, ¢}
T,: = {0.X {a}, {c}. {a, b}. {a, c}}
Toe = 10,X,{a}. {c}.{a. ¢}, {b. c}}
Ty = {0.% (b}, {c}. {a, b}, {b, c}}
Tpe = {0, X,{b}, {c}, {a, c}, {b, c}}
Toq = T = P(X)

(Bilge, 2005)

Yukarida bir, iki ve 1ii¢ elemanlhh kiimeler iizerinde
olusturulabilecek biitiin topolojiler verilmistir. Bu topolojiler icin elde
edilen topolojik uzaylarm, ayrrma aksiyomlarmni ve diger topolojik
uzaylar1 saglaylp saglamadigl asagida incelenmis ve elde edilen
sonugclar tablo 1°de gosterilmistir.
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Tablo 1. Bir, iki ve ii¢ elemanl: kiimeler tizerindeki biitiin topolojik yapilar
icin elde edilen topolojik wuzaylarin ayirma aksiyomlarini saglayip
saglamadigini gosteren tablo

Avir. | T "1' "l'} 1'; T T% Reg T; Tam Tg Nor T, Tam T; Mik T,

X.159)
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2131 Tablo 1’deki Topolojik Uzaylarin Bazilarimn Aywma
Aksiyomlarim Saglayip Saglamadigin Gosteren Coziimler:

2.13.1.1X = {a,b,c}, 1 = {EI,X, {a,h}} ise (X, T5) uzay1igin:

a,beX, a+hb icin a€ G, be G VeyabEG, a&€ G olacak
sekilde G € T3 yoktur. Dolaysiyla, (X, T5) Ty — uzay degildir. (X, T5)
uzaymin kapalilar ailesi, K™= = {@,X, {c}} olup (X, T5) uzaymm tek
elemanli her alt kiimesi kapali olmadigmdan (X, 1) uzayi, Ty — uzay
degildir. (X, 1), T, — uzay olmadigindan T, — uzay da olamaz.

fa} = {a,b}, {a,black) f{a} =X {a b}
falC ¥, Xagk }Z}E=XEX

degil L

fb}  {a,b}, {a,b} Ell;lk} _ b} =X {a,b}
b} € X, Xaak E:XQX
degil

fc} € X, Xaak} = E= {C}EX} = {c}, g—kapah

} = {a}, g —kapah

} = {b}, g— kapah

{a,b} € {a,b}, {a,b} ag1k} - fabl=X¢ {ab}

{a,b}C X, Xack mbl=XCX ] = {a,b}, g—kapah

degil
fa,c} S X, Xack} = {a,c}=XC X} = {a,c}, g—kapah
fb,c} € X, Xack} = {b,c}=KEK} = {b,c}, g— kapah

olduguna gore g — kapalilar ailesi G(X, 1) = {E‘, X, {c}, {a,c}. {b, c}}
olur ve g — acik’lar ailesi de G'(¥, 1) = {E', X, {a}, {b}, {El,h}} elde
edilir. Diger yandan,

{a}< {a}, {a}g—ack fal =X € {a}

ac{ab}, {ab} g—ack (= (a}=X&{ab} ;= {a}, g" —kapal
fa)€X, X g—ack A -xcx

degil
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{b} = (b}, {b} g —acik (b} =X ¢ (b}
{b} S{a,b}, {a,b} g—ack ;= (b}=X¢& {ab} ;= {a), g"—kapah

b} X, X g—ack E:}(gx
degil

fclSX, X g—ack} = E={C}E_X} = {c}, g"— kapal

{fa,b} S {a,b}, {a,b} g— acik };» m =X € {a,b}

{ab}EX, X g—ack abl=XCX ]:' {a,b}, g* —kapah

degil

fac}CX, X g—ank} = {a,c}=XC X} = {a,c}, g —kapah

fb,c} € X, X g—ack} = {b,c}=XC }{} = {b,c}, g"—kapal
oldugundan g” — kapaltlar ailesi G*(X,t;) = {El, ¥, {ch{a c}{b, c}}

olur. O halde,

> Her g" — kapali kilme aym1 zamanda kapali olmadigindan
(X, 1) uzays, T:* — uzay degildir. Gergekten,

{a,c} € G"(X, 1) iken{a. c} € K™= geklindedir.

» Her g — kapall kiime aymi zamanda g" — kapali oldugundan
(X, T5) uzay, * Te — uzaydr.

> Her g — kapal kiime aym1 zamanda kapali olmadigindan
(X,T5), Te —uzay degildir. Gergekten, {b,c} € G(X,T5) iken

{b, c} &€ K™= geklindedir.

Not 1: Yukarida yapilan iglemlerin bir sonucu olarak @ ve X
kiimelerinin her zaman g — kapal, g — agik ve g* — kapal kiimeler
ailesinde bulunacag: soylenebilir. &, b €X, a # b icina € G;, b € G,
ve G_ln G_z =0 olacak sekilde Gy,G; €15 yoktur. Gergekten,
a,b €X, a # b igina’y1 iceren X veya {a, b}, b’yi iceren X veya {a, b}

actk kiimeleri mevcut olmasma ragmen Xn{ab}=XnX=0
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seklindedir. Dolaysiyla, (X,T5) uzay: T,: —uzay degildir.a € X,

{c)EX™ veaé&{c}icina€E Gy, {c] G, ve G;N G, =0 olacak
sekilde G4,G; € 15 yoktur. Gergekten, & 'y1 igeren acik kiimeler
G, = {a,b} veya G; = X, {c}ni kapsayan tek acik kiime G, = X olup,
G;NG,={a,bjNX#0 veya G;NG,=XNX# @ oldugundan
(X,T5) diizenli uzay degildir. Dolaysiyla, (X, T5) uzayi, T; — uzay
degildir. (X, Tz) diizenli uzay olmadig1 icin tamamen diizenli uzay da
degildir. Buna gore, (X,T5) uzayr tamamen diizenli ve T, — uzay
olmadigindan T_: — uzay degildir.

(X, 1) uzaymnn her ayrik kapali K4, K; alt kiime ¢ifti icin; Ky = @ ve

G4, Gy acik kiimeleri vardir ve Gy =@, G,=X K;=0 ve
K,={c)] = K,cG, K, ©€G, ve GNG,=0 olacak sekilde
G, G, acik kiimeleri vardir ve Gy, =0, G,=X seklindedir.
Dolaysiyla, (X,Ts) normal uzaydwr. (X,T5) normal uzayr aym
zamanda Ty — uzay olmadigmdan (X, t5), Ty —uzay degildir. Her
AE {{a}, fb},{c},{a, b}, {a,c}, {b, c},}{} icin, BNA=0NA=10
oldugundan @ ve A ayrilmis kiimelerdir ve @< G;, AS G; ve
G, N G, =0 olacak sekilde G4.G; € T vardir ve Gy, =@, G, =X
seklindedir. Eger, A = {a,b} ise G, = X ‘in dismnda G; = {a,b} acik
kiimesi almabilir. Sonucta, Gy = @ olmasindan dolay1 G, ‘nin her
durumunda G; N G; = @ olmaktadir. Ayrica yukaridakiler disinda
ayrilmis kiimeler bulunmamaktadir. O halde, (X,T:) tamamen
normal uzaydir. (X,Ts) tamamen normal uzayr aym1 zamanda
T, — uzay olmadigindan Ty —uzay degildir.

(X, T5) normal uzaymnin her kapal alt kiimesi icin X = X N @°
ve @=XNO geklinde yazilabildiginden @ ve X, Gz — kiimesi dir.
Fakat {c} € K™ kapali alt kiimesi sayilabilir sayida acik kiimelerin
arakesiti olarak yazilamadigindan {c}, Gg — kiimesi degildir. Buna
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gore, (X, T5) mitkemmel normal uzay degildir. Dolaysiyla (X, T5),
Tg — uzay degildir.

Not 2: Her topolojik uzaym agiklar ve kapallar ailesinde @ ve X
mevcut oldugu igin bunlar her zaman X =XN0° ve O =XN0O
seklinde yazilabilir. Dolaysiyla @ ve X kapali kiimeleri her zaman igin
Gy — kiimesidir.

2.13.12X ={a,b,c}, 1,3 = {@,K,{b},{a, c}} ise (X, T43) uzayiigin:
(X, Ty3) uzayr Ty —uzay degildir. Ciinkii a,c€ X, a # ¢ icin

aEG c&G veya cEG, a€G olacak sekilde G € T3 yoktur.
(X, T13) uzaymin kapalilar ailesi

K= ={0,X {b},{a c}}

seklinde olup, (X, T43) uzaymm tek elemanl her alt kiimesi kapah
olmadigmdan (X,143), T, — uzay degildir.

fa} C{a,c}, {a,c}ack } _ E ={a,c} S {a,c}

{a} €X, X acik E —fadcX } = {a}, g— kapah

(b} = (b}, (b} ack - {b} = (b} = (b}
fblCX, Xack Eng}gx

fc} € {a,c}, {a,c}agk E ={a,c} S{ac}
{cJeX, Xagk }:’Ez{a,c}gx

} = {b}, g— kapah

} = {c}, g— kapalh

fa,b}C X, Xaok} = {a,b}=}{£}[} = {a,b}, g— kapah

fa,c} S{a,c}, {ac} Ell;lk} _ m ={a,c} S{a,c}

- = {a,c}, g— kapalh
fa,c} X, X agk {ac)={aclcX } tach g P

fb,c} € X, Xack} = {h,c}=}{£}{} = {b,c}, g— kapah

oldugundan g — kapah lar ailesi
G(X,T43) = {0,X {a}.{b}, {c}. {a, b}, {a, &}, {b, }} = P(X) ve
g — ack "lar ailesi de
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G’ [X’Tlﬁj = {@’ X, {E'}’ {h}, {C}, {E'r h}r {EI, c}r 'Eb; C}]‘ =F (Xj

olur. Diger yandan, g" — kapaltlar ailesi

seklinde

{fa}c{a}, {a}g—apk
fa}C{a,b}, {ab}lg—ack
fa} S{a,c}, {aclg—apk
falCX, X g—ack

degil

(b} < {b} , {b}g—acik
fb}S{a,b}, {a,b}g— ack
{b}E{h,C}, {b,c}g—aglk}
(b} CX ,X g—aok

{cdc{c  {Jg—ack
fc}S{a,c}, {actg—ank
EC} c {hr C} ' {hr C} g— 3';1]{
fc;SX ,X g—apk
degil
fa,b} C {a,b} ,{a,b} g— acik
fablcX , Xg—agk

}

degil

factS{acl {aclg—ank
facJS€X , X g—ack

}

{hrc}g{hrc}r {h,c}g—aglk
{b,c} EX, X g—aqk

degil

}ﬁ

=

|=

@=kgch)
_ @ ={a,c} €{ab}

@ ={ac} S{ac}

{a}={ac}cX

= {a}, g" — kapal

{b} = b} € o}

(b} = (b} < {a,b}

il b}, g* — kapah
T Bepicwag| U F T

b} ={}cx

=gl
E ={a,c} S {a,c}
g=ldehq

E={a,c}£}(

= {c}, g* — kapah

fab}=X2{ab}

i }=}~ fa,b}, g" —kapah
{ab] =X CX

facd={acdcfad

fac={accx

{b,c}=X& {b,c}

{b,c}=XCEX

} = {a,c}, g"—kapah

} = {b,c}, g*—kapah

G (X, 145) = {E"K’ (b {a, C}}

olur. O halde
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» Her g" — kapall kiime aymi zamanda kapali oldugundan
(X, 143), T2* — uzaydir.

> Her g—kapali kiime ayn1 zamanda g"— kapal
olmadigindan (X, T13) uzay1 * T: — uzay degildir.

» Her g — kapal kiime aymi zamanda kapali olmadigindan
(X, T43), Te —uzay degildir.

a,cEX a#cicina€G,,cEG, ve G;NG, =0 olacak
sekilde G;,G; €T3 yoktur. O halde, (X,Ty3) uzayr T, —uzay
degildir. a,c € X, a # c i¢in @ € G, olacak sekildeki Gy acik kiimesi
G, =X veya Gy = {a,c} ve c € G; olacak sekildeki G acik kiimesi
G, = X veya G; = {a,c} olup

|
| 4l

NG, =XNX=XnX=0 ,
1NG,=Xn{aci=Xn{acl+0

£

G,NnG,={acdnfacd={acdn{ac=+0

oldugundan (X, T43) uzay1 T,z — uzay degildir.

acE X {b}E KT, a g {b} icin a € Gl , {b} - G: olacak
sekilde G, =1{a,c} , G,={b} acik kiimeleri vardir ve
G,;NG,=facin{b}=0 , beX {acleX =, b&{ac icn
b € G, ,{a.c} © G; olacak sekilde G, = {b}, G, = {a,c}, G, G, € 145
vardir ve Gy NG, ={b}n{ac}=0 ceX {b}e K™=, c &b}
icin €€ G, , {b} ©G, olacak sekilde G, ={a.c}, G,={b} ,
G;,G, ETyy3  vardr ve GyNG,={acin{b}j=0 geklinde
oldugundan (X, 143) diizenli uzaydir. (X, Ty3) diizenli uzays,
T, —uzay olmadigindan T3 —uzay degildir. (X,7,3) uzayindaki

ayrik kapali K K, kiime cifti icin,
Kl =@, K: =X = Kl c Glr K: c G: e Gl n G: =@ olacak
sekilde Gy, G, € 143 vardir ve G, =0, G, =X

K,=0, K,={b} = K,cG,, K,,©G, ve G, NG, =0 olacak
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sekilde Gy, G, ETy vardir ve G, =0, G, = {b}
K, = @, K, = {EI,C} = K, Gy, K;CGyveGyiNG, = @ olacak
sekilde Gy, G, €145 vardir ve G, =0, G, ={ac}
, Ky={b}, K;={ac} = K,CG, K;©G, ve G;NG, =0
olacak sekilde Gy, Gy E Ty vardir ve
Gy = {b}, G, = {a,c} seklindedir. O halde, (X,Ty3) uzayr normal
uzaydir. (X, T43) normal uzayi, Ty — uzay olmadigindan Ty — uzay

degildir. “(X,T) normal uzayimn, dizenli uzay olmast icin gerek ve yeter
kosul tamamen diizenli uzay olmasidir” teoremi geregince (X, 145)
normal uzayr ayni zamanda diizenli uzay oldugundan (X Ty3)
tamamen diizenli uzaydir. (X,T;3) tamamen diizenli uzayr aym
zamanda T; — uzay olmadigindan T,: — uzay degildir.

Iz

6NX=0nX=0 oldugundan @ ve X ayrilmig kiimelerdir
veD S Gy, XEG, veGyNG, =0 olacak sekildeG; =@, G, =X
acik kiimeleri vardir.

onfa}=0nfa}=0 oldugundan @ ve {a} ayrilmis
kiimelerdir ve ® € Gy, {a} £ G, ve G, NG, =0 olacak sekilde
G, =0, G, ={ac} agkkiimeleri vardur.

on{b}=0n{}=0 oldugundan @ ve {b} ayrilmis
kiimelerdir ve @S G, {b} £EG;, ve G;NG, =0 olacak sekilde
G,.G, € 143 vardirve G; = @, G, = {b} seklindedir.

on{c=0n{c}=0 oldugundan @ ve {c} ayrilns
kiimelerdir ve @ € Gy, {c} £G, ve Gy NG, =0 olacak sekilde
Gy, Gy € Ty vardir Gy = @, G, = {a, ¢} seklindedir.

on{ac=0n{aci=0 oldugundan @ ve {a,c} ayrilms
kiimelerdir ve @ € Gy, {a,c} € G, ve G; NG, =@ olacak sekilde
G, G, € 143 vardirve G; = @, G, = {a, ¢} seklindedir.

Her AE {{a,b}, {b, c}} kiimesi  icin, BNA=0NA=0
oldugundan @ ve A ayrilmis kiimelerdir ve @S Gy, AS G, ve
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G, NG, =0 olacak sekilde G4,G; € T43 vardr ve G, =@, G, =X
seklindedir. Diger yandan, {b} kiimesi ile her B € {{a},{c}.{a, c}}
kiimesi icin, E NB={b}nB=0 olacagindan {b} ile B kiimeleri
ayrilmis kiimelerdir. Buna gore, {b} £G,, BEG, ,G; NG, =0
olacak sekilde Gy, Gy € T3 vardrr oyle ki Gy ={b}, G;={a,c}
seklindedir. O halde (X, Ty3) uzayi, tamamen normal uzaydir.

(X,T;3) tamamen normal uzayr aynmi zamanda T, — uzay
olmadigindan T; —uzay degildir. “Not 2” den dolay, (X T43)
uzaymin @, X kapali alt kiimelerinin Gg — kiimesi oldugu agikardur.
Bunlarin disinda, (X t43) uzaymin {b},{a,c} kapali alt ktimeleri
{b} ={b}nX, {a,c} ={a c} NX geklinde sayilabilir sayida agik
kiimelerin arakesiti olarak yazilabildiginden {b},{a,c} kapali alt
kiimeleri Gy — kiimesi dir. O halde, (¥, T;3) normal uzaymnin her
kapalh alt kiimesi Gz —kiimesi oldugundan (X, Ty3) miikemmel
normal uzaydir. Fakat (X, T13) miikemmel normal uzayi, Ty — uzay
olmadigindan T — uzay degildir.

21313 X ={a,b,c}, 15, = {@,K,{b}, fa, b}, {b, c}} ise (X,Ty) uzay
icin;
a,bEX, a#bicinb € {b}, a& {b} ve{b} €1y
a,c€EX a#cicina€ {a b}, c€{ab}vefab} ey
b,c€X, b# ciginb € {b}, c €{b} ve{b} E 1y
oldugundan (X, T5;) Ty —uzaydir. (X, ;) uzaymm kapalilar ailesi

¥ = {0,X, {a}.{c}.{a c}} seklinde olup, goriilecegi iizere (X, Ty)

uzaymin tek elemanli her alt kiimesi kapali degildir. Gergekten,
{b} € K™= seklindedir. O halde (X, T2;) uzay1 Ty — uzay degildir.
(X, T1), Ty — uzay olmadigindan T, ve T2 uzay da degildir.

fa} ©{a,b}, {a,b} Ell;lk} _ E ={a} S {a,b}

{a} X, X ack @ ={a)cx } = {a}, g —kapah
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{b} € {a,b} , {a,b}agk !

_ Bl=xe@b)
{h}g{hrc}r {h,c}aglk E=X§{b,c}
fb}SX , X ack

b} =XCX

{b} = {b} ., {b}ack b} =X¢ {b}
} = {b}r g_kﬂpﬂll

degil

@eb.q, b =3 e

{cdEX, X ack E —(gcX } = {c}, g— kapalh

{a,b} € {a,b}, {a,b} a:;1k} {a,b}=X ¢ {a b}

T 13 !h .! - ]:‘:-EI ].
{ab}EX, X ack =}{a,b}=xgx = {a,b}, g pah
degil

fa,c} S X, Xank} = {a,c}={a,c}c X} = {a,c}, g—kapah

b,y {b,c}, (b Elt;lk} _ bg=x¢ {b,c}} . (b.d), g kapah
{b,c} CX, X acik {bc} =XCSX

degil

olduguna gore, g — kapali'lar ailesi G(X, T,,) = {0,X,{a}.{c}, {a.c}}
olur. Buna gore, g —agk "lar ailesi de
G'(X,1,,) = {@,K,{h}, {a,b},{b, c}} seklindedir. Diger yandan,

g* — kapalrlar ailesi,

{E}E{E,b}, {a,b}g—aglk E:{E}g{ﬂ,b}
fa)CX, X g—agk }:}E:{a}gx

byc (b}, {b}g—ack } {b} =X ¢ {b}

} = {a}, g"—kapalh

{b} S {a,b} , {a,b}g—ack - E= X € {ab}
{h}g{hrc}r Eh,C}g—EI(;lk E:Xgi{b,c}
(b}€X, X g—agk w3

= {b}, g*— kapah

(b} =XCX
degil
{C}g{b,l:}, {b,c}g—aglk} :}E:{C}g{b,l:}

{c}EX, X g—acgk E —{Jcx } = {c}, g" — kapah
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{fa,b} C {a,b}, {a,b}z— Elt;lk} _ m =X Z{ab}
fa, b} S X, X g—aak mzxgx

degil

fa,c} S X, Xg—ack} = {a,cl={ac}c X} = {a,c}, g —kapah

} = {a,b}, g* — kapah

{b,c} S{b,c}, {bc}g—ack {b,c} =X {b,c} *
{b,c} €X, X g—ack }:.E=XEX }:" {b,c}, g"—kapah

degil
G* (X, T) = {0, X {a}. {c}. {a, c}}
olur. O halde,

» Her g” — kapal kiime aymi zamanda kapali oldugundan
(X, T5,) T:* — uzaydir.

» Her g — kapall kiime aym1 zamanda g" — kapali oldugundan
(X, T21) uzay: * T: — uzaydir.
3

» Her g—kapal kiime aymi zamanda kapali oldugundan
(X, T51) T2 — uzaydir.

beX {a}eX™:, b&{a}] icin bEG, , {a}cG, ve
G; NG, =0 olacak sekilde Gi1.G; € Ty; yoktur. Gergekten, b'yi
iceren acik kiimeler {b}, {a, b}, {b, c}, X ve {a} kiimesini kapsayan acik
kiimeler {a,b} , X olup {b}n{ab}=0 , {abijn{abj=0 ,
{bejn{ab}=0, (b}nX=0, {abjnX=+0, {bcjnX=0,
XNX#0 seklindedir. O halde (X, T5;) diizenli uzay degildir.
(X, T5,) diizenli uzay olmadigindan Tz ve tamamen diizenli uzay
degildir. Ayrica, (X, T2;) tamamen diizenli ve Ty uzay olmadig1 icin
T,z — uzay degildir.

{al, {c} € X™= ayrik kapallari icin {a} =G, , {c} © G, ve
Gy N G, =0 olacak sekilde Gy, G; € T5y yoktur. Gergekten, {2}, {c}
ayrik kapalilar1 icin {a} kapali kiimesini kapsayan agik kiimeler
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{a,b},X ve {c} kapah kiimesini kapsayan acik kiimeler {b,c}, X
oldugu halde

fabln{bc} =0 {abjnX=0 Xnib,c} 0 XNX+0

seklindedir. O halde (X, T,;) normal uzay degildir. (X, T,;) normal
uzay ve Ty uzay olmadigindan Ty —uzay da degildir. Diger yandan,
@nd=@nd=0 ve@nld=n{c=0 seklindedr
Yani, {a} Nn{c} = {a}n {c} =@ olup {a} ile {c} kiimeleri ayrilmis
kiimelerdir. Fakat{a} € G;, {c} € G, ve G; N G, = @ olacak sekilde
Gy, G, € Ty yoktur. Gergekten, {a} kiimesini kapsayan acik kiimeler
{a, b}, X ve {c} kiimesini kapsayan agik kiimeler {b, c}, X olmak tizere
fabln{bc}=0, {abinX=0, Xnfbc}*0, XnNnX=0
seklindeydi. Bu nedenle, (X, Tz;) tamamen normal uzay degildir. O
halde, Ts — uzay degildir.

(X, T31) normal uzaymm her kapal alt kiimesi Gz — kiimesi
degildir. Gercekten, {a} € K™t kapali alt kiimesini goz oniine
alirsak, bu kiime sayilabilir sayida acik kiimelerin arakesiti olarak
yazilamaz. O halde {a}, G5 — kiimesi degildir ve dolayistyla (X, T5;)

miitkemmel normal uzay degildir. (X, T,1), miikemmel normal veT;
uzay olmadigindan Ty — uzay1 da degildir.

2.13.1.4 K = {a, b, C}, T:E = {EI! K} {3}1 EC}J {ay c}.! {by c}} ise (X.I'TEE.:]
uzay1igin;

a,beX, a=bicna€& {a}, b & {a} vefa} € 15

a,cEX a#cicinc€ {b,c}, a €{b,c}veib c} €1y

b,ceX b#cicincE{acl b &{ac}velac ety
oldugundan (X, 15¢), Ty —uzaydir. b,c € X, b # ¢ i¢in ¢ noktasimu
iceren fakat b noktasmi icermeyen {a,c} €1, acik kiimesi mevcut
iken, b noktasm1 iceren fakat ¢ noktasini icermeyen bir G € Ta¢ agik

kiimesi bulunamaz. Dolayisiyla (X, Tz5) Ty —uzay degildir. Yine,
b,ceX, b#cicin bEG,cEG; ve Gy NG, =0 olacak sekilde
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G,, G, € Ty yoktur. Gergekten, b noktasini iceren agik kiimeler
{b, c}, X ve ¢ noktasin1 iceren acik kiimeler {c},{a, c},{b,c},X olup
bunlar ayrik degildir. Yani, b ve ¢ noktalarini igeren ayrik ve agik
kiimeler yoktur. O halde, (X,T,.), T, —uzay degildir. (X,T5¢) ,
T; —uzay olmadig1 icin T,z — uzay da olamaz. (X, T2¢) uzaymnin

kapalilar ailesi K ™z = {E', ¥, {a},{b},{a, b} {b, c}} seklindedir.

a}cfa}, {a}ack @@=
{3} c {E'r C}r {E'r':} E";lk = {EI} = {EI} c {EI, C} = {3]‘; g— kEIpEIh
falcXx, X ack E:{E}EX

B} S b, {be} 2si) _b=kichq
b} X, X agk Esz}g;{

{c}E{c}, {clack {_i} ={b,c} Z{c}
{c}S{ac}, {ac}ack _ {c} ={b,c} €{a,c}
{C} c {:hr C}, {hrc} E";lk E = {b, C} = {b, C]-
fcd2X, X agk E={b,c}2}(
degil

fa,b}C X, X acikk} = {a,b} ={a,b}C K} = {a, b}, g— kapah

} = {b}, g — kapah

= {c}, g—kapah

fa,c} € {a,c}, {ac}ack H=XE{3,C}
fa,c} S X, X ack }:}mzxgx
degil

b, b sk _bg=pbcdchd

b eX,  Xagk {b,c}={bc} X } = b g epal

oldugundan g — kapah "lar ailesi
G (X! T:E.] = {El.r Kr {a}! {b}r {El.r b}r {b, C}} ve g§— E“;Ik ‘lar ailesi de
G'(X,1,) = {El, X, {a}, {c},{a, c}, {b, c}} seklinde olur. Diger yandan,

} = {a,c}, g— kapah
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@l @s-ank ) E=@cE)

(S (2 (ac) g-aok ! = @)= (2} € o, b = (a}, g — Kapah
{a} €X, X g—ack G ={a} X

{b} € {b,c}, Eb,c}g—at;lk} =E=Eb}2{b,c}
{b} €X, X g—agk b} ={blcX

i}, {cJg—agk '@Z{h,t:}ﬁ{c}
fcc{ac}, {aclg—agk - E ={b,c} € {ac)
[etbd, bds-ak |~ [J=pds b
{cJeX, X g—acgk T=fbacx

} = {b}, g* —kapah

= {c}, g*—kapah

degil

fa,b}S X, X g—ack} = {a,b}=1{ab}c X} = {a,b}, g*— kapah

C - [ —_

{{:si < }{{a, c}, [;,c}_g 1;1k} _ M XZ{a, c}} — {ad}, g' — kapah
v = dvy g acl {EI, C} =XCX

degil

{hrc} - [hrc}! {h:':} g_aglk} = {brc} = [hr':} c {b,c}

- = {b,c}, g* —kapal
{b,c} X, X g—ack {b,c} = {b,c} X } .}, g P

olduguna gore g" — kapah "lar ailesi
G$ (-Kr T:E.:] = {EI: K, {EI}, {b}r {EI: h}r {b: C}} Olur- O halde/ (Xf TEEJ uzayl
icin,
> Her g" —kapal kiime ayni zamanda kapali oldugundan
T+* —uzaydir.

b4

> Her g — kapali kiime ayn1 zamanda g — kapah oldugundan
*T:— uzaydir.
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» Her g—kapah kiime aymi zamanda kapali oldugundan
T: —uzaydir.

Iz

ceEX, {(b}eX™ | c&{b} icin c€G; , {b} =G, ve
G, NG, =0 olacak sekilde Gy, G, € T,; yoktur. Yani, sirasiyla ©
noktasmi iceren ve {b} kiimesini kapsayan ayrik ve agik kiimeler
yoktur. Gergekten, € noktasini iceren acik kiimeler {ch{a.c}, {b,c}X
ve {b} kiimesini kapsayan acik kiimeler {b, c}, X oldugu halde bunlar
ayrik degildir. Dolaysiyla, (X, T,:) diizenli uzay degildir. (X, T4s)
diizenli uzay olmadigindan T3 ve tamamen diizenli uzay degildir.
Buna gore, (X, T;) tamamen diizenli ve Ty uzay olmadig icin
T,: —uzay da degildir. (X, T50) uzaymm ayrik ve kapal kiime

ciftleri;

—~ DveX, 0 vefa}, @ ve{b}, @ vef{a b}, @ ve {b,c} ise
bunlardan her biri i¢in sirasiyla bunlar1 kapsayan ayrik Gy, G; € Ty
acik kiimeleri vardir ve G; = @, G, = X seklindedir.

— {a} ve {b}, {a} ve {b, ¢} ise bunlardan her biri icin sirastyla
bunlar1 kapsayan ayrik Gy, G; € Ty¢ agik kiimeleri vardir oyle ki

G, = {a}. G, = {b,c} seklindedir.

O halde, (X, T,¢) normal uzaydir. Fakat (X, T,¢) normal uzay1
aynizamanda Ty — uzay olmadigindan Ty — uzay degildir.

Her A€ {{a}, {b}.{c}.{a, b}, {a,c}. {b,c}, X} icin
ONA=0NA=0 geklinde yazilabildiginden ® ve A ayrilms
kiimelerdir ve @5 G, , AS G, , GyNG, =0 olacak sekilde
Gy, G; ETy vardir oyle ki G; =@ , G; = X geklindedir. Diger
ayrilmis kiime ciftleri ise;
@npl={@}nkb}=0

il {alnfb}={a}n{p} =0
{a}nfb}={a}n{b}=@}:'
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oldugundan {a} ve {b} ayrilmis kiimelerdir ve {a} € G;, {b} € G, ve
Gy N G, =0 olacak sekilde Gy, G, € T, vardir oyle ki Gy ={a},
G, = {b, c} seklindedir.

@n{d={n{l=0
faln{ct={cn{bc}=0
oldugundan {a} ve {c} ayrilmis kiimelerdir ve {a} € Gy, {c}EG,,
Gy N G, =0 olacak sekilde Gy, G, € To5 vardir oyle ki Gy ={a},
G, = {c} seklindedir.

@inb.g={}np.c=0
ajnib,ci={ajn{b,c} =0
oldugundan {a} ve {b,c} aynlmis  kimelerdir  ve
fa}=Gy, {b,c}EG, , GyNG, =0 olacak sekilde Gy.G; € Ty
vardir ve Gy = {a}, G, = {b, ¢} seklindedir.

}=En@=@nﬁ=@

}ﬁgh&@=@mﬁﬁ=@

O halde, (X, T,5) tamamen normal uzaydir, fakat bu (X, T45)
tamamen normal uzayr ayni zamanda T; —uzay olmadigindan
T; —uzay degildir. (X, T52) normal uzaymin {b} € &= kapal alt
kiimesi, sayilabilir sayida acik kiimelerin arakesiti olarak
yazilamadigi icin Gg —kiimesi degildir. Dolaysiyla, (X Tze)
miikemmel normal uzay: degildir. (¥, 1,5:), miitkemmel normal ve T
uzay1 olmadigindan dolay1 Tg — uzay1 degildir.

21315 X ={ab,c}, 1,5 = {0,X {a}, {b}.{c}.{a,b}.{a,c}. {b,c}} ise

(X, T35) uzayiicin;

abeX, a#*bicinac{a}, b&{a}vela) et

a,cEX a#ciginc€ {c}, a € {c} velc) ETyg

b,c€X, b+ cicinb € {b}, c & {b} ve{b} €1y
oldugundan (X, T,5), Ty — uzaydir. (X, T55) uzaymm kapalilar ailesi
K™= = {0,X {a},{b},{c}, {a,b}. {a, ¢} {b,c}} = P(X)
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seklindedir. Buna gore, (X, Tz5) uzaymnm tek elemanl her alt kiimesi
kapali oldugundan (X, T5) uzay1 T, — uzaydir.

fat={ajc{a h}
@y ={a}cfa c}
Gl={acx

b} S {b}, {black } E:{b}g{b} )

fa} ©{a,b}, {a,b}ack
fa} S {a,c}, {ac}ack
falc X, X ack

fatc {a}, {a}ack fa}={a}cfa} )
} = {a}, g — kapah

®}< (@b} {ablagk| _ (b}={}c(ab}
{b} c {EI, C}r {brc} E";lk E = {h} c {h, C}
(b} S X, X apmk E={b}£}( )

fclc{c}, {clack {C} ={c} €{c}
{cdcfac {ac Elt;lk} _ {={cfa C} — {0}, g— kapah

+ = {b}, g — kapah

{C} c {br C}r {br C} E";lk {C} = {C} C

fclC X, X ack {c} () cx

fa,b} S {a,b}, {ab} acik) Ea b} ={a,b} € {a,b}

(ab}C X, X a0k [a S = b} X } = {a,b}, g— kapal
fa,c} S {ac}, {ac} acik) {a c} ={a,c} S{ac}

adcx, X acik {a - gcx } = {a,c}, g— kapah
B Sbd, k) _ba=bdc -
{b,c} € X, X ack {b,c} = {b,c} € X ] b}, g—kapal
oldugundan g — kapah ailesi
G [:XJ' TE'}:] = {@r K! {3 }J' {b} {C}r {EI, h}r {EI, C}r {br C}} F [:K:] ve buna
gore g —ack ‘lar ailesi de
G’ [-KJTEEJ = {E'r X, {EI}, Eb}: {C}r {E'r b}r {EI, C]’; {b, C}} =F (Xj Seklinde

olur. Diger yandan, g" — kapalt'lar ailesi
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fa}c{a}, f{a}g—ack E ={a}<fa} )

{3} c {El,b]', Eﬂ,b} g— Elt;lk. {EI]‘ = {EI]' c {El,h]' . Al
fa}S{a,c}, {aclg— Ell;lk} = E= 1< o t = {a}, g" — kapal
fa} € X, X g—ack G=fcx )

by}, (lg-ack | B}=dic{)

Eh} = {El,h}, {El,h} g— Eli;lk {h} = {:h} c EEI,IS} . AL
b} S{ach Eb;C]'g_EIEFlL'} ﬁ@:{h}g {b,c} = ) &'~ hapal
b}c X, X g—ack o = (b} C X

fcdcict, {clg—apk E ={c} S{c}

{C} - {3: C}: {3: C} g~ 3';11{ {C]‘ = {C} c {EI, C} . Al
fc} S {b,c}, {b,cla- Ell;lk} = E g chd = {c}, g* —kapal
{c}EX, X g—ack T={dcx

Earb}g [E,h}, [a,b}g—aglk m= {E,h} c {a,h} - Al
{EI,]J}EX, Xg- Elt;lk :m={a,b}gﬁ( } = [El,h}, g kEIp l
{EI,C}EEEI,C]‘, {a,c}g—aglkr EZ[E,C}QEB,C} ac . Al
{acCX, X g—ack =}H=[a,c}£§( l:}{,},g kapal
b, bog-ank) b= .

b SX, Xg-ack ﬁﬁﬂb,c}gx l:; (b,c}, g" — kapal
6 (X, %25) = {8, {a}, (b} {c} 2. b}, {2, (b, 3} = 2(0)

olur. O halde, (X, T,5) uzayigin,

> Her g" —kapal kiime ayni zamanda kapali oldugundan
T+* — uzaydir.

> Her g — kapali kiime ayn1 zamanda g" — kapal oldugundan
*T:— uzaydir.
Z
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» Her g—kapah kiime aymi zamanda kapali oldugundan
T: —uzaydir.

—abeX, a#bina€G,beEG,, G;NG, =0 olacak sekilde
Gy, G, € T4 vardir Syle ki Gy = {a}, G, = {b} seklindedir.
—»>acEX a#cicina€ G,c €EG,, Gy;NG; =0 olacak sekilde
Gy, G, € Ty vardir oyle ki Gy = {a}, G, = {c} seklindedir.
—>bceX b#cicinb&Gy,cEG,, G, NG, =0 olacak sekilde
Gy, Gy € Ty vardir oyle ki Gy = {b}, G; = {c} seklindedir.

O halde (X, T55), T, — uzaydur.
2 abeX a=+hb icin a € Gl,b € G, olacak sekilde G4, G5 € T4g
vardir ve G, = {a} , G, = {b} seklinde olup
Gy NG, ={a} n{b} ={a} n{b} # @ seklindedir.
2 acEX a#c igin a€ Gy,c € G; olacak sekilde Gy, G; € Tog
vardir ve G, ={a} , G, = {c} seklinde olup
G, N G, ={a} n{c} = {a} n {c} # O geklindedir.
2> bceX b#c icin be Gy,c € G, olacak sekilde Gy, G; € Tog
vardir ve G, = {b} , G, = {c} seklinde olup
G_l n G'_z ={b} n{c} = {b} N {c} # @ seklindedir.

O halde (X, T53), T,: — uzaydur.

@ a € X noktast i¢in bu noktayr icermeyen kapali kiimeler
0,{b}, {c}.{b,c} seklindedir. Buna gore, @ noktasmi iceren ve
0, {b}, {c}.{b,c} kapali kiimelerini kapsayan sirasiyla {a} ve {b,c}
agik kiitmeleri vardir ve bunlar ayriktir.

© bEX noktast i¢cin bu noktayr icermeyen kapali kiimeler
0,{a}, {c}. {a,c} olup, b noktasin1 iceren agik kiime {b} ve
@, {a}, {c}, {a,c} kapali kiimelerini kapsayan acik kiime {a, ¢} vardr
ve {b}n{ac} =0 seklindedir. Yani, {b} ile {a,c} ayrik acik

kiimelerdir.
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@ c€X noktast i¢in bu noktayr icermeyen kapali kiimeler
@, {a}, {b}, {a, b} seklindedir. Buna gore, ¢ noktasmi iceren agik kiime
{c} ve @,{a}, {b}, {a, b} kapali kiimelerini kapsayan acik kiime{a, b}
mevcuttur ve {c} N{a b} = @ seklindedir. Yani, ¢ noktas: ile bu
noktay1 icermeyen kapali kiimeleri kapsayan ayrik ve acik kiimeler
mevcuttur.

O halde (X, T45), diizenli uzaydur. (X, T45), diizenli ve Ty uzay
oldugundan bu uzay ayni zamanda T3 — uzaydir. (X, T;5) uzaymnm
ayrik ve kapali kiime ciftleri;

= 0 veX, @ veia}, @ ve{b}, @ ve{c}, @ ve {a,b}, @ ve {a,c}, @ ve
{b,c} ise bunlardan her biri igin sirasiyla bunlari kapsayan ayrik
G,, G, € Ty5 vardir dyle ki Gy = @, G, = X geklindedir.

— {a} ve {b}, {a} ve {c}, {a} ve {b.c} ise bunlardan her biri icin
sirastyla bunlar1 kapsayan ayrik Gy, G; € T3 vardrr oyle ki
G, = {a}, G, = {b, c} seklindedir.

— {b} ve {c}, {b} ve {a. c} ise bunlardan her biri icin swrasiyla bunlar1
kapsayan G; NG, =@ olacak sekilde G;,G; €Ty5 vardr ve
G, = {b}, G; = {a, ¢} seklindedir.

= {c} ve {a,b]} ise bunlardan her biri igin sirasiyla bunlar1 kapsayan
G,NG,=0 olacak sekilde Gy, G; ETyg vardir ve
G, = {c}, G, = {a, b} seklindedir.

O halde, (X, T55) normal uzaydir. (X, T55), normal ve Ty uzayl
oldugundan bu uzay Ty —uzaydir. “(X,T) normal uzaymmn, diizenli

uzay olmasi igin gerek ve vyeter kosul tamamen diizenli uzay olmasidw”
teoremi geregince (X, Tz3) normal uzay1 ayni zamanda diizenli uzay

oldugundan (X, T;5) tamamen diizenli uzaydir. (X,T;5), tamamen
diizenli ve Ty uzay1 oldugu igin bu uzay T,: — uzaydur.
z

iy Her Ae {{ﬂ}r {b}, {C}r {EI, b}! {3: ':}r Eb, ':}! K} igin

ONA=0NA=0 oldugundan @ ve A ayrilmig kiimelerdir ve
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0 < Gy, AS Gy, Gy NG, = @ olacak sekilde Gy, G, € Tyg vardir dyle
ki Gy = @, G, = X geklindedir.

m {a} kiimesi ile her B € {fb}, fch{b, c}} igin@ NB={a}nB=0
oldugundan {a} ile her bir B kiime cifti ayrilmis kiimelerdir. Buna
gore, {a} £G; , BE G, , G; NG, =0 olacak sekilde Gy, G, € Tog
vardir ve G; = {a}, G, = {b, ¢} seklindedir.

m {b} kiimesi ile her C € {{a},{c},{a c}} iginﬁ nc={b}nC=¢0
oldugundan {b} ile her bir C kiime cifti ayrilns kiimelerdir. Buna
gore, {b} SG;,CESG,;, GyNG, =0 olacak sekilde Gy, G5 € Tyg
vardir oyle ki G; = {b}, G, = {a, c} seklindedir.

m {c} kiimesi ile her D € {{a}, {b}.{a,b}} icin{c} ND = {c} n D=0
oldugundan {c} ile her bir D kiime cifti ayrilmis kiimelerdir. Buna
gore, {c} SGy, DS Gy, Gy NG, =0 olacak sekilde Gy, Gy € Tyg
vardir dyle ki Gy = {c}, G, = {a, b} seklindedir.

O halde, (X, T25) tamamen normal uzaydir. (X, T;5) tamamen
normal uzayr ayni zamanda Ty —uzay oldugundan (X, Tps) ,
T: —uzay dir. (X T;5) normal uzaymim her kapali alt kiimesi
Gy — kiimesidir. Gosterelim. “Not 2” den dolay1 (X, T35) uzaymm
@,X kapah alt kiimelerinin Gg — kiimesi oldugu asikardur. (X, T45)
uzaymin diger kapali alt kiimeleri,

{a} ={ajnfab}, {b}={abjn{b.c}, {cJ={cInfac}
fa,b}=Xn{ab} {a,c}=Xn{arc}, {b,c}=Xn{b,c}
seklinde sayilabilir sayida acgik kiimelerin arakesiti olarak
yazilabildiginden {a}, {b},{c},{a, b}.{a,c},{b,c} kapali alt kiimeleri
Gz — kiimesidir. O halde (X, T55) normal uzaymin her kapal alt
kiimesi Gz — kiimesi oldugundan (X, T55) uzayl miikemmel normal

uzaydir. (X, T23) miitkemmel normal uzay1 ayni zamanda Ty — uzay:
oldugundan (X, 155), Ty —uzaydur.
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BULGULAR

Bu calismada, aywrma aksiyomlarmin birbirleriyle olan
iliskileri incelenmis ve sekil 1 ‘de gosterilmistir. Yine, bir, iki ve tig
elemanl kiimeler tizerinde olusturulabilecek biitiin topolojik yapilar
icin elde edilen topolojik uzaylarn ayirma aksiyomlarmni saglayip
saglamadig1 tablo 1’de verilmistir. Bu tabloda yer alan topolojik
uzaylardan bazilarinm, ayirma aksiyomlarmi saglayip saglamadiginm
gosteren ¢oziimlerine yer verilmistir.

SONUCLAR VETARTISMA

Ayirma aksiyomlar: hakkinda daha 6nce yapilmis calismalar
bulunmasma karsin, kisith sayida aksiyomlar ele alnarak
incelenmistir. Bu ¢alismada, genis bir literatiir taramasi sonucunda
daha once yapilmis calismalara ek olarak, farklh kiime smiflar
tizerinde tanimlanmus farkli aksiyomlar da ele alinmustr. Bir, iki ve
ti¢ elemanli kiimeler {izerinde elde edilen biitiin topolojik uzaylarm
ayrma aksiyomlarmi saglayip saglamadigmi gosteren calismalar
kisith sayida aksiyomlar {izerine uygulanmis iken, bu calisma
sayesinde daha fazla aksiyomlar tizerine uygulanabilme olanagmna
sahip olmustur.

ONERILER

Bu calismada yer alan aksiyomlar disinda farkli aksiyomlar da
mevcut olup bunlar tizerinde calismalar yapilabilir. Ayrica, farkh
kiime smiflar1 tizerinde calismalar yapilarak literatiirde yer alamayan
yeni ayirma aksiyomlar1 elde edilebilir. Bu ¢alismada, bir, iki ve tig
elemanlh kiimeler tizerinde elde edilen biitiin topolojik uzaylarm
ayirma aksiyomlarmi saglayip saglamadig: tablo 1’de verilmistir. Bu
tabloya, yeni ayirma aksiyomlar: eklenebilecegi gibi dort veya daha
fazla elemana sahip kiimeler tizerinde elde edilen biitiin topolojik
uzaylarm ayirma aksiyomlarmi saglayip saglamadigini gosteren
sonuglar da eklenebilir. Kiimenin eleman sayist arttikca kiime
tizerinde olusturulabilecek biittin topolojik yapilart ve bunlarm
sayisin1 belirlemek kolay bir is degildir. Bu nedenle, herhangi bir
programlama dili yardimiyla bu isi daha basite indirgeyecek bir

yazilim gelistirilebilir.
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TESEKKUR

Bu calismanmn hazirlanmasinda ve yaymnlanmasmda emegi
gecen herkese sonsuz siikran ve minnetlerimizi arz etmeyi bir borg
biliriz.
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