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Oz

Bu ¢alismada sonlu bir aralikta tanimli Hilbert uzay degerli fonksiyonlar uzaymda tanmimli diizgiin operator katsayili
birinci mertebeden tiim maksimal hiponormal genislemeleri verilmistir. Bu genislemeler sinir degerleri anlamindadir.
Ayrica maksimal hiponormal operatérlerin spektrum yapisi verilmistir.
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Abstract

In this study, it is given all maximal hyponormal extensions of first-order with smooth operator coefficients in Hilbert
valued function space on a finite interval. These extention is by means of boundary values.Also, the structure of the
spectrum of the maximal hyponormal extensions is investigated.
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1. Giris

Diferensiyel operatorler teorisi, diferensiyel
denklemler teorisindeki Klasik problemlerden
farkli birgok yeni problemin acik sekilde

belirlenmesini ve ¢oziimiinii miimkiin kilmaktadir.
Bu anlamda, diferensiyel operator teorisi,
mekanik ve teorik fizik i¢in olduk¢a énemli bir rol
iistlenir. Ustelik, bu operatorlerin spektral analizi
modern matematiksel fizigin ¢ok Onemli bir
dalidir.

Eger bir kapalh T:D(T)cH — H lineer
operatorii, D(T) € D(T*) ve her x € D(T) ig¢in
[IT*x|| < [ITx|| esitsizligini sagliyor ise T
operatoriine hiponormaldir denir. Bu operator
sinifi bir ¢ok matematikgi tarafindan ¢aligilmistir
(Putnam, 1972; Janas, 1989; Ota ve Schmiidgen,
1989; Stochel ve Szafraniec, 1989; Jin, 1993).

L? (H ,(a, b)) Hilbert uzayinda, birinci mertebeden
lineer diferensiyel-operator ifadesi tarafindan
tanimlanan minimal operatoriin tiim normal
genislemelerinin sinir deger kosullar1 Ismailov
(1998, 2003, 2006) tarafindan verilmistir.
Potansiyelin diizgiin olmasi durumunda da normal
genislemelerin ifadesi Ismailov ve Erol (2012)
calismasinda yer almaktadir. Ayrica sinirsiz
operator  katsayili  maksimal  hiponormal
genislemelerinin  tanim  kiimelerinin  yapisi
I[smailov ve Unliiyol (2010)’un ¢alismasindadir.
Bu makalede katsaymin sabit operatdr yerine
diizgiin operator fonksiyonu ele alinmistir.

Bu c¢alisma boyunca H sonlu boyutlu Hilbert
uzayl, B(H) lineer sinirli operatérlerin uzayi
ve L? :== L?(H,(a,b)), [a b]arahg iizerinde
tamimli H Hilbert uzay degerli fonksiyonlarin
Hilbert uzay1 olarak almacaktir (Dunford ve
Schwartz, 1963).

2. Maksimal Hiponormal Genislemelerin Sinir
Degerler Dilinde ifadesi

L? (H, (a, b)) Hilbert uzayinda A(t) her t € [a, b]
icin H Hilbert uzaymda lineer sinirh selfadjoint

operatorler ve A(t):[a,b] » B(H) operator
fonksiyonu giiglii siirekli olmak tizere,
lw) =u'(t) + A[®u(t) 1)

seklinde gosterecegimiz bir lineer diferensiyel-
operatdr ifadesi ele alalim.

Bu durumda A(t), t € [a, b] operator fonksiyonu
[a, b] araligi tizerinde diizgiin sinirli olup (1)’ e
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uygun Cauchy problemi iyi tanimlidir. Bu
diferensiyel ifadesinin  L?(H, (a,b)) Hilbert
uzayinda formal eslenik ifadesi

F(w) = —u'(0) + A(Du(t) )

bi¢imindedir.

Simdi I(.) ve [T(.) diferensiyel ifadelerinin
drettigi maksimal ve minimal operatdrlerini
tanmimlayalim. Bunun igin, LZ(H, (a,b)) Hilbert
uzaymnda yogun tamimli vektdr-fonksiyonlarin
lineer manifoldu tizerinde

D(’) =
{u@®el?(H, (a,b)):u(t) = Xpoq r(Oxy, xi €
H, n € N}

o) = l(w), u € D} operatérii tanmimlansin.

L, operatdriiniin L?(H, (a, b)) Hilbert uzaymdaki
kapanigina [(.) diferensiyel ifadesi tarafindan
tiretilen minimal operatér denir ve Ly semboliyle
gosterilir.

Benzer sekilde [*(.) diferensiyel ifadesinin
L? (H ,(a, b)) lizerinde drettigi L§ minimal
operatdriiniin  tamimu  verilebilir. LY (Lg)

operatdriiniin  L?(H, (a,b)) Hilbert uzayndaki

eslenik operatoriine [(.) (I7(.)) ifadesinin iirettigi

maksimal operator denir ve L (L*) seklinde

gosterilir (Berezansyky, 1968; Gorbachuk 1991).
0

LocL, LyclL*, D(Ly)=Wy(H (ab)) ve
D(L) = W3 (H, (a, b)) oldugu agiktir.

Teorem  2.1:  A(t) operator  fonksiyonu,
(a,b) aralig1 lizerinde giglii tiirevlenebilir ve
|A’(t)|| € L?(a,b) ise, minimal operatdriiniin
L*(H, (a, b)) Hilbert uzayinda formal hiponormal
operator olmasi igin gerek ve yeter kosul (a, b)
tizerinde hemen her yerde A'(t) < 0 olmasidir.

fspat: L, minimal operatérii L?(H, (a, b)) Hilbert
uzayinda formal hiponormal operatér oldugunu
varsayalim. Bu takdirde her u € D(Ly) < D(LY)
icin

ILou@®)I72 = IL*u®IIf =

2[(w(®), Au®) 2 — (4D, U'®) 2] = 0
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esitsizligi saglanir. Bu esitsizlikte u(t) = @ (t)x €
D(Ly),x € H, o = @, p(a) = ¢(b) = 0 seklinde
tanmimlanan 6zel vektor-fonksiyonlar1 yukaridaki
esitsizlikte yerine konulursa,

Plo @124 (©)x,x)dt < 0

0
olur. Bu esitsizlik reel degerli her ¢ € W, (a, b)
fonksiyonlar1 i¢in dogru oldugundan (Giaquinta
ve Hildebrand, 2004) kitabinda Lemma 1.2.3.3 ve
bu lemmanin ispati kullanilarak hemen her yerde
A'(t) < 0 oldugu bulunur.

Tersine, hemen her yerde A'(t) <0, a<t<b
ise, L, minimal operatdriiniin L2 (H (a, b))
Hilbert uzayinda formal hiponormal operator
oldugu ilk esitsizlikten kolaylikla gosterilebilir.

Not: A(t) operator fonksiyonunun, (a,b) araligt
iizerinde zayif tiirevlenebilir olmasi durumunda da
Teorem 2.1° in iddias1 dogrudur.

Teorem 2.2 (Schmiidgen, 2012): H Hilbert
uzayinda T:D(T)c H - H yogun tamml
simetrik lineer operator ve H, S Ker(T* —1i) ve
H_C Ker(T*+1i) kapali alt wuzaylann igin
dimH, =dimH_ olsun. U:H, - H_ bir
izometrik lineer operator olmak tizere

D(Ty) =D(T) +(E—-U)H, ve Ty(x + (E-U)y) =
Tx + iy + iUy

seklinde tanimlanan Ty operatorii T operatoriiniin
kapali simetrik bir genigslemesidir. T lineer
operatdriiniin tiim kapali simetrik genislemeleri bu
formdadir.

Teorem 2.3: A(t), her t € [a, b] i¢in H Hilbert
uzayinda lineer smirli selfadjoint operatdr,
A(t):[a,b] » B(H) operatér fonksiyonu giiglii
tirevlenebilir, (a,b) aralig1 tizerinde hemen her
yerde A'(t) <0 ve ||[A'(t)|| € L?(a,b) olsun.
LZ(H, (a, b)) Hilbert uzayinda, (1) diferensiyel
ifadenin tirettigi L, minimal operatoriiniin her bir

Ly, LycL,cL, maksimal hiponormal
geniglemeleri, W:H — H liniter operatér ve
W*(A ()W —WA (a)) bir  pozitif  operatorii
olmak iizere,

u(b) = Wu(a) 3)

sinir kosuluyla ifade edilebilir. Buradaki W:H —
H {niter operatorii L, maksimal hiponormal
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operatorii tarafindan tek tiirlii belirlenir, yani Ly, =
Ly.

Tersine, L maksimal operatoriinin keyfi bir
W:H - H izometrik ve W*(A(b)W — WA(a))
pozitif operatdr i¢in (3) smir kosullarini saglayan
u € W3 (H,(a,b)) vektdr-fonksiyonlarmin alt

uzayr  lizerine  kisitlanisi, L, minimal
operatOriiniin maksimal hiponormal
genislemesidir.

Ispat: L,, L, minimal operatériiniin bir normal
genislemesi olsun. Bu durumda

Re(Lpu(t) = A(®)u(t), u € D(Ly),
Im(Lp)u(t) = —i=-u(t), u € D(Ly),

operatdrleri, L?(H,(a,b)) Hilbert uzayinda
sirastyla selfadjoint ve maksimal simetriktir.
Varsayalm ki Im(Ly) operatérii  maksimal
simetrik olmasin. Her u, v € D(Ly,) igin

(Lpu,v)z — (U, Lyv) 2 = —i[(Um(Lp)u,v) 2 —
(w, Im(Lp)v) 2]=(u(b), v(b))y —
(u(a),v(a))H =0

oldugundan Im(Ly) operatorii simetriktir. Ayrica
Ly kapali operator ve A(t) dizglin siirekli
operatér fonksiyonu oldugundan Im(L,) da
kapalidir. Teorem 2.2 ye gore Ker(Im(L) —i) =
{et=4f: f € H} ve Ker(Im(L) +1i) =
{ev"tf:feH} olup H ., CH, H_CSH ve
dimH, = dimH_ olan kapali alt uzaylar olmak
iizere bir U:e'™@H, - e% 'H_  izometrik
operatorii igin

D(Im(Ly)) = D(Ly) = D(Ly) + (E — U){et %f:f €
H.}

seklinde  yazlabirlirr. ~Bu  halde, H,=
{fu(a):u € D(Lp)} ve Hp ={u(b):u e D(Ly)}
olarak tanimlanan alt uzaylar i¢in H, = H; olmak
zorundadir. Simdi feH vektorii H, alt uzayma dik
sifirdan farli olsun. wuf(t) =f € LZ(H, (a, b))
seklindeki sabit fonksiyon igin us € D(L) N
D(L*) olur. Béylece Ly, operatdriinii tanim kiimesi

D(Ly) = span{D(Ly), us}

seklinde olan bir genislemesini alalim. Bu
durumda D(L,)  D(L,") ve

[ P A
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esiliginden L, genislemesi hiponormal olur ki bu
ise L; lineer operatoriiniin maksimal hiponormal
olmasiyla ¢elisir. Dolayisiyla Im(Ly) maksimal
simetrik  operatordiir. Ayrica bu  simetrik
genisleme

dimKer(Im(L) — i) = dimKer(Im(L) +i) =
dimH

oldugundan selfadjointtir (von Neumann, 1929).

Simdi bu selfadjoint genislemelerin sinir degerleri
dilinde ifadesini verelim.

u(a)+u(b)
V2

u(a)—u(b)

H =H, yl(u) = i

vey,(u) =

seklinde tamimlanan (H,y;,y,) Ugclisti Hilbert
uzaymda Im(L,) minimal operatorii i¢in bir sinir
degerler uzayidir.

Boylece Im(Ly) minimal operatoriiniin Im(Ly)
selfadjoint geniglemesi ve bu genisleme tarafindan
tek tirlii belirlenen W:H — H {niter operator
mevcuttur dyle ki Im(Ly,) selfadjoint geniglemesi

W —E)y1(w) +i(W + E)y,(w) =0
yani

u(b) = Wu(a), u € D(Ly)
sinir kosuluyla belirlenir.

Ly hiponormal operatdr oldugundan her u €
D(Ly) igin
ILpullfz = ILjullf = 2 [(u(b),A(b)u(b))H -

(u(a),A(a)u(a))H—(A’(t)u(t),u(t))LZ] >0
esitsizligi Bu

0
w,t (H, (a,b)) c D(Lp) oldugundan her v €
0

saglanir. sonuncu ve

w,t (H, (a, b)) i¢in

(u(®), ABu®)), -
(u(@), Al@u(@)), —~(A"()u - v)(©), (u -
v)(),2 2 0

0

oldugu elde edilir. Ustelik W,'(H,(a,b)) |,

L*(H, (a, b)) Hilbert uzaymda yogun oldugundan
0

her u € D(Ly,) igin bir (v,) € Wzl(H, (a, b)) dizi
bulunabilir ki bu dizi u € D(L,) fonksiyonuna
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yakinsaktir. Hipotezden ||A’(t)|l€L?(a, b) olup
yukaridaki esitsizlikten her u € D(Ly) i¢in

(u(®), Abyu(b)),, — (u(@), Al@u(@), = 0
olup smur kosullar1 yerine yazilirsa,

(w(ayw - WA(a))u(a),u(a))H >0

olup W*(A(b)W — WA(a)) operatoriiniin pozitif
oldugu elde edilir.

W:H — H {niter operatorii W*(A(b)W —
WA(a)) > 0 kosulu saglamak iizere

Lyu = 1(w),
D(Ly) = {ueW3(H, (a,b)): u(b) = Wu(a)}

seklinde tanimlansin. Bu durumda Lj,, [t (u) =
—u'(t) + A(t)u(t) diferensiyel ifadenin trettigi
v(a) = W*v(b), v € D(Ly) smir kosullarini
saglayan adjoint operatordiir. W {initer operator

oldugundan D(Ly) = D(Ly) olup, Ly (1)
ifadesinin {irettigi bir maksimal hiponormal
genislemedir.
3.Maksimal Hiponormal Genislemelerin
Spektrumu

Bu bolimde (1) ifadesinin irettigi L, minimal
operatdrin  L?(H,(a,b)) Hilbert uzayinda,
W:H - H {initer operatér ve W*(A(b)W—
WA(a)) > 0 kosulunun saglanmasi durumunda
(3) smur degerleriyle verilen Ly, maksimal
hiponormal genislemesinin spektrumu
incelenecektir.

U(t,s), t, se[a, b] lineer operatorlerin bir ailesi ve
bu aile i¢in

Ui (t,s)f + AUt s)f =0, t,sela, b]
{U(S,S)f=f. feH

kosullar1 saglansin (Krein, 1971; Daleckii ve
Krein, 1974).

Teorem 3.1: Ly  maksimal hiponormal
genislemesinin spektrumu
o(ly) = {AeCa =2 +32, e~holb-a) —

u = 0 denkleminin ¢6ziimii,
uE U(W*U(a,b)), k e Z}
seklindedir.
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Ispat: L,, maksimal hiponormal genislemesinin
spektrumu igin

Lyu(t) = u'(t) + A(u(t) = Au(t) + f(0),
u € D(Ly), f(t) € L*(H, (a, b))

problemini ele alalim. L2 (H ,(a, b)) Hilbert
uzayinda bu diferensiyel denkleminin ¢6ziimleri

uy () = DUt a) fy +
[L XD (L, 5)f (s)ds, fo € H

formundadir (Ismailov ve Erol, 2012). Bu
durumda, u(b) = Wu(a) sinir degeri
saglandigindan,

X C-OU(b,a)f, + [7 eAIU (b, 5)f (s)ds =
Wfy

olup W:H — H tiniter operatdr oldugundan

(W*U(b,a) — e~ -0 f
b

= —W*f eMa=9)y (b, s)f(s)ds
a

esitligi bulunur. A€ C sayist Ly, maksimal

hiponormal operatériiniin spektrumunda olmasi
i¢in

e~ Ab-a) — J(W*U(a, b))

bagintisinin saglanmas1 gerekli ve yeterlidir.
Boylece A € a(Ly,) igin

2kmi

/1=AO+b—a

L e~2®=0) € g(W*U(a, b)), k € Z

seklindeki genel yap1 elde edilir.

Sonug 3.2: Ly, maksimal hiponormal
genislemesinin  spektrumu  bostan farkli ve
sonsuzdur.
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