Felsefe Arkivi, 43. Say1, 2015/11, 25-39

COZUMLEYICI CiZELGELER VE DEGILLEMESIZ ONERMELER
MANTIGI -1
Analytic Tableaux and Negation-Free Propositional Logic-I

Iskender Tasdelen’

OZET

Bu yazida ¢6ziimleyici cizelge yontemi ile degillemesiz bir 6nermeler mantgt sis-
temi ve bu sistemin kimi sentaktik ozellikleri ortaya konmaktadir. Sistemin bigimsel
nesne-dilinde tiim 6nermeler dogruluk degeri dizileriyle etiketlenmektedir. Dogru-
luk degerleri dizileri kiimesi tizerinde tanimlanan bir indirgeme islemi sayesinde,
etiketlerin karmagiklig1 azalulabilmekte ve her etiket sonlu adimda tek dogruluk de-
gerinden olugan bir atomik etikete indirgenebilmektedir. Cizelge kurallari etiketlerin
kullanimint belirleyen bir yapisal kuralin yani sira onermelerin dogruluk degerleriyle
etiketlendigi cizelgelerin yaygin sunumunun kurallarina benzer eleme kurallarindan
olusmakradir. Bicimsel nesne dilde degilleme operatér semboliine bagvurmay: ge-
reksizlegtirerek, s6z konusu sistem degillemenin yanlislik oldugu yorumuyla bagdas-
maktadr.

Anahtar Terimler: Dogruluk-degeri, degilleme, etiketli 6nerme, ¢oziimleyici ¢i-
zelge, etiketli ¢oztimleyici ¢izelge.
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ABSTRACT

In this paper, a negation-free propositional logic system with an analytic tableau
method and some of its syntactic properties is put forth. In the formal object-langu-
age of the system all propositions are labeled by sequences of truth values. Through
a reduction operation defined on the set of sequences of truth values, complexity of
labels can be reduced and every label can be reduced to atomic labels (which consists
of single truth values) after finite number of reduction steps. Tableau rules consists
of a structural rule governing the labels in addition to those resembling the rules of
common presentation of trees labeled with truth values. The system is compatible
with the interpretation of negation as falsity by making any use of negation in the
formal object language inessential.

Keywords: Truth-value, negation, labeled proposition, analytic tableau, labeled
analytic tableau.
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1. Coziimleyici Cizelgelerin Yaygin iki Sunumu

Cozuimleyici ¢izelge yontemi (diger adiyla, semantik ¢izelge yontemi) mantikta
en yaygin kullanilan denetleme yontemlerinden biridir. Sentaktik-tutarlilik denetle-
mesi ve 6nermelerin normal bigimlerinin elde edilmesi gibi islemlerin sezgiye bagvur-
may1 genellikle daha az gerektirerek gergeklestirilebilmesi bu yéntemin digerlerine
gore 6ne ¢ikan ozelliklerinden biridir. Coztimleyici ¢izelge yonteminin yaygin kul-
lanimini agiklayan bir diger 6zelligi, mantik sistemlerinin sentakst ile yaygin seman-
tigi arasindaki bag giilii bicimde kurmasidir: ¢oziimleyici ¢izelge kurallart bigimsel
dilin sentaksina dayali olarak tanimlanirken, ayni zamanda mantik degismezlerinin
yaygin yorumlanigt (6rnegin, 6nerme eklemlerinin dogruluk fonksiyonlart yorumu
ve niceleyicilerin kiime kuramsal yorumu) gozetilmektedir. Bunun sonucunda, 6r-
negin, sentaktik-tutarlilik denetlemesinin yapildigi ayni ¢oziimleyici ¢izelge yardimui
ile 6nermelerin (ve 6nerme kiimelerinin) dogrulayici ve yanlislayici yorumlamalar:
da (varsa) olusturulabilmektedir. Yaygin mantik 6ncelikle dayandigi semantik anlayis
nedeniyle benimsendiginden, bu mantik sistemi icin bir denetleme yontemi segi-
minde bu semantik anlayisi yansitmastyla ¢6ziimleyici ¢izelge yontemi 6ne ¢ikmak-
tadur.

Coziimleyici cizelge yontemi ¢izge kurami deyimiyle “aga¢” siralamali yapisinda
olan cizelgelerin donistiiriilmesine dayalidir. Cizelgelerin olusturulmasini saglayan
doniisiim kurallari iki grup alunda incelenebilir:

(i) Cizelgede bulunan bir dala alt alta bir veya daha ¢ok nokta eklemeyi ge-
rektiren (yani ¢izelgede bulunan bir dali “uzatmayr” gerektiren) kurallar
(“a kurallar1”)

(ii) Cizelgede bulunan bir dalin altina birden ¢ok noktayz, yeni dal (ya da yeni
dallar) tiretecek bicimde eklemeyi gerektiren kurallar. (“p kurallar1”)

Yontemin en yaygin sunumunda cizelgeler etiketlenmemis 6nermelerden olusur
(Bkz. Teller, (1989) ve Griinberg (2000 §1.4).) Degilleme, kosul, tiimel-evetleme ve
tikel-evetleme sembollerini (sirasiyla, ~, —, A, V sembolleri) sistemin ilkel (tanim-
lanmamis) mantik degismezi sembolleri sayarak, bu tiirden bir sistemin doniisiim
kurallari, 6rnegin, asagidaki gibi tanimlanabilir:

k. ~~A
AW

k. ~(A — B) k. AAB)  k ~AVB
AR A0 4 (0

~B (k) B (k) ~B (k)
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k.(A— B k.(AV B) ~(A A B)

~A|9B  A|YB ~A |9 ~B

»

Bu kurallara gore, kesikli ¢izginin iistiindeki 6nerme ¢izelgedeki bir daldaki “k.
noktasinda bulundugunda, kesikli ¢izginin alundaki 6nermeler bu dali uzatarak veya
bu dalin sonuna yeni dallar ekleyerek yazilabilir. Bu sistemde bir 4 6nermesi i¢in bir
cizelge olustururken, gizelgenin tepe noktasina A onermesi yazilarak, gizelgeye yuka-
rida siralanan kurallara gore yeni noktalar eklenir. Béylece olusturulan bir gizelgede
bir dalin agik kalmasi (kapanmasi) i¢in, o dalda bir 6nerme ve onun degilinin bu-
lunmamasi (bulunmas) yeterli ve gereklidir. Bir A 6nermesinin bir gizelgesindeki bir
dala doniisiim kurallari ile eklenebilecek tiim noktalar eklenmis ise, bu dal tamam-
lanmug bir daldir. Eger bir gizelgede tamamlanmis en az bir agik dal varsa, bu ¢izelge
actk bir ¢izelgedir. Bir A 6nermesi i¢in agik bir ¢izelge varsa, A 6nermesi sentak-
tik-tutarlidir. Bir ¢izelgedeki tiim dallar kapanirsa, bu ¢izelge kapalidir. A 6nermesi
i¢in kapali bir gizelge olmast A 6nermesinin sentaktik-tutarsiz olmast demektir. Bir
A 6nermesinin bu sistemde bir teorem oldugu, ~A4 onermesinin sentaktik-tutarsiz
oldugu gosterilerek kanitlanir. Dolayisiyla, ~A 6nermesinin her kapali ¢izelgesi A
onermesinin bir kanitlamasidir.

Coziimleyici cizelge yonteminin diger bir sunumunda, cizelgeler bir dogruluk
degeri ile etiketlenmis onermelerle olusturulmaktadir. Bu tiirden 6nermelere etiketli
onerme; etiketli 6nermeler icin olusturulan ¢izelgelere de etiketli cizelge diyoruz.
Yine aynt ilkel (tanimlanmamis) mantk degismezi sembolleri ile, nermeler manugt
icin bir etiketli ¢oziimleyici gizelge sisteminin déntisiim kurallari, 6rnegin, asagidaki
gibi tanimlanabilir:

k.D~A4 k.Y ~A

Y A (k) D A4 (k)

k.Y (4 — B) k.DAAB kY(AVB)
DAW D4 ® YA®

Y B (k) D B (k) Y B (k)
k.D (4 — B) k.DAVB Y(AAB)
YADB  DA|"DB  YA[NYB

(Etiketli ¢oztimleyici gizelgelere iliskin ayrinuli agiklama igin bkz. Smullyan 1995.)
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Bu sistemde, bir etiketli ¢izelgedeki tamamlanmis bir dalin acik kalmasi (kapan-
mast) i¢in, o dala uygun biitiin déniisiim kurallari uygulandiktan sonra, o dalda her-
hangi bir A4 6nermesinin bagdasmaz dogruluk degerleri ile etiketlenmemis (etiket-
lenmis) olmast, yani dalda D A ve Y A noktalarinin bulunmamasi gerekmektedir. Bir
A dnermesinin sentaktik-tutarlt olmasi, baslangic 6nermesi D A 6nermesi olan agik
bir etiketli ¢izelge olmasi demektir. Baglangic 6nermesi Y A 6nermesi olan bir agik
cizelge olmasi ise, ~A4 onermesinin sentaktik-tutarlt olmasi demektir. Dolayisiyla,
baslangi¢ 6nermesi Y 4 6nermesi olan kapali bir ¢izelge olmast ise ~A4 6nermesinin
sentaktik-tutarsiz olmasi ve 4 onermesinin bir teorem olmasi demektir. Boyle her
cizelge bu sistemde A 6nermesinin bir kanitlamasidir.

Bu kurallara bagvurarak,

(@p—9qV(g—p) @)

onermesi etiketsiz ve etiketli ¢dziimleyici ¢izelgeler (bu sira ile) ile asagidaki

gibi kanitlanabilir:

L~((p—>9Vg—p) 1"Y((p—¢q V(g—p)
2.~p—¢q (1) 2"Y(p—9q (1)
3.~(g—p) (1) 3. Y(g—p) (1)

4.p (2) 4.Dp (2)
5. ~q (2) 5.Yq )
6.9 (3) 6.Dyg (3)
7.~ (3) 7'"Yp (3)
x(5,6) x(5',6")

Soldaki gizelge C,, sagdaki C * ¢izelgesi olsun. Bu iki ¢izelgenin her biri (*)
onermesinin degilinin sentaktik-tutarsiz oldugunu ortaya koymaktadir. iki gizelgeye
bakildiginda, goze ilk ¢arpan, C * gizelgesinde degillemenin hig ortaya ¢ikmamus
olmasidir. Ayrica, C,* ¢izelgesi C, cizelgesinden ~ semboliiniin yer aldigi her yerde,
~ sembolii yerine Y sembolii konmast ve eleme kurallarinin uygulanmasiyla ortaya
¢tkan dnermelerin D sembolii ile etiketlenmesiyle elde edilebilmektedir.

Kolayca goriilebilecegi gibi, bu durum her zaman gergeklesmez; Onerme bu kez

~p A ~p)

sembolik 6nermesi olsun. Bu 6nerme yukaridaki iki yonteme gore denetlendigin-
de, asagidaki cizelge cifti elde edilir:

1. ~~(p A ~p) 1Y ~(p A ~p)

2. (pA~p) (1) 2".D(pA~p) (1)
3.p (2) 3.Dp )
4. ~p 2) 4'.D~p 2)

x(3,4) 5.Yp (4)

x(3,5)
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Soldaki etiketsiz gizelge (O sagdaki etiketli gizelge ise Oy olsun. Goériildigi gibi,
C,* cizelgesi tam olarak C, izelgesinden ~ sembolii yerine Y sembolii konarak elde
edilmemistir. Demek ki, yaygin sunumda etiketli ¢izelgelerin etiketsiz olanlardan ~
yerine Y konmast ile elde edilmis ¢izelgeler oldugu genel bir kural olarak ileri siirii-
lemez. Yine de durum buna yakindir: ¢izelgenin tamamlanmasi, D ve Y degerlerinin
degillemeli 6nermelere uygulanmast ile “D p” ve “Y p” etiketli degiskenlerinin elde
edilmesiyle saglanmistir. Peki, etiketli onermelerde ayrica bir de degilleme sembolii-
ne yer vermek gerekli midir? Yoksa yanliglik sembolii bir mantik degismezi sayilarak,
degillemenin yerini alabilir mi?

C, cizelgesinden degilleme semboliiniin her gegisi yerine Y etiketinin yazilmastyla
ve eleme ile elde edilen etiketsiz atomik 6nermenin D ile etiketlenmesiyle elde edilen
asagidaki C ** ¢izelgesine bakalim:

1YY (p A Y p)
2. (p AY p) (1)
3.Dp (2)
4 Yp 2

C, cizelgesinin kapanmasini saglayan p ve ~p 6nermelerinin her ikisi de bigimsel
nesne dildeki 6nermeler; C,* gizelgesinin kapanmasini saglayan D p ve Y p oner-
melerinin her ikisi de bi¢imsel iist dildeki 6nermelerdir (D ve Y sembolleri sistemin
bigimsel dilinde yer almamaktadir.) C,** gizelgesinin kapandigint séylemek igin 3’
ve 4" noktalarindaki 6nermelerin gelistigi soylenmelidir. Bu nedenle, 2’ noktasini
doniistiriirken D p etiketli 6nermesini elde edilmesi amaglanmalidir. (p bigimsel
nesne dilde bir 6nerme olup Y p bigimsel iist dilde bir onermedir. Ayrica, ne bu
“6nermelerden” biri digerinin degilidir, ne de bir 6nermeye iki bagdasmaz dogruluk
degeri atanmis olmaktadir). Oysa, (p AY p) noktasindan D p ve Y p noktalarini elde
etmeyi saglayacak dogal bir doniisiim kurali bulunmamakeadir.

Cizelgelere iliskin yukaridaki temel gézlemler sonucunda her 6nermenin bastan
bir dogruluk degeri dizisi ile etiketlendigi gizelgeleri ortaya koyuyoruz. ilk adim ola-
rak, C** cizelgesinde etiketsiz atomik 6nermelerin bastan D dogruluk degeri ile
etiketlenmesiyle elde edilen, asagidaki C,*** cizelgesini ele alalim:

I"YYDpAYp)
2.(DpAYp) (1)
3.Dp 2)
4 Yp 2)
x(3',4")

C,*** cizelgesi incelendiginde, dontisiim kurallarinin uygulanmasi sonucunda
degilleme semboliiniin ortaya ¢ikmadig goriilmekeedir. Ayrica, 2" ile isaretli (D p A
Y p) noktasindan D p ve Y p noktalarinin elde edilmesi de tiimel-evetlemenin elen-
mesi déniisiim kuralinin olagan bir 6rnegi sayilabilir. Ancak, C,*** ¢izelgesinin ilk
adiminda da bagvurulan ve ¢ifte degillemenin elenmesi kuralinin karsilig1 olarak
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ortaya ¢tkan “cifte yanlismanin elenmesi” kurali diye adlandirilabilecek kural siste-
min biitiinligiini bozmaktadir. Bu sav yalin bir 6rnekle agiklanabilir: kurala gore
bir ¢izelgede ortaya cikabilecek YY p 6nermesinden elde edilmesi gereken (etiketsiz)
p onermesidir. Bilindigi gibi cizelgede bir dalin durumuna karar verilmesi igin, o
daldaki 6nermelere uygun tiim déniisim kurallarinin uygulanmasi gerekmekrtedir.
Bu kural izlenerek bir dala eklenen p onermesi ise, herhangi bir dogruluk degeri
ile etiketlenmedigi ve etiketli gizelge yonteminde gizelgelerin degerlendirilmesinde
onermelerin hangi dogruluk degerleri ile etiketlendigine gore yapildig igin islevsiz-
dir. Onermenin yok sayilmast da, bir dogruluk degeri ile etiketlenerek dala eklenmesi
de sistemin biitiinliigiine aykiridir. Bu duruma ¢6ziim olarak, yazinin izleyen boliim-
lerinde dogruluk degerlerinin (etiketlerin) islenmesi ile dogruluk degerlerinin yok
olmayip, uygun bir dogruluk degerine doniismesi ilkesine dayali bir sistem ortaya
konmaktadir.

2. Degillemesiz Etiketli Onermeler

[k olarak degillemesiz etiketli 5nermeler mantiginin bigimsel dilini ortaya koyu-
yoruz:

Tanim: Degillemesiz etiketli nermeler manuginin bigimsel dilinin alfabesi asa-
g1daki sembollerden olusmakrtadir:

(i) Onerme degiskenleri: p,, p,, p, ps -

(i) Onerme eklemleri: A (tiimel-evetleme), V (tikel-evetleme),

(iii) Dogruluk degeri sembolleri: D ve Y

(iv) Parantezler: (,)

Once, bu alfabenin elemanlarindan olusan belirli sembol dizileri olan etiketleri
tanimlayarak etiketlerin bir takim ozelliklerini ortaya koyup, bunun ardindan etiket-
li onermeleri tanimliyoruz.

Tanim: Dogruluk degeri sembollerinden olusan sonlu uzunluktaki sembol dizile-
rinin her biri bir etikettir. Bir bagka deyisle:

(i) D bir etikettir

(ii) Y bir etikettir

(iii) e bir etiket ise, De bir etikettir.

(iv) e bir etiket ise, Ye bir etikettir.

Tek sembolden olusan D ve Y sembollerine azomik etiket, digerlerine bilesik etiket
diyoruz. Ust-dilde atomik etiketleri 4, 4/, ... ya da ay s a, ... sembolleri ile; genel
olarak (atomik ya da bilesik) etiketleri ise, e, ¢, ... ya da €y €)> €y wne sembolleri ile
gosteriyoruz.

Tanima gore, tiim etiketler atomik etiket dizileri oldugundan, herhangi bir ¢ etiketini

a ... aa,

bi¢iminde yazabiliriz.

Tanim: Herhangi bir e etiketi icin
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1) e etiketinin uzunlugu, u(e), bu etiketteki sembol gecisi sayisidir.

2)  eetiketinin D-sayist, SD(e), bu etikette D etiketinin gegme sayisidir.

3) eectiketinin Y-sayist, SY(e), bu etikette Y etiketinin gegme sayisidir.

Tanum: Here=2 ... a, a; etiketi icin, (e)* etiketi, ¢ etiketinden her D sembolii
yerine bir Y her Y sembolii i¢in de bir D sembolii yazilmasiyla elde edilen dizi olsun.
Boyle elde edilen (e)* dizisine ¢ dizisinin eglenigi diyoruz. Dolayisiyla, ()* = (2
a a)* =(a )" ... (a)" (a)*

Esleniklik bi¢imsel yinelgen bir tanimlama ile de belirtilebilir.

1) D)*=Y

2) (V=D

3) (a* = (@)*()*

Etiketler kiimesi tizerinde D etiketinin “dogruluk,” Y etiketinin ise “yanliglik”

1o

olarak yorumlanmasina uygun bir indirgeme islemi tanimlanabilir.
Tanim: Etiket dizileri tizerinde indirgeme islemi asagidaki — bagmnust ile tanim-
lanan islemdir:

1) D—D

2) YooY

3) De ...ee,—e  ...e¢
4) Ye ...eie,—> (% ...ec¢

Bu tanima gore, en az 2 uzunlugundaki bir etiket dizisinin bagindaki D sembolii
atilabilmekte; en az 2 uzunlugundaki ve ilk etiketi Y olan bir etiket dizisinin baginda-
ki Y sembolii atilarak bir sonraki etiket ise eslenigi ile yer degistirmektedir. Ornegin,

DYYYD — YYYD

Acikea, indirgeme islemi yinelenebilir bir islemdir. Bir ¢ etiketinin ardi ardina
sonlu sayida indirgeme adimu ile bir ¢" etiketine indirgenecegini

e—>— ¢

bi¢iminde gosteriyoruz. Her indirgeme adiminda etiketin uzunlugu 1 azaldigin-
dan, her etiket dizisi, sonlu sayida indirgeme sonunda ya D ya da Y atomik etiketine
indirgenir. Bir e etiketinin ard1 ardina indirgemelerin sonunda bir a2 atomik etiketine
indirgenecegini

e>a

biciminde gosteriyoruz. Her etiket i¢in boyle zek atomik 6nerme bulundugu igin,
> baginust bir Dg deger fonksiyonu belirler:

Dg(e) = a dylekie> a

Ornegin,

DYYYD — YYYD — DYD — YD — Y (**)

Dolayisiyla, Dg(DYYYD) =Y olur. Ayrica, Dg fonksiyonunun tanimi geregi, D
> D veY > Y oldugundan, her 2 atomik etiketi icin

Dg(a) = a
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olur. (**) gibi bir indirgeme dizisi incelendiginde, sadece dizinin ilk etiketin degil,
dizideki her etiketin ayni tek atomik etikete indirgendiginden, tiim etiketlerin dege-
rinin ayni oldugu soylenebilir:

Onerme 1. ¢ —— ¢'ise, Dg(e) = Dg(e)

Kanit: ¢ —— ¢’ olsun. Dg(¢') degeri, ¢’ > a kosulunu saglayan yani, ¢’ etiketinin
sonunda indirgendigi tek atomik  etiketidir. ¢’ etiketi sonlu sayida adimda (gergek-
te, u(¢)-1 sayida adimda) a etiketine indirgendiginden, e »— ¢/ —— 4. Indirgeme
agikga gegisli bir bagint1 oldugundan, ¢ —— 2 yani, Dg(e) = a.

Etiket dizileri tizerinde indirgeme isleminin bir boliimii kolayca goriilebilen bas-
ka ilging pek cok 6zelligi bulunmaktadir. Simdilik, uygulamada yararl: olabilecek ve
tiimevarimla kolayca kanitlanabilecek birkag temel 6zelligi belirtelim:

1) DD...D dizisinden farkli bir etiket dizisindeki herhangi uzunlukta bir DD...D
dizisi yerine hemen bir D etiketi yazilabilir. (Etiket DD...D dizisi ise, D atomik eti-
ketine indirgenir.)

2) Bir etiket dizisinde yer alan ¢ift uzunlukta YY ... Y dizisi yerine hemen bir D
etiketi yazilabilir.

3) Bir etiket dizisinde yer alan tek sayida Y dizisi yerine ise bir Y etiketi yazilabilir.

Ornegin,

DDDDDYYYYYDDDDDYYYD — YDYD
YYYYDYDYDDDYD — DDYDYDYD

Simdi,

1) DD—D
2) DY—->Y
3) YD—>Y
4) YY—>D

formiillerinin dolaysiz sonucu olarak,

Onerme 2. Bir atomik etiketin eslenigini almak ile, Y ile “garpmak” ayni
sonucu vermektedir: her 2 atomik etiketi icin,

a* = Dg(Ya)

Kanut: (3) ve (4) geregi.

Onerme 3. D etiketi indirgeme islemine gore birim (etkisiz) elemandir

Dg(De) = Dg(e)

Kanit: De — ¢ oldugundan, ¢ > z ise, De > a.

Simdi tiimevarimla kanitlanabilecek yardimet 6nermelerin ardindan, Y etiketinin
degillemenin iglevini gérdiigiinii bir ana 6nerme ile ortaya konup kanitlanabilir:

Onerme 4. Dg(ae) = Dg(aDg(e))

Kanit: (e etiketinin uzunlugu tizerine tiimevarimla (e etiketinin a’ atomik etiketi
oldugu durumda,

Dg(De) = Dg(e) = Dg(D Dg(e))
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dolayssiyla esitlik 2 = D durumunda saglanmaktadir.
Dg(Ye) =Dg((e)*e ,...¢)
= Dg((e)* Dg(e_,... €))
Simdi eger ¢ = D ise, (¢)* =Y ve
Dg((e)* Dg(e_,... ¢))= Dg(Y Dg(e_,... ¢))
= (Dg(e_,...¢))*
= Dg(Y Dg(e_,... ¢)
=Dg(YDgDe_...e¢))
_ Dg(Y D(0)
Egere =Yise, (¢)* =Dve
Dg((e)* Dg(e_,...e))=Dgle_,...e)
=Dg(De_,...¢)
=Dg((e)*e ,...e)
=Dg(Y Dg(e e_,...e))
(Son esitlik Dg(e e ... ) teriminin bir 2 atomik etiket olmast ve Dg(Ya) = 2*
esitligi dolayisiyla.)

Sonug: Dg(e) = D eger ve ancak Dg(Ye) =Y.

Onerme 5. Dg(e¢’) = Dg(Dg(e)Dg(e))

Kanut: ¢ etiketi {izerine tiimevarimla. ¢ etiketinin atomik oldugu durum yukarida
kanitlandig; gibidir.

Di(ee) = DE(D&(DE())

oldugu varsayilirsa,

Dg(Dee') =* Dg(ee') =**Dg(Dg(e)Dg(e’)) =*** Dg(D Dg(e)Dg(e'))

olur (* ve *** esitlikleri D etiketinin etkisiz eleman olmasi; ** esitligi ise tiimeva-
rim hipotezi dolayisiyla.) Ayrica,

Dg(Yee) = Dg(Y Dg(ec))

- (Dglee')

= (Dg(Dg(e)Dg(e)))
= Dg(Y Dg(e)Dg(e")
= Dg(Dg(Ye)Dg(e)

Yukaridaki onermelere bagvurarak tiimevarimla kanitlanabilecegi gibi, bir
etiketin hangi atomik etikete indirgenecegi etikette gecen D etiketlerinden
timiiyle bagimsizdir: herhangi bir e etiketinin degeri, Dg(e), ile bu etiket-
lemede gegen Y etiketleri arasindaki iliski olduke¢a yalin bir bicimde ortaya
konabilir:

1

Onerme 6. (Ana Onerme) Her e etiketi icin:
e > D eger ve ancak SY(e) cift say1 ise.
Esdeyisle,
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Dg(e) = D eger ve ancak SY(e) cift say1 ise.

Kanit (Ana Onerme): Onermenin dogrulugunu etiketlerin uzunlugu iizerine
timevarimla kanitlayabiliriz. Atomik 6nermeler i¢in 6nermenin dogrulugu agikur.
Simdi, 7 uzunlugundaki her e etiketi igin 6nermenin dogrulugunu varsayalim. n + 1
uzunlugunda bir etiket, ¢ 7z uzunlugundaki bir etiket olmak tizere ya De ya da Ye eti-
ketidir. Ilk durumda D indirgeme islemine gore etkisiz eleman oldugundan, 6nerme
De etiketi i¢in de dogrudur. Ikinci durumda,

SY(e) cift eger ve ancak SY(Ye) tek ise.

SY(e) tek eger ve ancak SY(Ye) cift ise.

onermelerinin ikisi de agtk¢a dogrudur. $imdi, yukaridaki sonu¢ onermesi ve
tiimevarim hipotezi yardimiyla 6nermenin Ye 6nermesi i¢in dogrulugu kolayca
gosterilebilir.

2.1 Etiketli Sembolik Onermeler
Tanim: Etiketlenmis sembolik 6nermeler yinelgen bigimde asagidaki gibi tanim-
lanur:
a) Her p onerme degiskeni ve her ¢ etiketi igin
ep
sembol dizisi bir sembolik 6nermedir.
b) Her iki A ve B sembolik 6nermesi ve ¢, ¢, ¢” etiketleri icin
a)e(ANe" B)
b) e (A V ¢" B)
birer sembolik 6nermedir.
Bu tanima gore,
(i) Simdi (i) geregi, bir 6nerme degiskeninin bagina istenilen etiket
eklenebileceginden, 6rnegin, asagidakilerin her biri sembolik 6nermedir:
a) DD p,
b) YD p,
c) YDD p,
d) DYDD p
(ii) Ayrica, (ii) dolayistyla, iki etiketli 5nermenin arasina A veya V 6nerme eklem-
lerinden birinin yazilip, bu deyimin bagina bir sol parantez, sonuna sag bir parantez
yazilmastyla elde edilen bagina bir etiket eklenmesiyle elde edilen asagidaki sembol
dizilerinin her biri sembolik 6nermedir:
a) Y (DD p, AYD p)
b) D (DD p, AYD p,)
o Y(DDp AYDp,)
d) DD (DD p, AYD p,)
e) YY (DD p, AYD p)
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Goriildiigi gibi bigimsel dilde degilleme sembolii disinda, 6nermeler manuginda
yaygin bagvurulan kosul ve kargilikli kosul 6nerme eklemi sembollerine de yer veril-
memistir. Ama hem bu ii¢ sembol hem de diger tiim dogruluk fonksiyonel 6nerme
eklemleri degillemesiz 6nermeler mantiginin bigimsel dilinde karsilanabilir. Ozel
olarak,

i) ~(A=_ YeA

(i) e(¢A—e"B)=__e(Ye AV De" B)

(iii) e(¢ A e"B)=_ e(D(ANe"B)VD (Y ANYe" B))
3. Etiketli Degillemesiz Onermeler Mantig1 igin Céziimleyici Cizelge Sistemi
Onermeler manug; igin yaygin etiketli gizelge sisteminin kurallari gelistirilerek

bi¢imsel nesne dilde degillemenin yerini yanlislamanin aldig1 ve 6nermelerin dogru-

luk degeri dizileriyle etiketlendigi bi¢imsel dil bir bi¢imsel mantik sistemine doniis-

tiriilebilir. Bu sistem igin ¢oziimleyici gizelge kurallari agsagidaki gibi tanimlanabilir:

e A& (e —¢)

e A

k.DAAB) k.Y(AV B k.DAVB) Y(AAB)
DA (k) YA (k) DAY DB YA|YYB
D B (k) YB (k)

Bu sistemde de bir A etiketli 6nermesi icin sentaktik-tutarlilik denetlemesi, Y A
onermesi ile baglayan tamamlanmug bir cizelge ile gerceklestirilir. Bir dalin kapali
olmast i¢in, o dalda bir 6nermenin D ve Y etiketlenmis olmas: gerekli ve yeterlidir.

Tiimel ve tikel-evetleme kurallari, sistemin bigimsel dilini olusturmada 6nermele-
rin nigin sadece dogruluk degerleriyle degil de, dogruluk degeri dizileriyle etiketlen-
digini ortaya koymaktadir: bu kurallarin tiimiinde A, B etiketli 6nermeler olduguna
gore, kurallarin uygulanmasiyla bu 6nermelerin etiketlerinin bagina ek olarak bir de
ya D ya daY etiketi gelmektedir. Yapisal (bir mantik degismezine iliskin olmayan)
ilk kural ise, diger ¢izelge kurallarinin uygulanmasiyla ortaya ¢ikan bilesik etiketlerin
indirgenerek ¢izelgenin tamamlanmasini saglar.

Ornek: D (D p V'Y p) 6nermesinin bir denetlenmesi:

1.YDDpVYp)

2YDpvYp)

3.YDp 2)
4.YY p )

S.Yp (3,YD—>Y)
6.Dp (4,YY — D)

x(5,6)
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Ornek: D (Y pVDDpAYr)AD (D pAD r))) énermesinin denetlenmesi:
1.LYD(YpV (D (DpAYAAD (D pAD»)
2YXYpv(DDpAYr)AD DpADr))

3.YYp 2)
4YDDpAYr)ADDpADr) 2)
5.Dp 3,YY— D)
6.YDMDpAYr) (4)
7.YDDpADv) (4)
8YDpAYr (6)
9.Y(DpADr 7)
9.YD p |7 9.YY r
10.Yp 10.D»
x(4,10) 11.YDp [® 11.YDr
12.Y p 12.Y »
x(3,12) x(10,12)

Coziimleyici cizelgeleri, bir yandan tiim énermelerin etiketlenmis olmast ozelli-
gini koruyup, tiimel ve tikel-eleme kurallarinin gerektirdigi bilesik etiketleri indir-
geyerek sadelestirmek olanaklidir. Ayrica etiket indirgeme kurali disindaki cizelge
kurallari, her etiketli 5nermenin tiim etiketlerinin atomik oldugu varsayilarak tanim-
lanabilir. Bu durumda,

i. D etiketi etkisiz eleman oldugundan D-A ve D-V eleme kurallarinda
bilesen dnermelerin etiketleri oldugu gibi birakilabilir.

ii. Bir atomik etiketin bagina Y etiketi eklenmesiyle ve indirgemenin ardin-
dan bu atomik etiketin eglenigi elde edileceginden Y-A ve Y-V eleme kurallari
uygulanirken bilesenlerin atomik etiketleri eslenikleri ile degistirilebilir.

Bu durumda asagidaki dort gizelge kurali ortaya ¢ikar

kD@AANd B kY@AVA4dB) kD@AVaB Y(@aAANJ B

A (k) aA (k) aA|¥aB (@*A|¥ (@) B
B (k) @)* B (k)
De Morgan kurallar1 diye bilinen 6nermelerden birinin bir kosulunu bu sadeles-
tirilmis kurallarla kanitlayalim:
YDOD(DpADgVD(YpVYyq)
Y(DpADg (1)
YYpVYg (1)

Yp )

)
Dp (3)
Yq 3)

© N NN s RN =
<
BN}



38 Coziimleyici Cizelgeler Ve Degillemesiz Onermeler Manug; -

Gergekte, tiim 6nermelerin yalnizca atomik etiketler tagidigt ve etiket indirgeme
kurallarinin ¢oziimleyici ¢izelge kurallarina yerlestirildigi bir ¢oziimleyici gizelge sis-
temi gelistirilebilir. Ancak degillemenin olmadigt durumda, bazi manuk sistemlerini
ayirt etmede 6nem tagtyan degilleme kurallarinin bigimsel dilde yanlislama sembolii
ile dile getirilebilmelidir. Ornegin, buradaki sistemde

~=p =P
onermesi
D (YYY =Y p)

bigciminde kisaltilan,
DXYYYYp—Yp)
onermesi ile dile getirilip, asagidaki ¢oziimleyici ¢izelge ile kanitlanabilir:

1. YD (YYYYp—Yp)

2. YYYYYp—>Y)p) (1)
3. YYYYY) 2)
4. YYp 2)
5. DYYYp 3)
6. YYYp (5)

7. DYp (6)
8. Yp (7)
9. Dp (4)
x(8,9)
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