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Ozet: Bu calismada, toz bulutu bulunan konformal diiz uzay-zamanlar f{R)
gravitasyon teorisi cercevesinde incelenmistir. Toz bulutu varliginda konformal
diiz uzay-zamanlarin alan denklemleri ve tam ¢oziimleri herhangi bir yaklasim ve
kisitlayict metot kullanilmadan elde edilmistir. f{R) gravitasyon teorisi
cercevesinde konformal diiz uzay-zamanlarin sabit enerji yogunluklu toz bulutu
varligina izin verdigi gosterilmistir. Teorinin dinamik yapisini karakterize eden
f(R) fonksiyonu olusturulan model i¢in alan denklemlerinin ¢oziimlerinden elde
edilmistir. Olusturulan model icin elde edilen f(R) fonksiyonu ile teoride farkl
kosul ve durumlar1 ifade etmek icin kullanilan uygulanabilir f{R) fonksiyonlari
karsilastirilmistir. Metrik potansiyelin radyal koordinata gore degisimi grafik
yardimiyla irdelenmis ve ¢dziimlerin sinir durumlari incelenmistir. Son olarak,
elde edilen sonuglar fiziksel ve geometrik acidan irdelenerek tartisilmistir.

Conformally Flat Space-Time with Dust Matter in f(R) Gravity
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Abstract: In this study, conformally flat space-times filled with dust matter is
investigated in framework of f{R) gravitation theory. Exact solutions and field
equations of conformally flat space-time in the presence of dust matter are
obtained without using any restrictive method and approximation. It is shown that
conformally flat space-times in framework of f{R) gravitation theory permit to dust
matter with constant energy density. f(R) function which characterise dynamic
structure of theory is obtained from solutions of field equations for constructed
model. Obtained f{R) function for constructed model and viable f{R) functions,
which are used to express various conditions and situations in theory, are
compared. Change of the metric potential with respect to radial coordinate is
examined by the help of graphic and limiting cases of the solutions are
investigated. Finally, obtained results are discussed in the terms of physical and
geometric aspects.

1. Giris

1990’larin basindan itibaren, teknolojideki biiylik

acindan en c¢ok efor sarf edilen ve teorik olarak
tatmin edici bir bicimde ifade edilemeyen en popiiler
konulardan bir tanesidir. Kozmolojik a¢idan

sigrayis ile paralel olarak gozlemsel kozmolojideki
gelismeler de biiyiik bir hiz ile artis gostermistir.
Gozlemsel kozmolojide gerceklesen bu gelismeler ile
baglantili olarak, evrenin evrimi siiresince gostermis
oldugu davranis hakkindaki bilgilerimiz de degisime
ugramistir. Silipernova Tip-la gozlemleri [1,2,3],
kozmik mikrodalga fon 1sinimi1 deneyleri [4,5], X-151n1
deneyleri [6] ve buytik dlgekli yap1 6l¢iimleri [7] gibi
gozlemsel deneyler ve 6lgiimler giinlimiiz evreninin
artan bir ivme ile genisledigine isaret etmektedir [8].
Bu nedenle, evrenin ivmeli olarak genislemesinin
ardindaki itmeye neden olan mekanizma kozmolojik
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bakildiginda, giinlimiiz evreninin artan bir ivme ile
genislemesini agiklamak icin teorik olarak iki farkl
tutum sergilenmektedir. Bunlardan ilki Genel
Relativite alan denklemlerinde itici etkiye sahip bir
egzotik madde formu tamimlamaktir. Bu egzotik
madde formu genel olarak “karanlik enerji” olarak
adlandirilir [9]. Kozmik mikrodalga fon 1simimi
deneyleri ve Siipernova goézlemleri bilinen evrenin
%76 oraninda karanlik enerjiden, %21 oraninda
karanlikk maddeden ve %4 oraninda baryonik
maddeden olustuguna isaret etmektedir [9].
Literatiirde, evrenin artan bir ivme ile genislemesini
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acgiklamak ve karanlik enerjinin yapisini ve kaynagini
kesfetmek icin quintessence madde [10], hayalet
enerji [11], takyon [12], k-essence madde [13] ve
Chaplygin gaz [14] gibi kozmolojik karanlik enerji
modelleri oOnerilerek detayli olarak ¢alisilmistir.
Bununla birlikte, alan denklemlerinde karanlik
enerjiyi simgelemek icin kullanilan diger bir yaklasim
ise durum denklemi (EoS) veya kozmolojik sabit
kullanimidir [15]. Biitiin bu kozmolojik o6neri ve
modellemelere ragmen evrendeki bu dominant
karakterin kokeni ve ¢alisma mekanizmasi gizemini
koruyan konularin basinda gelmektedir. Giliniimiiz
evreninin davranisini ifade etmek icin Kkullanilan
ikinci tutum ise Genel Relativite teorisinin geometri

kisminin modifiye edilmesidir. Genel Relativite
teorisinin geometri kisminin modifikasyonlari,
herhangi bir karanlik enerji modeline ihtiyag

duymadan evrenin bugiinkii ivmeli genislemesini
aciklamak ve evrenin dinamik yapisim1 anlamak i¢in
basarili bir yontem olarak diisiiniilmektedir. Bu
nedenle son zamanlarda c¢ok fazla ilgi gormektedir.
Modifiye teoriler Einstein-Hilbert eyleminde Ricci
skalerinin yerine keyfi bir fonksiyonun
tamimlanmasiyla elde edilir. Son zamanlarda popiiler
olarak kullanilan modifiye gravitasyon teorileri f(R)
teori [16], f{T) teori [17], f(R,T) teori [18] ve f{G) teori
[19] olarak siralanabilir.

Yukarida bahsedildigi gibi, Genel Relativite teorisinin
bilinen en popiiler modifikasyonlarindan bir tanesi

f(R) gravitasyon teorisidir. Genel Relativite
teorisinde, Einstein-Hilbert etkisinde geometrik
kismin Lagrangian yogunlugu Ricci skaleri ile

tanimlanirken, f{R) gravitasyon teorisinde geometrik
kismin Lagrangian yogunlugu Ricci skalerine bagh
lineer bir fonksiyon olan f(R) fonksiyonu ile
tanimlanir [18]. f{R) gravitasyon teorisi kendi i¢cinde
bir¢ok uygulanabilir f{R) fonksiyonu icermektedir. Bu
nedenle evrenin evrimi sirasinda gosterdigi donemler
uygulanabilir f{R) fonksiyonlar1 araciligiyla tek bir
teori altinda incelenebilir. Nojiri ve Odintsov (2007)
[20] evrenin gecis donemi olarak adlandirilan ve
evrenin genisleme hizindaki artisin farklilhik
gosterdigi bu donemde, f{(R) gravitasyon teorisinin
evrenin genisleme hizinin zamanla kiigiilerek artigini
daha sonrasinda ise genisleme hizinin biiyliyerek
arttigini gostermislerdir. Nojiri ve Odintsov (2008)
[21] farkli uygulanabilir f{R) fonksiyonlari araciligiyla
teorinin evrenin enflasyon doénemi ile giiniimiiz
ivmeli genislemesinin bir arada a¢iklanmasina uygun
oldugunu gostermislerdir. Bu 6zelliklerinin yani sira,
f(R) gravitasyon teorisi karanlik enerjiye alternatif
bir gravitasyonel etkiye alan denklemlerinde sahip
oldugu icin dikkatleri iizerine ¢eken bir teoridir. Bu
kapsamda, Carroll ve ark. [22] evrenin giinlimiz
ivmeli genislemesini herhangi bir itici madde
formuna ihtiya¢ duymadan f{R) gravitasyon
teorisinde acgiklamistir. Ayrica, f(R) gravitasyon
teorisi yiiksek enerji fiziginde de, Hiyerarsi
Probleminin incelenmesi, gravitasyon ile Biiyiik
Birlesim Kuraminin birlesimi, gravitasyon
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dalgalarinin tespiti ve tekillik problemi gibi baz ilgi
ceken konularin arastirilmasinda da dikkate
alinmaktadir [23,24].

Genel relativite teorisinde uzay-zamani ifade etmek
icin kullamlan g% metrik potansiyeli 4-boyutlu uzay-
zamanda simetri oOzellifinden dolay1 on tane
bilesenden olusmaktadir. Herhangi bir kisitlama
yapmadan fiziksel olarak anlamli ¢6ziimler bulmak
oldukca 6nemlidir. Bu nedenle belirli gravitasyonel
alanlar i¢in konformal olan uzay-zaman modellerinin
fiziksel ozelliklerinin arastirilmasi biiylik bir ilgi
gormektedir [25]. Bunlardan bir tanesi de konformal
diiz uzay-zamanlardir. Konformal diiz uzay-
zamanlarda lineer bagimsiz metrik potansiyeli sayisi
bire diismektedir. Schwarzschild i¢ ¢6zimi ve
Lemaitre kozmolojik evreni gibi fiziksel olarak 6nemli
bircok  konformal diiz uzay-zaman modeli
bulunmaktadir [25]. Reddy [26] statik kiiresel
simetrik konformal diiz uzay-zamani Brans-Dicke ve
Sen-Dunn gravitasyon teorilerinde incelemistir. Her
iki teori icinde diiz bir uzay-zaman tanimlayan vakum
¢oziimleri elde etmislerdir. Reddy ve ark. [27] vakum
durumunda konformal diiz kiiresel simetrik statik
uzay-zamani Self-Creation Kozmolojide incelemistir.
Elde ettikleri ¢oziimleri Brans-Dicke teorideki
¢coziimler ile karsilastirarak farkliliklarini
gostermislerdir. Yadav ve Prasad [28] ideal akiskan
varhiginda statik olmayan konformal diiz uzay-zamani
Einstein-Cartan teori kapsaminda incelemislerdir.
Elde edilen ¢o6ziimlerin kinematik 6zelliklerini
arastirmislardir. Khadekar ve Nagpure [29] ideal
akiskan varhiginda yiiksek boyutlu statik konformal
diiz uzay-zamani Lyra teoride incelemistir. Elde
edilen ¢oziimlerin Einstein-Cartan teoride yapilan
¢oziimlerle benzerligini tartismislardir. Pradhan ve
Pandey [25] statik konformal diiz uzay-zamam
kozmolojik sabitli Einstein alan denklemlerini hem
yukli ideal akiskan hem de bulk vizkoz akiskan
varliginda incelemistir. Her iki ¢6ziim icin de,
kozmolojik sabitin hem pozitif hem de zamanla
azalan bir fonksiyon oldugunu géstermislerdir. Abebe
ve ark. [30] konformal diiz 1s1n yayan yildizlar Lie
simetri kullanarak arastirmiglardir. Sinir kosullar
icin yeni bir tam ¢6ziim smnifi elde etmisleridir.
Evriminin su anki slirecinde evren kiiresel simetriktir
ve madde dagilimi homojen ve izotropiktir. Bircok
kozmolojik model tanimlanirken evrenin madde
dagilimi ideal akigskan veya basingsiz bir dagilim olan
toz madde ile tanimlanir. Sharif ve Kausar [31] f{R)
gravitasyon teorisi ¢ercevesinde kiiresel simetrik toz
bulutu alan denklemlerini ve Landau-Lifshitz enerji-
momentum dagilimini incelemistir.  Ricci egrilik
skalerinin sabit oldugu durumda alan denklemlerinin
¢oziimlerini elde etmislerdir. Shamir ve Raza [32]
silindirik uzay-zamanda toz bulutu dagiliminm f{R)
teori  kapsaminda incelemislerdir.  Yaptiklari
calismada Ricci egrilik skalerinin sabit oldugu
durumda toz maddenin enerji yogunlugunun sabit
oldugunu, Ricci egrilik skalerinin sabit olmadigl
durumda toz maddenin enerji yogunlugunun radyal
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koordinata bagh olarak farkli se¢cimler altinda azalan
veya artan bir fonksiyon oldugunu gostermislerdir.
Shamir ve ark. [33] f{R) gravitasyon teorisinde toz
maddenin gravitasyonel ¢okiisiinii incelemislerdir.
Yildizin i¢ bolgesinde Friedmann-Robertson-Walker
metrigini géz Onilinde bulundururken, yildizin dis

bolgesinde Schwarzchild metrigini dikkate
almislardir. Sabit egrilik skaleri durumunda ¢éziimler
elde etmisler ve belirli kosullar kullanarak

gravitasyonel kiitleyi bulmuslardir.

Bilindigi gibi alan denklemlerinin tam ¢6ziimii madde
ve geometri arasindaki iliskiyi anlamak icin oldukga
onemlidir. Bu baglamda, f{R) gravitasyon teorisinde
herhangi bir yaklasim veya kisitlama kullanmadan
alan denklemi ¢6ziimii elde etmek teoride lineer bir
f(R) fonksiyonu tanimlandigi icin hem Genel
Relativite teorisine gore daha zordur hem de daha
degerlidir. Bu c¢alismanin amaci f{R) gravitasyon
teorisinde konformal diiz uzay-zamanlarda toz
bulutu dagiliminin geometrik ve fiziksel davranisini
herhangi bir kisitlama kullanmaksizin elde etmektir.
Ayrica oOnerilen model i¢in f(R) fonksiyonunun
yapisini elde ederek uygulanabilir f{R) modelleri ile
iliskisinin arastirilmasidir.

Bu ¢alisma asagidaki gibi diizenlenmistir: 2. Béliimde
f(R) gravitasyon teorisinin alan denklemleri tekrar
hatirlatilmistir. 3. Boliimde, konformal diiz uzay-
zamanlarda bulunan toz bulutunun alan denklemleri
f(R) gravitasyon teorisi ¢ercevesinde elde edilmistir
ve Onerilen model i¢in alan denklemlerinin tam
coziimleri elde edilmistir. 4. Béliimde ise modele ait
fiziksel ve geometrik sonuclar tartisilmistir.

2. Materyal ve Metot

Genel Relativite teorisinin modifikasyonu olan f{R)
gravitasyon teorisinde, Ricci skaleri geometrik olarak
Einstein-Hilbert eyleminde 6nemli bir role sahiptir.
Teoride Einstein-Hilbert eylemi Ricci skalerinin
lineer bir fonksiyonu olan, f{R) fonksiyonu aracilig
ile karakterize edilir [16]. f(R) gravitasyon teorisi i¢cin
Einstein-Hilbert eylemi asagidaki gibi tanimlanir:

S =S, + Sm(gu) = [ J=g d*x (P2 +5,). (1)

Burada f{R), Ricci skalerine bagl bir fonksiyondur. S,,
kozmik maddenin Lagrangian yogunlugunu ifade
eder. ¢ ise kozmik madde alanini ifade eder [16]. (1)
denkleminin varyasyonu alinarak, f{R) gravitasyon
teorisinin alan denklemi asagidaki gibi elde edilir:

1
frRix — Efgik - (Vin — i D)fR =™, (2
Burada fz = % ve [] simgesi d'Alambertian

operatoriidir [16]. (2) denklemi ile verilen f{(R)
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gravitasyon teorisi alan denkleminin izi dikkate
alinirsa,

frR = 2f +30fz =T, (3)

elde  edilir. Burada T enerji-momentum
tensoriniin izidir. (3) denklemi f ve f; fonksiyonlar:
arasindaki iliskiyi veren yeni bir kisitlayici denklem
olarak kullanilabilir. (2) ve (3) denklemleri birlikte
kullanilarak, f{R) gravitasyon teorisi alan denklemleri
Genel Relativite alan denklemleri formuna benzer
olarak asagidaki gibi yeniden formdile edilebilir:

eft.)
k .

1
Gik = Ry — ERgik =T, (4)

Burada Tigf’ft') etkin enerji-momentum tensoridir ve
T = 1% 4 T seklinde tammlamr [34]. T(™
ise

Tigcm) = Tigcm) /fr- (5)
seklinde elde edilir. Tig(egr.) ve Tiim) sirasiyla egrilik

enerji-momentum tensorii [34] ve stres enerji-
momentum tensorii [34] olarak adlandirilir ve

egr. 1 1

Tigcg ) — E[VikaR — 3 Yk (fRR + Lfp + T)], (6)
m _ 2 6(\/ —9Sm)

Tik - ﬁ 5(9”‘) (7)

seklinde elde edilir.
3. Bulgular

Konformal diiz kiiresel simetrik uzay-zaman icin yay
elemani asagidaki gibi ifade edilir [30]:
ds? = A%*(—dt? + dr? + r2dQ?). (8
Burada metrik potansiyel A, r radial koordinatina
bagh  bir  fonksiyondur ve d0%=df*+
sin? 6 d¢? seklinde ifade edilir [35]. Uzay-zamanmin
egrilik ozelliklerini ifade eden Ricci skaleri (8)

denklemi ile verilen konformal diiz kiiresel simetrik
uzay-zaman igin

124’
A3r

6A”
R=————

- ©)

olarak elde edilir. Burada kesme isareti (‘) r radyal
koordinata gore kismi tiirevi ifade etmektedir. (9)
denkleminde gorildigi tlzere Ricci skaleri metrik
potansiyeli de iceren radyal koordinata bagh bir
fonksiyondur. Ricci skalerine bagli bir fonksiyon olan
fr(R) fonksiyonu, Ricci skalerinin bagli oldugu radial
koordinatin bir fonksiyonu olarak incelenebilir
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(fz(R) = fr(r)). Toz bulutu
momentum tensori ise

icin stres enerji-

TS = pusuy, (10)
seklinde tanimlanir [31]. Burada p toz bulutunun

enerji yogunlugudur ve u; co-moving koordinatlarda
4-14 hiz vektoridir [31].

(4)-(10) denklemlerini kullanarak, f(R) gravitasyon
teorisi ¢ercevesinde konformal diiz uzay-zamanda
bulunan toz bulutu i¢in alan denklemleri asagidaki
gibi elde edilir:

AL P\ (3l oy 34" sF" p
(A3+2A2F)(A +r) 243 442F 4F—0. (11)
A F' A1 Al F'’ o _
(_A_3_2A2F) (X+;) tosTomr =0 (12)
ve
(L) (-a+ )+ 2+ o+ 2 =0, (13)
A3 2A2F A T 243 4A2F 4F "

(11)-(13) denklemlerinden goriildiigii tizere, alan
denklemleri ti¢ bilinmeyenli adi diferansiyel denklem
sistemi seklinde elde edilir. Alan denklemi
calismalarinda higbir yaklasim ya da kisitlama
kullanmadan tam ¢6ziim elde edilmesi oldukca
onemlidir. (11)-(13) ile verilen adi diferansiyel
denklem sistemi kullanilarak konformal diiz uzay-
zamanda bulunan toz bulutu i¢in metrik potansiyeli,
fr fonksiyonu ve toz bulutunun enerji yogunlugu
denklem sisteminin tam ¢dziimiinden sirasiyla

2
AT = ——5—
™) cr? + 2¢, (14)
2c5
fr(@) = Tt 20y (15)
ve
p=-3cc3 (16)

seklinde elde edilir. (16) denkleminden goriildiigii
lizere f(R) gravitasyon teorisi ¢ercevesinde konformal
olarak uzay-zamanda bulunan toz bulutunun enerji
yogunlugu sabit bir fonksiyondur. (8) ve (14)
denklemleri birlikte kullanilarak, f{R) gravitasyon
teorisi cer¢evesinde konformal diiz uzay-zaman i¢in
yay elemani

2

ds? = (_ (—dt?* +dr? +r2dQ?) (17)

ori+ 2c2>

seklinde yeniden yazilabilir. (9) ve (14) denklemleri
dikkate alinarak, toz bulutu varliginda konformal diiz
uzay-zaman i¢in Ricci skaleri

62

R(r) = =3¢,(¢,7? — 3¢3) (18)
olarak elde edilir. (18) denkleminde gorildigii tizere
olusturulan modelin egrilik 6zelliklerini ifade eden
Ricci skaleri radyal koordinata bagl bir fonksiyondur.
(18) denkleminden faydalanilarak r terimi Ricci
skalerine bagh bir fonksiyon olarak asagidaki gibi

27c¢i¢5, — 3R

o (19)

r(R) =+

tamimlanabilir. (15) ve (19) denklemleri dikkate
alinarak, Ricci skalerine bagh f5 (R) fonksiyonu

6¢yC3
fr(R) = R—12c,c, (20)
seklinde elde edilir. (20) denkleminden
faydalanilarak ve fz = % tanimi g6z Oniinde

bulundurularak f{R) gravitasyon teorisi ¢cercevesinde
konformal diiz uzay-zamanda bulunan toz bulutu i¢in
f(R) fonksiyonu

F® = [ fudr
= 6c.c3In(R —12¢;¢y)

(21)

seklinde elde edilir.
4. Tartisma ve Sonuclar

Toz bulutu ile dolu konformal diiz uzay-zamana ait
alan denklemleri ve tam ¢oziimleri f{R) gravitasyon
teorisi ¢ercevesinde elde edildi. (16) denkleminden
gorildigi tlzere toz bulutunun enerji yogunlugu
zamandan bagimsiz sabit bir deger almaktadir.
Herhangi bir kozmik maddenin fiziksel olarak anlamh
olabilmesi icin pozitif enerji yogunluguna sahip
olmasi gerektigi yayginca bilinen bir gercektir. Bu

nedenle (16) denklemindeki  toz madde
yogunlugunun pozitif bir deger alabilmesi i¢cin keyfi
sabitlerin cic3 <0 kosulunu saglamasi

gerekmektedir. (18) denklemi ile verilen Ricci skaleri
icin kritik bir radyal deger belirlenebilir. Bu deger

R(ryri) = 0 olarak distinilirse, 1y, = /% olur.
1

3¢y
o
model icin Ricci skaleri sifirdan farkh bir deger
almaktadir. Bu kritik deger elde edilen uzay-zamanin
pozitif veya negatif egrilikli olmasini dogrudan
etkileyen degerdir. Toz bulutu bulunan konformal
diiz uzay-zamanin (14) denklemi ile verilen metrik
potansiyelinin radyal koordinata bagh olarak

degisimi Sekil 1'de verilmistir.

Dolayisiyla, 71y, > durumunda, elde edilen

Sekil 1’de gorildiigii lizere metrik potansiyel, A(r),
radyal koordinata bagli olarak azalan bir
fonksiyondur.
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Sekil 1. A(r), Metrik Potansiyelin Radyal Koordinata Gore
Degisimi (¢; = —1 vec, = 1).

Limit durumlar1 incelendiginde, r = 0 oldugu
durumda, c, sabitinin isaretine bagli olarak sabit
deger alirken, r — oo oldugu durumda sifir
olmaktadir. Ayrica, (17) denklemi ile verilen toz
bulutu bulunan statik konformal simetrik uzay-
zaman icin kinematik nicelikler, sirasiyla genisleme
skaleri, rotasyon tensorii ve shear tensorii

0=0, (22)
wix =0 (23)
ve
i =0 (24)

olarak elde edildi. Dolayisiyla elde edilen modelin
statik bir yapiya sahip oldugu bu sonuglar ile de
desteklenmektedir. Diger yandan, (21) denklemi ile
verilen  f(R)  fonksiyonu logaritmik  terim
icermektedir. Yapilan c¢alismalarda egri bir uzay-
zamandaki kuantum etkilerinin  gravitasyonel
Lagrangianda logaritmik terimlere sebep olabilecegi
diisiiniilmektedir [36]. Bu kapsamda logaritmik terim
iceren birgok f(R) fonksiyonu literatiirde ¢alisiimistir.
En genel olarak, Capozziello ve ark. [37] tarafindan

f(R)=alnR (22)
modeli dnerilmistir. Burada a, boyutsuzluk sabitidir.
Bu modeli SNela Hubble diyagrami ve rahat gékada
kiimelerindeki gaz kiitlesi fraksiyonu verileri ile
karsilastirmak icin kullanmislardir. (21) denkleminde
c, sabiti sifir olarak segilirse toz bulutu bulunan
konformal diz uzay-zaman icin elde edilen f{R)
fonksiyonu (22) denklemi ile verilen modele karsilik
gelmektedir. Bu durumda boyutsuzluk sabiti @ =
6c,c3 degerini alir. Oyleyse sdylenebilir ki; rahat gok
ada kiimelerindeki gaz kiitlesi sabit varsayilir ve gok
ada geometrisi konformal diiz uzay-zaman
geometrisine uygun secilirse; bu calismada elde
edilen toz bulutu ile dolu konformal diiz uzay-zaman
coziimleri rahat gok adalar i¢in 6zel bir model kabul
edilebilir.
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