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1. Giris

Klasik Fizikte kullanilan Newton yasalari 151k ve atom davranislarini agiklamada yetersiz kalmis ve
yeni bir Fizik alam1 olan kuantum fizigi dogmustur. Bu alana 1900 yilinda kuanta denilen 1sik
paketlerinin transferi tizerine ¢aligmalar yiiriiten Max Planck onciilitk etmistir. 1923 yilinda De Broglie
madde dalgasi kavramini iiretmis ve sadece foton degil maddenin de dalga ozelligi gosterdigi
varsayiminda bulunmustur. 1926 yilinda Erwin Schrodinger dalga denklemini ve dalga mekanigini
agiklamustir. Ayni yillarda Heisenberg 'Belirsizlik ilkesi'ni agikladi (Karaoglu 2008). Bir tanecigin yerini
ve momentumunu ayni anda dogru 6lgmenin imkansiz oldugunu ve bu ilkesi ile 6l¢iimlerde yapilan
hatalarin bir alt limiti olabilecegini géstermistir. Biitiin bu ¢alismalar daha sonraki yillarda NLS igin
bulunan ¢oziimlere kaynaklik etmistir.

1967 yilinda Benney ve Neweel NLS denklemini zayif dalga paketlerinde kullanilan bir yontem
olarak verdiler. 1968 yilinda Zakharov, Beney ve Neweel'den bagimsiz yiiriittiigli ~ bir ¢alisma ile NLS
denklemini tekrar iiretti (Dias ve Bridges 2004). Hirota (1971) integrallenebilir nonlineer evoliisyon
denklemlerine ¢oklu soliton ¢dziim Oneren metodunu iiretti. Bu metod ile degigskenlere bagli olarak
doniisiim uygulandiginda olusan yeni degiskenli denklemlerde c¢oklu soliton ¢6ziim daha rahat
goriilebiliyordu. Metodun zamanla KdV (Hirota 1972), NLS (Hirota 1973) tarzi denklemlerde ¢ok etkili
oldugu ve N-Soliton ¢oziimlerin genellestirilerek elde edilebildigi goriildii. Zakharov ve Shabat (1972)
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NLS i¢in *Ters Sagilim Yontemi (Inverse Scattering Transform (IST))’ ni gelistirdi. IST giiclii ve zorlu
bir yontem olmasina karsin Hirota metodu soliton ¢6ziim bulma konusunda daha kullanigli olmustur. Bu
metodu kullanigh kilan diger bir 6zelligi de analitik olmasindan ¢ok cebirsel olmasidir. Bu da denklemin
¢oziimiinde bireye hiz kazandirir.

Ablowitz ve Ladik (1975) NLS i¢in *Sonlu Fark Yontemi’ni gelistirdi. Hirota (1980) bilineer forma do-
niistiirme ile ilgili detayli ¢caligmalarda bulunmustur. 2004 yilinda da yayimladig: kitapta Direct metodunun
kesif siirecini anlatmig ve soliton teorisinde nasil kullanilabildigine a¢iklik getirmistir. Herbst ve Weideman
(1986) NLS denklemi i¢in parcalara ayirma yonteminin analizini yapti. Overnman ve arkadaslar1 da (1986)
denklemin spektrumunu hesaplayabilecek bilgisayar kodlari iirettiler.

Klasik Fizikte sistemler konum ve momentum tizerine kurulu ve sistemle ilgili diger degiskenler de (61-
negin; hiz, agisal hiz, enerji...) bu ikilinin iligkisinden dogar. Ancak kuantum mekaniginde sabit bir konum-
dan bahsetmek ¢ok da miimkiin degildir. Boylece bu verileri kullanarak dogru sonuglara ulagmak zorlagir.
Kuantum mekanigi bir parcacigin belirli bir konumdaki olasiligin1 veya belirli bir momentuma sahip olma
olasiligini hesaplar. Bu olasilig1 bir dalga fonksiyonu yardimiyla gerceklestirir. Bu fonksiyonun amaci ko-
numu bulmak degil konumun olasiligin1 hesaplamaktir. Kimyada elektronlarin bulunma olasiligint anlatan
orbitaller buna drnektir. Atomun i¢inde hareket halinde bulunan elektronlarin konumlarini tam olarak ifade
etmek miimkiin degildi ancak elektronlarin bulunma ihtimalinin en fazla oldugu yerler bulunabilir. Schro-
dinger denklemi bu sekilde olusturulan denklemlerden biridir.

Bu makalenin birinci kism1 girig kism1 olusturmaktadir. Bu kisimda Schrédinger denklemi hakkinda
bilgiler ve tarihsel siireci verilmistir. ikinci kisimda Schrodinger denkleminin enerji korumali yontemle elde
edilisi verilmistir. Ugiincii kisimda Nonlineer Schrodinger Denkleminin ilerleyen dalga ¢oziimii verilmistir.
Dordiincii kisimda Nonlineer Schrodinger Denkleminin Hirota metodu ile 1-soliton ve 2-soliton ¢oztimiine
yer verilmigtir. Sonug ve tartisma kismi da beginci kisimda verilmistir.

2 Schrodinger Denkleminin Elde Edilisi

Schrodinger denklemi ilk olarak Avusturyali Fizik¢i Erwin Schrodinger tarafindan bulunan bir dalga
fonksiyonudur. Bu yiizden bu denklem Scrodinger denklemi olarak bilinir. Uzay ve zamana bagl yazilan bu
fonksiyon kuantum sistemi hakkinda ¢oziimlemeler yapabilmeye yarayan, sonuglar iiretmemize ve enetjinin
korunumu ile hesaplanmasina aracilik eden bir fonksiyondur.

Bu fonksiyonun enerji korumali ¢dziimiiniin kapali formu agagidaki gibi yazilabilir.

¥ (x,t) uzay ve zamana bagh dalga fonksiyonu, p momentum, m kiitle , A dalga boyu , h Planck sabiti,
h indirgenmis Planck sabitini , v hiz, k dalga sayis1 , w grup fazi ve f frekansi gostermek iizere toplam
enerji (E) kinetik enerji( KE) ile potansiyel enerjinin (PE) toplamindan olugur. Yani ;

1
E= 5mu? +V (1)

dirp=mv=v= L enerji denkleminde yerine yazilirsa
m

p2
E=~2 1V 2
2m

bulunur. ¢ = cos(kx — wt) + isin(kx — wt) formundadir. § = kz — wt i¢in ¢ = €'’ yazlabilir. Dalga
fonksiyonundan

0 0?

0~ ik e anf R — 3)

2 h h
elde edilir. kK = Tﬂ , De Broglie dalga boyuda A = — , A = o esitliklerinden elde edilen k = % yerine
P s

yazilirsa

82
frfa—;f = p*1p 4)
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elde edilir. (2) enerji denklemi ¢ ile carpilirsa

312 92
Ew=< i +V)w 5)

2m 0x2
elde edilir. Bu denkleme Schrodinger denkleminin zamandan bagimsiz enerji korumali denklemi denir.
Simdi de zamana bagli denklemi yazmak i¢in foton enerjisi £ = hf denkleminden faydalanalim. w

acisal frekansi gostermek iizere ve w = 27 f enerji denkleminden elde edilirse bu denklemi ayni zamanda
FE = hw olarak da yazabiliriz. Burada
9y

i —w (6)
dir. Bu esitligin her tarafi i/ ile ¢arpilirsa
oy
h— =E 7
elde edilir. (5) ve (7) denklemlerinden Schrodinger denkleminin zamana bagh kapali formu elde edilmis
olur. ” 2 52
i = [ —
T < 2m 022 V> v ®

NLS denkleminin farkli gosterimleri vardir.
Non-rolativistik kuantum mekaniginde

oty = %fmw + K |23

seklinde gosterilir.

3 Nonlineer Schrodinger Denkleminin Ilerleyen Dalga Coziimii

r, 0 reel fonksiyonlar ve ¢, n reel sabitler olmak iizere 7(z — ct), §(z — ct) ve u = re'(?+nt)

yardimiyla

donilisimii

Uy + Uge + ulul* =0
denkleminin ¢6ztimiinii elde edelim (Drazin ve Johnson 1989).
Coziim
u=re® a=00&) +nt, r=r(E), &=x— ctolsun. Budurumda

up = (re +irog)e’®,  up = (rp +irag)e’”, Uy = [rox — ra?, +i(rog, + 27‘Iam)]em

ve

’ ’ 1"

Te=—Cr, Typ=7T, Tgp=T"

ve

’ "

’
ar=—cl +n, ap,=0, ag.=10

olur. Boylece
Uy + Uge + ulul? =0

denkleminde yerine yazilirsa
(i1 — 10y )€™ + [roe — 104 + i(T0pe + 2rpay)]e’® + re'®re’®re ™ = 0

olur. Buradan

—ray 4 Tpy — T, + 13+ i(re + ragy + 2rpa,) =0

olur. Burada
—rQ + Ty — 02T 473 =0

ve
Ty + ragy + 2rpoa, =0
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yazilir. Bulunan kismi tiirevler yerine yazilirsa
—cr' + 20" + 10" =0 9

ve
(el —n)+r" —r0? =0 (10)

elde edilir. (9) denklemi ¢oziiliirse

2 /
20" + 21’0 —crr’ =0 = (r%0') — ¢ (T > =0

olur. Bu denklem integre edilirse

elde edilir. Buradan

2 1A2
4 C—fn +r" === =0 (1)
4 3

denklemi elde edilir. Bu denklem 7 ile ¢arpilir ve integre edilirse

2t 1 /2 , A% 1 B
7+z+§ n|r = —

4

elde edilir. Bu lfadeyl r<ile ¢garpar ve diizenlersek
6 C 4 2 2 2,2
21 +4(—n>1 +2B7 +A +47 7/ =0

elde edilir. Bu denklem 72 ye bagli bir denkleme doniistiiriiliir ve 2 = S alimirsa 277’ = S’ olur. Buradan
2
2(r2)% — 4 (n - 4) ()2 +2Br? + A2 + (2r1)2 =0

olur. Boylece
2

253—4<n—C4>SQ+2BS+A2+S’2=0

bulunur. Buradan

§? = -2 {53—2 <n—12> 52+BS+/;2}
—2F(S)
ve
F(S) :S3—2(n— fj) Ls*2+15es+%2
olur.
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4 Nonlineer Schrodinger Denkleminin Hirota Metodu Ile Coziimii

Bu bolimde € = 1 ve
iUy 4 Ugg + culul? =0 (12)
ile verilen Nonlineer Schrodinger denklemini ele alacagiz. € = 1 i¢in focusing NLS

(NLS+) ve ¢ = —1 i¢in defocusing NLS ( NLS-) olarak adlandirilir. NLS tamamen integrallenebilir bir
denklemdir. Soliton ¢6ziimiinii Hirota ile elde etmek i¢in focusing NLS denklemini alacagiz (Hirota 1973).

Coziim g kompleks , f reel degerli bir fonksiyon olmak iizere u = % rasyonel doniisiim yardimiyla

g —gf
Ut == T
Goef — 2fege — 9f2z fa?g
Upye = 72 + 2 3
elde edilir. Bunlar (12) denkleminde yerine yazilirsa
9if —9ft | Goaf —2fu92 — 9fex | T29 | |99
i 72 + 72 +2f3 + 2 3 =0 (13)
elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilir ve Hirota metodundan elde edilen genel sonuclar kullanilirsa
(iD¢ + D7)(g.f) = 0 (14)
ve
DX(f.f) = lg® (15)

bilineer form elde edilmis olur. Simdi f = 1+ ef; + €2fo + € fs +...ve g = €g1 + €292 + g3 + . ..
olarak alalim.

g.f = (e +Eptlp )ttt dfst.)
(91.1)e+(g1.f1 +92'1)€2+(gl~f2+92~f1+gg.1)63+.,,

bulunur. B = iD; + D? alalim ve B(g.f) = 0 denklemninde yerine yazarak e nun kuvvetlerine gore bir
araya getirelim. Bu durumda

e : B(g1.1)=0
62 . B(glfl +g21) =0
& ¢ Blgifa+ge.f1+93.1)=0 (16)

elde edilir. (iD; + D2)(g1.1) = ig1.+ + g1,22 Ve benzer sekilde digerleri (16) sonuglarinda yerine yazilirsa

/L.gl,t + Jlzz = 0

ig2t+ g2aoe = —(iDi+ D2)(g1.f1)

ig3t + 9swe = —(iD¢+ D2)(g1-f2 + g2-f1)
n—1

ignt + Gnae = —(iDi+ D2 gk-for) (17)
k=1

olur. Simdi de D2(f.f) = |g|* denklemine bakalim. g kompleks degerli bir fonksiyon oldugundan g* , g
fonksiyonunun eslenigini gostermek iizere |g|? = g.g* dir. Burada

ff = (1 + Efl —+ €2f2 —+ €3f3 + .. )(1 + €f1 “+ 62f2 —+ €3f3 + .. )
L1+ (fil+ Lf)e+ (fol+ fifi + 1 fo)e?
(fs-1+ fifot fofi+1f3)€ + ...

+
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ve

*

9> =9.9% = € (9197 +€91.95 + €92.97 + € 92.95 + €’ g3.g7 - . .)
= Elgi* + (9195 +€g2.97) + €*(|g2* + g3.95) + - ..
olacagindan
D2(f.f)=lg9|> = DZ2(1.1)+ D2(fi.1+ L.f1)e+ D2(fo.l + fi.f1 + 1.fo)€?
+

D2(fs1+ fifot fofs + Lf3)ed + ...
21011 + (91.95 + €92.97) + € (|g2]* + g3.97) - -

olur. Buradan

¢ D2(1.1) =
e (f1+1ﬁ>—0
€ Difol+ fifit+1.f2) —lgl* =0
€+ DA(fs1+ fifa+ fo-fi + 1.f3) — (91.95 + 92.97) =0
(13)
yazilir. Boylece
fl,xm = 0
1
f2,ww = § [|gl‘2_Di(flfl)]
1 * *
f3ax = 5(91-92 +92.97) — D3(f1-f2)
1 n—1
k=1
elde edilir. 8; = k;x + w;t + «; igin
N
qa = Zeei
i=1

NLS denkleminin [V -soliton ¢6ziimiinii verir. N = 1 icin 1-Soliton ¢dziimiinii inceleyelim.

1-Soliton Coziim

g1 = et ve B = kix + wit + oy i¢in (17) denkleminden elde ettiklerimize gore g1+ + 1,00 = 0 =
wy = zk% bulunur. Aym sekilde (19) deki denklemden de f; = 0 dir. Bu yiizden (17) dan ig2 + + g2,22 = 0

1
olur. O halde g = 0 segilebilir. f{ = 0 oldugundan (19) deki denklemden f5 ;, = 3

f2 reel bir fonksiyon oldugundan f, = e?1+01+411 = ¢ secilebilir. Burada 8 = (k1 +k%)z 4 (w1 +wi)t+
A —

| 2(ks + k)2
reel bir fonksiyondur. Islemler benzer sekilde devam ettirilirse f3 ve sonraki f fonksiyonlariin O ¢ikacagi
aciktir. Simdi de (17) dan

1 «
g1-97 = 5691.661 olur.

a1+ af + Aq; dir. Yerine yazilirsa e bulunur. Burdan goriiliiyor ki fo bekledigimiz gibi

193t + 93,20 = —(iDy + D2)(g1.fa + g2. 1)

denklemine bakalim. f; = 0 ve go = 0 oldugundan

ig3,4 + 93,00 = —(iDy + D2)(g1.f2)
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Sekil 4.1: NLS denkleminin @ = 0.9 ve b = 0.1 igin 1-Soliton ¢6ziimiiniin grafigi

denklemine bakacagiz. g; ve f, fonksiyonlar yerine yazilirsa

i93.t + 9300 = —(iDy+ D2)(e".e”)
= _efref [i(iki — (k2 — kYY) + k2 — 2k (ke + B + (R + k;)ﬂ
= 0

bulunur. Islemler devam ettirilirse g3 ve sonraki g fonksiyonlarinin 0 ¢ikacag: aciktir. O halde i > 3 igin
fi = 0 ve g; = 0 yazilabilir. Bu durumda g = eg; ve f = 1 + €2fy olur. € = 1 almirsa g; = e’ ve

fo = eP1H01+411 jcin NLS denkleminin ¢oziimii u = 7 den

e

w= 1+ ef1+07+An (20)
bulunur. Bu da NLS denkleminin 1-Soliton ¢6ziimiidiir. Elde etti§imiz bu ¢6ziim € = 1 igin elde edilen
¢oziimdiir. a,b € R ve k1 = a + ib alinir ve (20) denklemi diizenlenirse

ilbz+(a®—b)t]
e

t)=vV2a———m———

u(z,t) facosh[a(m — 20t)]
1-soliton ¢6ziimii elde edilir. Bu ¢oziimiin grafigi (4.1) de verilmigtir.
(12) deki Schrodinger denkleminde € = —1 alinirsa

6i[ba:+(a2 —b2 )t]

ule,t) = =V

¢oziimii elde edilir.
Simdi de 2-Soliton ¢6ziimii elde edelim.
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2-Soliton Coziim

N

0;

g1 = E €
i=1

icin N = 2 alindiginda 2-Soliton ¢oziimii elde etmis oluruz. 6; = k1x + wit + a1 , 03 = kex + wat + g
icin g1 = Y7, % = g1 = ¢ + ¢ olur.

191t + g1,0e = 0= i(w1691 + U}2€92) + (k‘fee1 + k%e‘%) =0

olur. Buradan wy = ik? ve wy = ik3 yazilr. Burada k; # 0 ve ko # 0 dir. Aym sekilde (19) deki
denklemden de f; = 0 dir. Bu yiizden (17) dan ig2 ;+ 4 2,4 = 0 olur. O halde go = 0 segilebilir. f{ = 0
oldugundan (19) deki denklemden

1,1 C
f2,wx = Egl'gl = 5(601 + 602>(€91 + 692)
_ 1(891—0-0; b et o 0atOi | 0205
2

olur. Buradan fy = ef1 10141 4 o1 +02+A12 | o207 +A21 4 024054422 gecilebilir. Simdi de (17) dan

93,4 + 93,20 = —(iDy + D2)(g1.f2 + 92.f1)

denklemine bakalim. f; = 0 ve go = 0 oldugundan

. . 2
igs,t + 93,00 = —(iDy + D7)(g1-f2)

denklemine bakacagiz. g; ve f, fonksiyonlari yerine yazilirsa
; : 2\/(,0 02\ (,01+0;+A 01+054+A 02407 +A
2937t+93,$m — —(th+D$)(e 1ye 2)(6 1+01+An +e 1+05;+A12 +e 2+07 + A2

+ 692+9§+A22)
_ 691+9f+92 (eAu + eAzl) + 692+91+9§ (€A22 + eA12)
_ 691+9f+92+B12 +692+01+9;+312

bulunur. Buradan g5 = et H01+02+B121 | 002401405+ B122 gecilebilir. Benzer sekilde islemler devam ettiri-
lirse f3 = 0 ve g4 = 0 elde edilecektir. Simdi de (19) den f; i bulahm. f; = 0 ve g2 = 0 oldugundan

1 * * *
Japa = 5(9193 +92-95 + 93-91)

denkleminden f; = ef1102+01+03+Ci21 pylunur. islemler devam ettirilirse i > 5 igin f; = 0 ve g; = 0

yazilabilir. Bu durumda g = eg; + €3g3 ve f = 1 + €2fy + €*f4 olur. € = 1 aliirsa g = et + %2 +
691+9I+92+B121 T 692+91+9§+3122 ve f =14 691+9f+:411 4 691+9§+A12 T 692+9I+A21 + 692+9§+A22 4

1102401 +0;+C121 jein denklemin ¢oziimii v = I den

f

e + ef2 + 691+9f+92+3121 +692+91+9§+3122

u= 1+ efrt0i+An 4 01 +05+A10 | o024+07+A21 | 02405+ A22 | 001+02+607+605+C121

bulunur ki bu da NLS denkleminin 2-Soliton ¢oziimiidiir.

5 Tartisma ve Sonug

Bu calismada fiziksel uygulamada kullanim alani yaygin olan Nonlineer Schrodinger denkleminin 1-
Soliton ve 2-Soliton ¢dziimlerini Hirota metodu ile elde ettik. Hirota metodu kullanilarak NLS denkleminin
N-soliton ¢oztimleri elde edilir. Hirota metodu diger evoliisyon denklemlere de uygulanabilir.
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