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OZET

Fraktallerin temel 6rneklerinden biri olan Sierpinki {iggeni, birgok ilging 6zelligi ile gesitli arastirmalar i¢in ¢alisma alani
olmaktadir. Son yillarin 6nemli aragtirma konularindan biri olan i¢sel metrikler ise fraktal kiimeler {izerinde ilging formiillerle
elde edilebilmektedir. Sierpinski liggeninin kod kiimesi iizerinde tanimlanan formiil sayesinde bir¢ok ilging geometrik 6zellik
ispatlanabilir. Bu ¢alismada, koklii ikili agag ve Sierpinski liggeni arasindaki iliski ele alinmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Sierpinski iicgeni, I¢sel metrik, Kod temsili, Koklii ikili agag

THE RELATION BETWEEN BINARY TREE AND THE SIERPINSKI TRIANGLE WHICH
IS EQUIPPED WITH THE INTRINSIC METRIC

ABSTRACT

The Sierpinski triangle, which is fundamantel examples of fractals, has become a field of study for various investigations with
many interesting features. Intrinsic metrics, one of the important research topics of recent years, can generate interesting
formulas on fractals. Thanks to the formula defined on the code set of the Sierpinski triangle, many interesting geometric
features can be proven. In this paper, the relationship between the rooted binary tree and the Sierpinski triangle is addressed.

Keywords: Sierpinski triangle, Intrinsic metric, Code representation, Binary rooted tree

1. GIRIS

Doganin geometrisi olarak bilinen fraktaller iizerine birgok farkli bilim dalinda son yillarda 6nemli
calismalar yapilmaktadir [1-3]. Fraktallerin kesin bir tanimi1 olmamakla beraber genel olarak kendine
benzerlik 6zelligi olan ve Hausdorff boyutunun topolojik boyutundan biiyiik oldugu kiimeler olarak
tanimlanabilir. Kendine benzerlikte, seklin kiiciik parcalarinda seklin biitiiniin  goriilmesi
kastedilmektedir. En onemli 6rnekleri olarak Cantor kiimesi, Sierpinski liggeni, Sierpinski halisi,
Menger siingeri, Koch egrisi gibi kiimeler verilebilir. Bu kiimelerin ¢ogunlugu ilk olarak farkli
matematiksel problemlerin ¢éziimiinde model olarak tanimlanmistir. 1975” de Mandelbrot tarafindan
fraktal kelimesi ilk kez kullanildiktan sonra bu kiimeler fraktallerin temel ornekleri haline gelmistir.
Fraktalleri insa etmenin farkli yollar1 vardir. Fraktallerin biiyiik bir kismu yinelemeli fonksiyon sistemi
(YFS) kavrami yardimu ile elde edilebilir. X tam metrik uzay:1 iizerinde bir yinelemeli fonksiyon sistemi
biiziilme doniisiimlerinin sonlu kiimesidir. {f;, f5 , ..., fn}, X kiimesi lizerinde bir YFS ise,

Lani(S) =S
i=1

olacak sekilde X in bos kiimeden farkl bir tek kompakt alt kiimesi vardir. Bu S kiimesi ilgili YFS nin
atraktorii olarak adlandirilir.
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Bu ¢alismada fraktallerden kisaca S ile gésterecegimiz ve koseleri (0,0), (1,0) ve G, ?) olan eskenar

iicgen iizerinde tanimlanan klasik Sierpinski tiggenini ele alinmaktadir (Sekil 1). Bu kiime, 1915 yilinda
adin1 aldig1 Polonyali Matematik¢i Waclaw Sierpinski tarafindan tanimlanmis ve daha sonra fraktallerin
en tipik Orneklerinden biri haline gelmistir. Alaninin sifir olmasi, Hausdorff boyutunun tamsayi
olmamasi ve kendine benzerlik gibi bir¢ok ilging 6zelligi ile iizerinde son yillarda farkli 6zellikleri
iizerine bir ¢ok arastirma yapilmaktadir.

Sekil 1. Sierpinski iiggeni

Klasik Sierpinski iiggeni, asagida biiziilme doniisiimleri agik olarak ifade edilen R? de {fy, />, f3}
yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktoriidiir:

filkxy) = (x y),

2°2
fz(x'Y)

x 1y
61
x 1y 3
fsxy) = <§ tpot T) :
Son yillarin popiiler konularindan biri ise bir kiimenin tizerinde onun igsel yapisiyla uyumlu bir metrik
tanimlamaktir. A bostan farkl bir kiime ve x,y € A olmak {izere, A iizerinde i¢sel metrik:

d(x,y) =inf{ § | §, A da x ve y noktalar1 arasindaki kabul edilebilir yollarin uzunlugu}

olarak tanimlanir [4]. Burada kabul edilebilir bir yol ile sonlu uzunluklu yol kastedilmektedir. Kendine
benzer yapilar iizerindeki i¢sel metrikler, farkli sekillerde ifade edilebilmektedir. Ornegin, Sierpinski
iicgenini tanimlamanin farkli yollar1 oldugundan dolay1 bu metrik farkli yollardan ifade edilebilir [5-
12]. Bu kiimenin noktalarinin kod temsilleri kullanilarak agik olarak formiile edilen i¢sel metrik, [8] de
tammmlanmaktadir. Bu metrik formiilii sayesinde Sierpinski ii¢ggeninin bircok Onemli o6zelligi
ispatlanmaktadir. Ayrica, [12] de Sierpinski liggeninin jeodezileri simiflandirilmaktadir. [13] de ise
Sierpinski ti¢ggeninin topolojik 6zellikleri incelenmekte, [14] de Sierpinski ii¢cgeninin ¢esitkenar ve
ikizkenar {iggen iizerinde insa edildiginde bu formiiliin genellestirilmesi verilmekte ve bu iiggenlerin
geometrik 6zellikleri kargilagtirilmaktadir. Bu ¢aligmada ise, Teorem 2.2 de i¢sel metrikle donatilmig
klasik Sierpinski liggeninin bir kdsesinden bu koseyi icermeyen kenarina ¢izilebilecek en kisa yollarin
kiimesinin bir kokli diizgiin ikili agag belirttigi gosterilmektedir. Ayrica bu yollar iizerindeki noktalarin
kod temsilleri agik olarak ifade edilmektedir. Son olarak birka¢ 6gretici 6rnek verilmektedir.

1.1. Temel Tanmim ve Kavramlar

Bu boliimde, ilk olarak Tanim 1.1 i¢in gerekli olan kavramlar kisaca hatirlanip, daha sonra kokli diizgiin
ikili agag tanimu ifade edilecektir.
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Sierpinski ii¢geninin iizerindeki noktalarimin kod temsilleri: Koseleri P = (0,0), Q = (1,0) veR =
G,?) olan eskenar Sierpinski tiggenini diisiinelim. S, = {0a,asa, ... : a; € {0,1,2}}; S nin sol alt
pargasi, S; = {layasay ... : a; € {0,1,2}}; S nin sag alt pargasi ve S, = {2a,asa, ... : a; € {0,1,2}};
S nin st pargasidir ve Sekil 2 de goriildiigi gibi S = S; US, U S, olur.

R

Sekil 2. Sierpinski tiggeninin Sy, S; ve S, alt iggenleri

Benzer bir yolla, S, in sol alt, sag alt ve list ligenleri sirastyla S, o, Sq,1 V€ Sg,, belirtilir. Genelleme
yaparsak, Sg, q,..q, (@; € {0,1,2} vei = 1,2,...,n) S nin kiigiik bir alt liggeni olmak iizere,

Salv Salaza Salazaga- ) Salaz...ana- ..

kime dizisi i¢in Sg, O Sgia, 2 Saja,a5- 2 Sajay..a, 2--- liskisi gegerlidir ve Cantor arakesit
teoreminden

n Salaz...an = {4}
n=1

olacak sekilde A € S vardir. a;a, ...a, .., A noktasinin kod temsili olarak adlandirilir. Eger 4 € S
noktas1 S nin ayni seviyedeki iki alt tiggeninin tek kesisim noktasi ise bu durumda a, a, ... a,aBgp ...
Ve a1a; ...apfaaa ... (a, B € {0,1,2} ve a # ) olacak sekilde iki farkli kod temsiline sahiptir. Aksi
taktirde, A bir tek kod temsiline sahiptir. Sierpinski tiggeninin S, alt tiggeninin kdse noktalarinin kodlari,
P, =0000..,Q, = 0111 ..., R, = 0222 ...ile belirlenir. Ayrica, S, nin P;Q,, Py R, Ve Q4R kenarlari,
iizerindeki noktalarin kod temsilleri tarafindan

PsQs ={0anans1an42 -+ a; € {0,1} }

P;Ry = {00y an41an4z - a; € {0,2} }

QoRs = {0nan41ansz - @; € {1,2}}
kiimeleri olarak ifade edilir.

Tammm 1.1. i = 1,2,3,... i¢in aq;,b; €{0,1,2} ve i =1,23,...,k — 1 i¢in a; = b; ve a, # b, olmak
iizere a,a; ...Aax_10;Qk41 - V& biby ...bp_1bybyyq ... Sierpinski licgeninin sirasiyla A ve B
noktalarinin kod temsilleri olsunlar. a; # ¢ # by , ¢, € {0,1,2} ve
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0 a; =by ise 0 b; =ayise
a; = { ¢ k . ve ﬁi = { ¢ k .
1 a; # by ise 1 b; # qyise

0 b;=cy ise

_{0 a; = ¢ ise
vi= 1 b; #cy ise

1 a; #cy ise ve 8i:{

olmak tiizere, S {lizerindeki i¢sel metrik;

_ - a+p; 1 - Yi +6;
d(A,B):mm{z CH o Y I ‘} 1)

i=k+1 i=k+1

seklinde ifade edilir. ¢ = a,a; ... ap_4 olmak iizere,

a; + B;
21’

i=k+1

degeri S5q, N Sp, noktasindan gegen en kisa yolun uzunlugu,

1 o v+
P Z 2

i=k+1

degeri ise Sg, alt liggeninin (Sgq, N Soc,) (Sop, N Soc,) kenarindan gegen en kisa yolun uzunlugunu

ifade etmektedir. Burada ;—k degeri ise (Sgq, N Soc,) (Sob, N Soc,) kenarinm uzunlugudur.

Koklii diizgiin ikili agac: Agac, genel olarak hi¢bir dongii igermeyen baglantili bir ¢izgedir. Koklii
diizgiin ikili agag¢ ise sadece bir kdsesinin derecesi iki, diger kdselerinin derecesi ii¢ olan agactir.
Derecesi iki olan kose agacin kokiidiir. Burada bir kosenin derecesi ile bu koseye gelen ve bu koseden
cikan kenar sayilarinin toplami kastedilmektedir. Bu yapida, her bir kose noktasindan ¢ikan kenar sayisi
iki, kok haric diger koselere gelen kenar sayisi birdir. Ornek vermek gerekirse, X = {0,1} kiimesi igin,
bos kelimeyi iceren X iizerindeki biitiin sonlu kelimelerin kiimesi,

X' = {xox1x3 ...xp | x; € X,m = 0}

tarafindan belirtilsin. Agik olarak, X* kiimesi sonlu agacin kose kiimesidir. Bu agagta iki kdsenin bir
kenar tarafindan baglantili olmasi i¢in gerek ve yeter sart v € X* ve x € X olmak iizere bu iki kdsenin
v, vx formunda olmasidir. @, X* agacinin kokiidiir ve bu agacin m. seviyesi ise X™ ile gosterilir. Her
bir seviyedeki kose noktasindan ¢ikan kenar sayisi iki oldugundan bu bir koklii diizgiin ikili agac
modelidir (Sekil 3).

D

00 01 10 11

000 001 010 011100 101 110 111

Sekil 3. Koklii diizgiin ikili agacin ilk ii¢ seviyesi
4
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2. SIERPINSKIi UCGENi VE KOKLU DUZGUN iKiLi AGAC ARASINDAKI ILISKi

Bu boliimde, koklii ikili agag ile Sierpinski tiggeni arasindaki bir iliskiden bahsedilmektedir. Bu iliskiyi
vermeden 6nce Teorem 2.2 in ispatinda siklikla kullanacagimiz asagidaki 6zellik ispatlanacaktir.

Yardimei Teorem 2.1. A ve B noktalari, Sierpinski liggeninin bir S,; alt tiggeninin farkli iki kose noktast
ise bu iki nokta arasindaki en kisa yol bu alt tiggenin bu noktalarini birlestiren AB kenaridir.

Ispat: 0 = a;a; ...an_q, a; € {0,1,2} olmak iizere Sierpinski iicgeninin S, alt iicgenini diisiinelim. A
ve B noktalar1 S, alt tiggeninin farkli iki kose noktasi olsun. Bu durumda a;, b; € {0,1,2}, a,, # b,
olmak iizere, A ve B noktalarmin kod temsilleri sirasiyla, a4a,..a,_1a,a,0,ay, ... Ve
a,a; ...an_1bpyb, b, by, ... olur. Acik olarak A ve B noktalar1 arasindaki en kisa yol

Soay N Sop, = {0anbnbnby ...} = {obpazana, ...}

noktasindan ge¢melidir.

b Q

Sekil 4. Sy1 alt liggeninin A ve B kdselerinden en kisa yol (yesil)

Ciinki, a,, # b, oldugundani =n+1,n+2,n+ 3,... igina; = ; = 1 olup,

o 1+ 1
d(A’B) = z 21 = on-1

i=n+1

elde edilir. Aksi taktirde, a, # ¢, Vve b, #c,o0lup i=n+1,n+2n+3,.. iciny;=6=1
oldugundan,

1 = 1+1 1 1
AAB) =t ) =

i=n+1

elde edilirdi (6zel bir 6rnek i¢in Sekil 4 e bakiniz). Diger alt tiggenler igin de benzer yol gecerli olup A
ve B noktalari arasindaki en kisa yol Sierpinski iiggeninin S,; alt iggeninin

AB = {0XnXn11Xn42Xn43 - ¢ Xi € {@n, b}
kenarindan geger.
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Teorem 2.2. Sierpinski liggeninin R kdse noktasindan PQ kenarma olan en kisa yollarm kiimesi, kokii
R olan kokli diizgiin ikili agag belirtir.

Ispat: Sierpinski {iggeninin kod temsili 222 ... olan R kdse noktasini alalim. flk olarak, Sierpinski
iicgeninin R kosesinden PQ kenar1 lizerindeki keyfi bir noktaya en kisa yoldan ulagmak i¢in kullanilan
Sierpinski {iggeninin alt tiggenlerinin kose noktalarint ve bu kdselerin kod temsillerini, kenarlar1 ve
kenarlar tizerindeki noktalarin kod temsillerini ifade edecegiz. Son olarak, bu kdse noktalarindan iki
kenar ¢iktigini gosterip koklii diizgiin ikili agac ile olan iligkisini belirtecegiz.

Acik olarak, PQ kenari lizerindeki noktalarin kod temsilleri tarafindan
{rirprs ...t 1, €{0,1}}

kiimesi olarak ifade edilir. Bu kenar tizerinde bulunan ve kod temsili x; x, X3 ... olan Sierpinski tiggeninin
keyfi bir X noktasini alalim. X € PQ oldugundan dolay1 i = 1,2,3, ... i¢in x; € {0,1} dir.

Simdi d(X,R) = 1 oldugunu gosterelim. x; # 2 oldugundan dolay1 k = 1 elde edilir. Ayrica,
i =234..icin x; # 2 oldugundan dolay1 a; = 1 elde edilir. x; # 2 oldugundan , i = 2,3,4 ... i¢in
Bi = 1 elde edilir. Boylece;

[oe] [oe]

Nat B 2
D o
2 i=2

i=

olur. R noktasinin kod temsilinin ilk terimi 2 oldugundan, x; = 0isec; = 1ve x; = 1ise ¢; = 0 dur.
Her iki durumda da c; # 2 dir. Boylece i = 2,3,4 ... i¢in y; = 1 elde edilir.

_1+iyi+ 6-_1+il+ 5 _
P=om L2t T2 LT T
=2 =2

oldugundan, d(X,R) = min{u, p} = 1 bulunur.

~

ANV 0‘0 ADEDLN .' N 0

Sekil 5. R kdsesinden PQ kenarina en kisa yollarin kiimesi

Eger X noktasi P veya Q ye esitse bu iki nokta S nin kdse noktalar1 olup bu noktalar arasindaki en kisa
yol Yardimci Teorem 2.1 de dolay1 RX kenaridir ve kod temsili
RX = {ajaya3a, ... * a; € {x1,2}}
6
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dir. X, S nin P ve Q kose noktalarindan farkl1 olsun. ilk olarak S, . NS, noktasindan gegen en kisa yolu
diisiinelim. Sy, NS, = {X1} noktasinin iki kod temsili 2x;x;%; ... ve x;222 ... dir. Kod temsilleri

sirastyla 222 ... ve 2x;x1X; ... 0lan R ve X; noktalar1 S, alt iggeninin iki kdse noktasi olup Yardimci
Teorem 2.1 den dolay1 bu noktalar arasindaki en kisa yol bu alt {iggenin kose noktalarini birlestiren
kenardir ve bu kenarin kod kiimesi:

RXl = {2a2a3a4 et ag € {xly 2}}

ile ifade edilir. Simdi X; ve X noktalarindan gecen en kisa yolu bulalim. Eger X; ve X ayni alt iiggenin
iki kose noktasi ise Yardimer Teorem 2.1 geregince en kisa yol direk olarak bulunur. Yani; x; # ¢; # 2
olmak iizere bu yol Sy alt liggeninin X; X kenaridir ve kod temsili

XX ={xaza3a, ... a; € {cy,2}}

olarak elde edilir. Bu ise X in kod temsili 0111.. veya denk olarak 1000 ... olan noktada gegerlidir.
Dikkat edelim ki, bu durumda i = 2,3,4 ...i¢in §; = 0 oldugundan p = 1 bulunur ve boylece p ve p nun
hesabinda goriildigi gibi iki en kisa yol vardir. En kisa yollardan biri S, N S, noktasindan digeri ise
(Sx, NS¢, ) (S2 N S¢,) kenarindan gegmelidir. Burada (Sy, NS¢, ) (S2 N S¢,) kenarindan kod kiimesi:

(Sx, NSe, ) (S2NSe) ={c1azazay ... ¢ a; € {xy,2}}

ile belirlenir. Bu durumda S, N S. = {X;'} noktasmnin kod temsilleri 2¢;¢;¢; ... ve ¢;222 ... olup kod
temsilleri sirasiyla 222 ... ve 2¢;¢q¢q ... 0lan R ve X' noktalar1 S, alt tiggeninin iki kdse noktast olup
Yardimc1 Teorem 2.1 den dolay1 bu noktalar arasindaki en kisa yol bu alt {iggenin kdse noktalarin
birlestiren kenardir ve bu kenarin kod kiimesi,

in = {2aza3a4 wta; € {c1,2}}

ile gosterilir. Boylece R ve X noktalar1 arasindaki en kisa yollardan digeri RX; ile (S, NS;, ) (S N
Se,)=X X;' kenarlarinin birlesimidir.

Simdi X; ve X noktalarinin aynm alt liggenin iki kdse noktasi olmadigi durumu diisiinelim. Bu
noktalardan gegen en kisa yol az dnce yapilana benzer sekilde Sy, N Sy, noktasindan gegmelidir. Bu
noktay1r X, olarak adlandiralim. Ac¢ik olarak bu noktanimn iki kod temsili sirasiyla x;2x,x,%, ... Ve
X1X222 ... dir. X; ve X, noktalar1 Sierpinski liggeninin Sy, alt liggeninin kdse noktalar1 olup bu iki
kose noktast arasindaki en kisa yol Yardimcr Teorem 2.1 den dolayr bu alt iiggenin bu koselerini
birlestiren kenaridir ve bu kenar iizerindeki noktalarin kod temsilleri ile

X1X2 = {x12b3b4b5 . bl € {xZ, 2}}

olarak belirlenir. Eger X, ve X ayni alt liggenin iki kose noktasi ise Yardimci Teorem 2.1 geregince en
kisa yol direk olarak bulunur. Yani; x, # ¢, # 2 olmak {izere bu yol S, ,, alt liggeninin X,X kenaridir
ve kod temsili

X, X = {x1x,a3a40a5 ...+ a; € {cy,2}}

olarak elde edilir. Bu ise X in kod temsili x;0111.. veya denk olarak x; 1000 ... olan noktada gecerlidir.
Benzer sekilde bu durumda da iki en kisa yol vardir. u ve p nun hesabinda goriildiigii gibi en kisa
yollardan biri S, , NSy, noktasindan digeri ise  (Sx, x, N Sx,c,) (Sx,2 N Sx,c,) kenarindan
geemelidir. Burada (Sy, x, N Sy, ¢, ) (Sx,2 N S, ¢,) kenari, {izerindeki noktalarm kod temsilleri ile

7
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(Sx1 x, N lecz ) (lez n lecz) = {x1c,a3a405 ... : a; € {x;,2}}

olarak  belirlenir. Bu durumda Sy , NSy ., = {X;'}noktasin kod temsilleri x;2c;cpc; ... Ve
X1€2222 ... olup, kod temsilleri sirasiyla x;222 ... Ve x;2¢;C,C, ... Olan X; ve X,' noktalar1 S, , alt

iicgeninin iki kdse noktasi olup Yardimc1 Teorem 2.1 den dolay1 bu noktalar arasindaki en kisa yol bu
alt tiggenin kose noktalarini birlestiren kenardir ve bu kenar iizerindeki noktalarin kod temsilleri ile

X1X; = {x12a3a405 ... : a; € {cy,2}}

olarak gosterilir. Boylece X; ve X noktalari arasindaki en kisa yollardan digeri X;X3 ile (Sy, x, N
Sxicy ) (Sx,2 NSy c,) = XX kenarlarmin birlesimidir.

Benzer yolla devam edersek, X;, ve X, noktalari Sierpinski liggeninin Sy, x, x> alt licgeninin kdse
noktalar1 olup bu iki kose noktasi arasindaki en kisa yol Yardimci Teorem 2.1 den dolay1 bu alt tiggenin
bu koselerini birlestiren kenaridir ve bu kenar iizerindeki noktalarin kod temsilleri ile

XnXn41 = {x1x2x3...xn2Wn+2Wn+3 -t Wi € {xn+1’2}}
olarak elde edilir.

Boylece R = X, ve X noktalar1 arasindaki en kisa yolun kod kiimesi; eger X noktasi alt iiggenlerin bir
kesisim noktas1 degilse,

UXiXi+1
i=0
RX; U XX, U X5X5 U .U X Xpeq U oo

{2a,a3a, ... : a; € {x1,2}} U {x;2b3bybs ... : b; € {x;,2}} U ...
V) {xleX3 ...anWn+2Wn+3 .t Wy € {xn+1, 2}} U..

RX =

olarak belirlenir (Sekil 6).

Eger X, n. adimdaki iicgenlerin kesisim noktasi ise, x,, # ¢, # 2 olmak lizere, R = Xy ve X = X;,41
noktalari arasinda iki en kisa yol vardir ve bu yollarin kod kiimeleri,

R R

Sekil 6. R ve X arasindaki en kisa yol tizerindeki noktalar

8
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RX = RX,UX.XyUXyX3U ..UXy 5Xy 1 UXy 1 X, UXpX
= {2aya3a4 ..: a; € {x1,2}} U {x;2b3bybs ... : b; € {x;,2}} U ...
U {21053 o Xy Wi 1 Wiz e 2 W € {cp, 23}
ve
RX RX; UX; X, UX,X3U L UX, 52X, 1 UX, 1 X, UX,'X

{2a;a3a4 ...+ a; € {x1,2}} U {x;2b3bybs ... : b; € {x;,2}} U ...
U {3323 o0 2WnWppq ot Wy € {0, 23 U {1 200%3 o cqWnWigq oo Wy € {x, 23}

olarak formiile edilir. Bu insada goriildiigii gibi Sierpinski iiggeninin R kose noktasindan PQ kenari
tizerindeki keyfi bir X noktasina ulagsmak i¢in izlenen en kisa yollarin kiimesinde, Sierpinski iiggeninin
alt iggenlerinin kose noktalarinin kod temsilleri

222 ., 2X0X0X1 o) X12X3X0 X0 v, X1 X 2X3XZXT very weey X1X2X3 wee X1 2Xn X Xy wee )y oo

olur. Ayrica, kod temsili 222 ... olan kose noktasindan gecen kenarlar iizerindeki noktalarin kod
temsillerin kiimesi

{2a2a3a4 ot € {x1,2}}

olup, X in se¢iminden x; = 0 veya x; = 1 oldugundan R kdse noktasindan ¢ikan bu iki kenarin kod
temsillerin kiimesi swrastyla {2a,azay ... : a; € {0,2}} yada {2a,asa, ... : a; € {1,2}} olmaldir. Bu
kose noktasi diginda alacagimiz keyfi bir xqx,X3 ... X1 2X, X, Xy, ... kOse noktasindan ¢ikan kenarlar
iizerindeki noktalarin kod temsillerin kiimesi

{x1x2x3 ---xn—lxnzwn+2Wn+3 oW € {xn+1'2}}

olup, X in segiminden x,,; =0 veya x,,; =1 oldugundan x;X,X3...X,_12X,XpXy ... kOsE
noktasindan ¢ikan bu iki kenarin kod temsillerin kiimesi sirasiyla {x1x2x3 e X1 X 2Wh o Wiy 3 oo
w; €{0,2}} vyada {x1x3%3 ... Xp_1Xn2Wp1oWni3 .ot w; € {1,2}} olmahdir. Béylece, R kdse
noktasindan PQ kenari iizerindeki keyfi bir X noktasina ulagsmak icin izlenen en kisa yollarin kiimesi
Sierpinski liggeninin bir alt kiimesi oldugundan agik olarak hi¢bir dongii icermez, baglantilidir ve her
kose noktasindan tam olarak iki kenar ¢iktigi i¢in kokii R olan kokli diizgiin ikili agac belirtir.

Ornek 2.3. X noktasmin kod temsili 1100 ... olsun. X ve R noktalar1 arasindaki en kisa yollarin kod
kiimelerini bulalim. A¢ik olarak X noktasinin iki kod temsili oldugundan, kod kiimeleri

RX ={2ayaza, ...: a; € {1,233 U {12b3b,bs ... : b; € {1,2}} U {11wsw,ws ... : ¢; € {0,2}}

ve
RX ={2a,asa, ..: a; € {1,2}} U {12waw, ...: w; € {0,2}} U {10b3b, ...: b; € {1,2}}

olacak sekilde Sekil 7 de kirmizi ile gosterildigi gibi iki farkli yol vardir.

Ornek 2.4. X noktasinin kod temsili 0101100 ... olsun. X ve R noktalar1 arasindaki en kisa yollarin kod
kiimelerini bulalim. Ag¢ik olarak X noktasinin iki kod temsili oldugundan, kod kiimeleri
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RX = {2a,aza,..: a; €{0,2}}U{02bsh,bs ... : b; € {1,2}} U {012v,v5 ... : v; € {0,2}}
U{0102ysy; ... : ¥; € {1,2}}u{01012wew; ... : w; € {1,2}}
U{01011z¢z; ...+ z; € {0,2}}
Ve

RX = {2a,a3a,..: a; € {0,2}}U{02b3b,bs...: b; € {1,2}} U {012v,v5 ... : v; €{0,2}}
U {0102ysys ... : ¥; € {1,2}} U {01012wew;, ... : w; € {0,2}}
U{01010z¢z; ... : z; € {1,2}}
olacak sekilde Sekil 7 de mavi ile gosterildigi gibi iki farkli yol vardir.

R

Sekil 7. R = 222 ...den 11000 ... (kirmizi) ve 01011000 ... (mavi) ya kisa yollarin kiimesi

Not 2.5. Benzer sekilde gosterilebilir ki, kKose noktast P olan Sierpinski tiggeninin QR kenarina olan en
kisa yollarin kiimesi kokii P olan bir ikili agag belirtir. Eger X noktas: alt tiggenlerin bir kesisim noktasi
degilse, X, QR iizerinde bir nokta olmak iizere, P = X, ve X noktalar1 arasindaki en kisa yolun kod

kiimesi;
(00
U XiXiv1
i=0

PX,UX; X, UX, XU UXpXpiq U

{0a2a3a4 et Qg € {xl, 0} U {X10b3b4b5 .. v bi S {xz, 0}} U ..

U {x1%2%3 X 0Wn 2 Wpy3 ot Wi € {Xnyq, 03} U .

olarak belirlenir. Eger X, n. adimdaki alt tiggenlerin kesisim noktas ise, x,, # ¢, # 0 olmak iizere, P =
X, ve X = X1 noktalar1 arasindaki en kisa yollarin kod kiimeleri,

PX

PX = PX,UX;XyUXyX3U ...UXp_yXp_1 UXp_1X, UX,X
= {0ayaza, ..: a; € {x1,03} U {x,0b3bsbs ... : b; € {x5,0}} U ...
U {x1X2%3 oo Xy Wy 1 Wnpo o 0 W; € {cp, 03}
Ve
PX PX; UX; X, UXo X3 U U Xy o X UX1 X' UX,'X

{0ayazay ...+ a; € {x;,0}} U {x;0b3b,bs ... : b; € {x;,0}} U ...
U {1323 . OWpWppq ot Wy € {Cp, 03} U {1 205%3 oo cuWnWiiq oo Wy € {x,, 03}
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olarak formiile edilir.

Ayrica, kdse noktasi Q olan Sierpinski {iggeninin PR kenarina olan en kisa yollarin kiimesinin kokii Q
olan bir ikili agag belirttigi benzer yollarla gosterilebilir. X, PR lizerinde bir nokta olmak {izere, Q = X,
ve X noktalar1 arasindaki en kisa yolun kod kiimesi; eger X noktas alt liggenlerin bir kesisim noktasi

degilse,
U XiXit1
i=0

QX
QX1 UX1 X, UX,X3 U UXp X q U
{laazay .. : a; € {x1, 1} U {x;1b3b,bs ...: b; € {x3,1}} U ...
U {x1x2x3...xn1Wn+2Wn+3 vt Wi € {Xpyg, 1}} u..
olarak belirlenir. Eger X, n. adimdaki tiggenlerin kesisim noktasi ise, x,, # ¢, # 1 olmak iizere, Q =
Xy ve X = X, 44 noktalar arasindaki en kisa yollarin kod kiimeleri,

0X = QX,UX;X,UX,XsU .oUXp oXn 1 UXp1Xn UX X
= {layaza,..: a; € {x1, 13} U {x;1bsbybs ... : b; € {x;,1}} U ...
U {1 %2%3 oo Xy Wy Whao o 0 Wy € {cp, 13}
ve
QX QX; UX1X, UX,X3 U UX, o X, UX 1 X, UX,'X

{laazay .. : a; € {x1, 13} U {x;1bsbybs ... : b; € {x;,1}} U ...
U {o305205 o TwpnWigq oot Wy € {0, 13U {20005 cpwyuWiy g ot Wy € {0, 13}

olarak elde edilir.
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