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OZET

Xn74 yn—5 y — yn74xn75
' Jn
yn—l(an + bnxnfzynf3xnf4yn75) anl (an + ﬂnynfzxnffsyn—AanS)

formda ¢oziilebildigi gdsterildi. Burada (a,) . ,(b,),_ + (@), +(B),., birer dizive je{1,2,3,4,5} icin X,y ;,

Bu ¢aligmada, X, = ,neN,, fark denklem sisteminin kapal1

baglangi¢ sartlari reel sayilardir. Ayrica (a,) . (b,), . (), + (B),., dizilerinin sabit oldufu durumda bahsi gegen

sistemin ¢oziimlerinin periyodikligi ve asimptotik davranist da incelendi.
Anahtar Kelimeler: Fark denklem sistemi, Asimptotik davranig
ON A SOLVABLE SYSTEM OF DIFFERENCE EQUATIONS OF FIFTH-ORDER
ABSTRACT

In this paper, we show that the difference equation system
= Xo-aYns Y, = Yo-sos ,ne N, where the sequences
yn—l (an + ban—Z yn73Xn74 ynf5) anl (an + ﬂn yn72Xn73 yn—AXn75)

(an)nEN0 , (bn)nEN0 NEA )ngND (B, )ngND and the initial values x_;,y_, je {1,2,3,4,5}, are real numbers, can be solved in the

Xﬂ

closed form. Also, for the case when all the sequences (a,), .+ (B,),y - (@), - (B,),.y, are constant, the asymptotic

neN,

behavior and periodicity of solutions of aforementioned system are investigated.

Keywords: System of difference equation, Asymptotic behavior

1. GIRIS

Son zamanlarda lineer olmayan fark denklemeleri ve bu denklemlerin sistemleri ile ilgili literatiirde
¢ok fazla sayida ¢alisma vardir [1-36]. Lineer olmayan fark denklemleri ya da fark denklem
sistemlerinin dikkat ¢eken bir yonii de kapali ya da agik formda ¢oziilebilen denklem ya da sistemler
bulabilmektir. Bu tipteki fark denklemlerinin ya da onlarin sistemlerinin ¢dziimleri i¢in elde edilen
formiiller, denklemlerin ya da onlarin sistemlerinin ¢dziimlerinin bir ¢ok &zelligini belirlemede
kullanilabilecegi agiktir. Bu nedenle lineer olmayan bir fark denklemi veya sisteminin ¢6ziimlerini
elde etmek ilgi ¢cekici olmasinin yaninda oldukca dnemlidir.

(an )neN0 , (bn )neN0 diziler ve X_;, je {1, 2,3, 4}, baglangig sartlar1 reel sayilar olmak tizere;

X X
X, = Lend , neN,, )
Xn—l (an + bn Xn72Xn73Xn74)
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fark denkleminin goziimleri elde edilmistir. Burada (a,) _ ,(b,) _, dizilerinin sabit oldugu durumda
¢ozlimlerin davranis1 da incelenmistir [24].
Xn 4Xn 5

X, = —= ,nNeN,, (2
Xn—l (ili Xn—2 Xn—3 Xn—4 Xn—5 )

besinci mertebeden bazi rasyonel fark denklemlerinin ¢éziimleri timevarim yontemi kullanarak elde
edilmistir. Burada baslangi¢ sartlart X_;, je {1, 2,3 4,5}, reel sayilardir [15].

Bu ¢alismada ise, (2) denkleminin hem genellemesi hemde sisteme genisletilmesi olan asagidaki fark
denklem sisteminin,

X = Xn—4 yn—5
yn—l (an + bn Xn;yn3xn4 yn—5 ) (3)
yn — yn—4 n-5 ne NO,

Xn—l (an + ﬂn yn—Z Xn—3 yn—4Xn—5 )
¢Oziimleri, donisiimler yardimiyla teorik bir sekilde aciklanarak elde edilmistir. Burada
(an)neNO ,(bn)neNo (e, )neN0 , (ﬂn)neN0 birer dizi ve x_;,y_, j €{1,2,3,4,5}, baslangi¢ sartlari sifirdan

farkli reel sayilardir. Ayrica, (a,) (). » (B,),. dizilerinin sabit oldugu durumda

neNg ! (bn )neNO !

yukarida verilen sistemin ¢oziimlerinin periyodikligi ve asimptotik davranis1 da incelenmistir.

2. (3) SISTEMININ KAPALI FORMDA COZUMLERI

Tamm 2.1. [5] (X,.Y, )nz_5 (3) sisteminin bir ¢oziimil olsun. Eger Vn=n, i¢in X, , =X,, Y., =Y,
kosulunu saglayan bir n,>-5 tam sayis1 varsa (Xn, Y, )nz_5 ¢ozlimiine er-ge¢ p-periyotludur denir.

Eger n,=-5 ise, (X,.Y,),. ; ¢oziimiine p-periyotludur denir.

Lemma 2.2. [5] (a, )neN0 , (b, )neNO reel say1 dizileri, Yomei» 1€{0,1},
Yomsi = Bomsi Yo(m 1)+ +b,,..,,meN,, denkleminin ¢6zimii olsun. O zaman ie {0,1}, m>-1 igin

verilen denklemin genel ¢6ziimii

m m m
Yomsi = yi—ZHa2j+i + szm H Qi
-0 =0

j=1+1
diir. Dahasi eger (@, )ngN0 (b, )neN0 dizileri sabit ise i €{0,1}, m>-1 i¢in

_am+l
a™y. , +pi=2 , a=#l
Yomsi = l1-a dir.

Y, +b(m+1), a=1

(Xn, yn)nz_s, (3) sisteminin bir ¢dzimii olsun. Eger x_;, y_;, j=12,3,4,5, baslangi¢ sartlarindan en
az biri sifir ise, o zaman 3n, € N, vardir dyle ki x, =0 yada y =0 olup x,, yaday, ,

terimlerinden biri tamimsizdir. Oregin x . =0 ise 0 zaman y,=0 olup, (3) sisteminden x,'in
tanimsiz oldugu kolayca goriilebilir.
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Tersine neN, ve 0<n<n -1 i¢in x,#0 ve x, =0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda (3)
sisteminin ilk denkleminden y, ;=0 oldugu, (3) sisteminin ikinci denklemi ve kabuliimiizden de
Yoo =0 oldudu goriilir. Bu islemler tekrar edilirse 3 j, € {1,2,3,4,5} icin y ; =0 oldugu kolayca
goriilir. Benzer sekilde n,eN, ve 0<n<n,-1 icin y,#0 ve y, =0 oldugu kabul edilirse
3j, e{1,2,3,4,5} igin x ; =0 olacagl, (3) sistemi ve kabulden kolayca gorilir. Dolayistyla, (3)
sisteminin her iyi taniml1 ¢6ziimii i¢in,

X,Y, 70, n>-5, (4)

olmasi igin gerek ve yeter sartin X A je {1,2,3, 4,5}, olmasidir. Bundan sonra (3) sisteminin
(Xn,yn )n?5 ¢Oziimiiniin (4) esitsizligini saglayan ¢oziimleri oldugunu kabul edecegiz. ¥n>-5 igcin,

XY, #0 oldugu dikkate alinirsa

u, = 1 WV, = 1 , N>-2, (5)
Xn yn—lxn—z yn—3 yn Xn—l yn—z Xn—3
doniisiimiinden (3) sistemi
u,=au, ,+b,v, =V, ,+p,neN,, (6)

ikinci mertebeden degisken katsayili lineer denklemlere indirgenir.
Lemma 2.2° den (6)’ daki denklemlerin genel ¢oziimleri

m m m
Upmyi = ui—ZHa2j+i +Zb2l+i H i (7
i=0 1=0

j=1+1

m m m
Vomai :Vi—ZHa2j+i + Zﬂzm H Ay (8)
i=0 =0

j=l+1

seklindedir. (5) doniisimiinden, i, € {0,1, 2,3} n>-2

X — 1 — V4n+i1—1
4n+i 4(n-1)+i
' u4n+i1 y4n+i1—lx4n+i1—2 y4n+i1—3 u4n+i1 (e (9)
y _ 1 _ u4n+i1—1
4n+ip T - 4(n-1)+i
' V4n+i1 X4n+i1—1y4n+i1—2X4n+i1—3 V4n+i1 '
esitlikleri yazilabilir.
(9)° daki denklemlerde (7) ve (8) ¢oziimleri yerlerine yazilirsa, m>—-1, je{0,1}, ie{-1,0} i¢in
_ V4m+2j+i—l
X4m+2j+i - 4(m-1)+2 j+i
Am+2 j+i (10)
il V4s+2j+i—l
=X j+i—4H
s=0 u4s+2j+i
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_ u4m+2j+i—1
y4m+2j+i - Vv y4(m—1)+2j+i
Am+2 j+i
+2 j+ (11)
m oy o
_ 4542 j+i-1
= y2j+i—4H—
s=0 V4s+2j+i
elde edilir. (7), (8), (10) ve (11) denklemlerinden (Xn1yn )n>75 fark denklem sisteminin ¢éziimleri
2s+j-1 2s+j-1 2s+j-1
H Oy + Z B H Qy;
i=0 i=1+1
X4m+2j—1 21 SH 2s+j-1 Zs+1 -1 2s+j-1
s=0
u -1 H a'2|+1 + Z b2I+l H 2i+1
i=1+1
2s+j-1 2s+j-1 2s+j-1
m HO‘2.+Y2 3Y4—5Zﬂ2|Ha2i
i=0 i=l+1
2] 5H 2s+j-1 25+j—l 2s+j-1
H a2|+1+x 1y 2 3y 4 z b2I-¢-1 H a2|+l
i=l+1
2s+j-1 2s+j-1 2s+j-1
m V—l H a2|+1+ Z ﬂ2I+1 H a2|+1
— i=0 i=l+1
X4m+2j - X2j—4H 2s+] 25+] 2s+]j
s=0
u_ Ha2| +zb2IHa2|
1=0 i=l+1
+j-1 2s+j-1 2s+j-1
H 2|+1+ y— Zy 374 Z ﬂ2I+l H a2|+1
i=l+1
- X2j—4]1 +]j 25+j 25+]
5=
Y H i TX,Y X 4y5Zb2|Ha2,
i=0 i=l+1
2s+j-1 2s+j-1 2s+j-1
m U & + by, H &
i=0 1=0 i=l+1
y4m+2] -1 yZ] SH 2s+j-1 2s5+j-1 s+j-1
s=0
v, Xy Pora Urin
i=0 1=0 i=1+1
2s+j-1 2s+j-1 2s+j-1
m Ha2|+X2y X4y ZbZIH 2i
i=0 i=l+1
S+

Y
- y2] SH 2s+j-1 2s+j-1
2i+1+ Y XoY 53X,y Z :82|+1 H i
1=0

i=l+1

2s+j-1 2s+j-1 2s+j-1

m u—l I I a2|+1+ Z b2I+1 I I a2|+l
_ I I i=0 i=l+1
y4m+2j - y2j—4 2s5+j 23+] 25+

0 v Ham + Zﬂzl Ha2|

i=1+1
25+ j-1 2s+j-1 25+ j-1
X—5 H a2|+l + X—ly 2 3y— Z b2I-¢-l H a2|+1
_ i= i=l+1
- yzj 0 2s5+]j 25+] 2s+]
Ha2|+y2 3Y 4 -SZﬂmHaz.
i=l+1

seklindedir. Dolayisiyla asagidaki teorem ispatlanmis olur.

32



Yazlik ve Kara / Eskisehir Teknik Univ. Bil. Tek. Der. B- Teorik Bil. 7 (1) — 2019

Teorem 2.3. (Xn, A )n?5 (3) sisteminin iyi tanimli ¢éziimii olsun. O zaman (3) sisteminin ¢dziimleri
m>-1 je {0,1} icin

2s+j-1 2s+j-1 2s+j-1
ERE | CRTERT A e

i=0 i=1+1

4m+21 4= 2J 5II (25+] -1 ZS+J -1 2s+j-1 ]

H a2|+1+X 1y 2 3y 4 Z b2|+1 H a2|+1

i=l+1

2s+j-1 2s+j-1 2s+j-1
I I 6¥2|+1+y X2y X—4 Z ﬂ2l+1 I I a2|+1
H i=0 i=l+1
4m+21 2] -4 0 25+ 2s+j  2s+]j
s=
Y

Ha2| +X,Y X 4ySZbZIHa2|

i=l+1

m

2s+j-1 2s+j-1 2s+j-1
1 Ha2|+xzy X4y Zb2|Ha2l

i=l+1

y
Yami2ja = Yoo SH [25+ =) 2ol 2srjd J

y 5 H a2|+l+y X 2y 374 Z ﬂ2I+l H %rin

i=0 i=l+1
2s

-1 2s+j-1 2s+j-1
m X -5 H aZi+1+X71y72X73y4 z b2I+1 H a'2i+1

1=0 i=1+1

+

Yamizj = Y2i- 4H

N
12
+

i
0

j 25+] 2s5+j
1( Oy + Y, X 3Y 4 -5Zﬂ2|H0‘2|]

i=0 i=l+1

seklindedir.
3. KATSAYILARIN SABIiT OLDUGU DURUM

Bu béliimde (3) denklem sisteminde, Vne N, a,=a, b, =b, o, =a, , = sabit katsayili lineer
olmayan

X = Xn—4 yn—5
yn—l (a + bXn—Z yn—B Xn—4 yn—5 ) (12)
yn = yl’l—4Xn—5 ’ ne NO,

Xn—l (a + ﬂynfzxn—s yn—4xn—5 )
rasyonel fark denklem sisteminin ¢oziimii ve ¢ozlimlerinin asimptotik davramiglari incelenmistir.

Burada a,b,a,p reel sabitlerdir. Bu alt bolimde ¢6ziimlerin iyi tamimli  yani
Vne Ny, Yoi(a+bx 5V, 5% 4Yas)# 0 Xy (@+ BY, 2% 3YnaX,s)#0 oldugu kabul edilmistir.

Teorem 3.1. (Xn, Y, )nz_5 (12) denklem sisteminin iyi tanimli ¢ozimii, a=1, a =1, i=12,3,4,5 i¢in

X; #0,y; #0 olsun. Bu durumda (12) denklem sisteminin ¢oziimleri

H X, (1= a(ﬂY2 LYo+ (l-a = BY XY X ) 23”)
4m+2]l 215SO X o 1 a)(bX VXYt (1—a—bX,1y,2X,3y,4)a2“j)

mYs (1— a)(ﬂy71X72y73X4 + (1— o _:By71X,zy,3X,4)azs*j)

Xami2j = ij—4H

s Ya(l- a)(bxfz YaX4Ys+ (1_ a—bX,Y X, Y )azs+j+1)
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y —y H V(1= a)(bx,y X,y +(1-a—bx,y X,y )a™")
4am+2j-1 2j-5 s=0 y,5 (1— a)(ﬂy71X72y73X74 + (]_—a _ﬂy,1X,2y,3X,4)a25” )

y -y ﬁ X5 (1_ a)(bxflyfz XY+ (1_ a- bx—ly—Z X3 y74)azs+j )
e e s=0 X3 (1_ a)(ﬁyfzxfsyfﬁ(fs + (1_ a-— ﬂy72X,3 Y_4Xs )a25+j+l)

seklindedir. Burada j €{0,1}"dir.

Ispat: (7) ve (8) denklemlerinde ¥neN, i¢in a,=a,b,=b, «,=a, S, =Balmsa (u,)

n>-2"
(V,)..._, denklemlerinin ¢oziimii, me N, ie{0,1} igin,

m+1 m+1

-«

m+l+b1_a

Upmsi = Uio@ 1-a

_ m+1
' Vomai =i, +

l1-«a
seklinde olacaktir. Ote yandan (10), (11) denklemleri ve u,= (X,l Y, XaYa )-1 U, = (X,z VXY )_1 |
V= (Y Gy X0 ) v, = (VXY oX ) Cesitlikleri dikkate almirsa, je{0,1}igin (12) denklem
sisteminin ¢oziimleri

- (1_ a) (ﬂy_z Xo¥aXst (1_ a =Y XY 4X5s )QZS” )

X .
=0 X_ (1—a)(bx YoaXaY, +(1-a—-bx,y,x,y,)a 25“)

ame2j-1 = Xojs

Xamiaj = oioe (,Byl LY Xy F(1—a = BY_ XY X 2s+,)

(b LY o XY +(l—a—bx,y .X,Ys) 2s+,+1)

M yzjsm ( —a)(bX,Y XY +(1-a—bx,y X,y )a™")

=0 Y5 (1- a(ﬂy1 LY X H(l-a— By XLy X, )a 25+J)

o X (L1-a)(bX Y, X5y, +(1-a—bx,y x5y ,)a*")
Yame2j = Y24

s=0 X 1(1 a)(,By72 73y4X75 +(1—a—ﬂy72 73y74 75)a25+j+1)
elde edilir.

Teorem 3.2. (X,.Y,).., (12) denklem sisteminin ¢dziimii, a=1 a=1 ve i=12345 icin

X ; #0,y ; #0olsun. Bu durumda (12) denklem sisteminin ¢oziimleri

HX 1+ 25+J)ﬂy_ 3Y 4 X5
XS X5 1+(25+ J)bX,y XY,

4m+2] a=

1_[y5 1+(25+ j) BY XY sX4
21450y11+(28+1+1)bx2y3 X4Ys

4m+21

y, 1+(2s+ j)bx,y X,V
y4m+21—1 ij SH y 1+ 25+ J)ﬂy_1X_2y_3X4

moXe  1+(25+ j)bXLY XY,
Yo 4HX 1+(25+J+1)ﬂy2 3Y 4X g

y4m+21
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seklindedir. Burada j €{0,1}"dir.

Ispat: a=1 ve a=1 i¢in Lemma 2.2’den (un )n?2 ve (Vn) denklemlerinin ¢oziimleri

n>-2
Uppyi =Uip + (m +1)b’
Vomsi =Via T (m +1),[7’,

seklinde olacaktir. Ote yandan (10) ve (11) denklemlerinde yukaridaki esitlikler yerlerine yazilir ve

-1 -1 -1 -1 . .
u,= (X—ly—zxf'a‘y#l) v U, = (sz y73X74y75) ) V= (yflez y73X74) y V., = (y,zx,3y4x,5) ifadeleri
dikkate alinirsa, j e {O,l} i¢in (12) denklem sisteminin ¢oziimleri

H (1+ (25+]) BY X 5y 4% )
Xami2j1 = Xoj- 53 o X, (1+ 25+J)bX 1Y 2X3Y 4 )

oy (1+(25+ ) BYX,YaXy)

4m+2] 2] 41_[

o Y 1(1+(23+J+1)bx LY XY 5)

(1+ ZS + J)bX72y73X4y75)
Yame2j1 = Yaj- 5!_! Vs (1+(25+ ) BYX,Y 4%y

o X (1 (25 + j)bX,Y X 5y )

Yame2j = Yoi- 4H

S0 X (1+(25+ j+1) BY ,X 4YuX5)

seklindedir.

Teorem 3.3. (X,,Y, )nz_5 (12) denklem sisteminin ¢ozimi, a=-1 a=-1 b=#0, f#0 ve

1=1,2,34,5 i¢in x;#0, y,#0 olsun. Bu durumda (12) denklem sisteminin ¢dziimleri
25+]

m X, (ﬂy,2X,3y,4X,5 + (2 - ﬂy72X,3y4 )(_1) : )

=0 Xg (bx—ly—ZX—Sy 4 (2 bX 1y ,X 5. 4

i Vs (BY-XaYaXs + (2 BY.X Y X
4m+2 2 -4
i soyl(bx2y34y5 (2 bX_, Y ;X 4y5

X

amajo1 = X

2j-5 25+J

25+J

2s+]j

")
")
25+]+1)
)

m y-1(bx—zy-3x-4Y5 (2 bx oY 3X4Ys ( 1
S0 Y (,By KoY X +(2=BY X,y X, ) (- )ZS”)
( 1)25+])
(-

1)2s+1+1)

y4m+2] -1 y2] 5

m X—s(bx—ly-zx—3y4 (2 bx Yo X5Y,
Yami2j = Y2ja
5=0 xﬁl(ﬂyfzxfsy%xf5 +(2—- By, X5y 4Xs

\./v

seklindedir. Burada j €{0,1}"dir.

ispat: Teorem 3.1’den ispat agiktir.
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Teorem 3.4. (Xn, A )n?5 (12) denklem sisteminin ¢6ziimii, a=#0, «#0,b=0, =0 ve i=12,3,4,5

icin x; #0,y; #0 olsun. Bu durumda (12) denklem sisteminin ¢dziimleri

2s+]
—1
4m+21 1= 2] -5

sOX75

y 2s+j
4m+21 2]4 H 5( j
sO y

y4m+2] -1 y2] SH y_
s=0 y 5

y _ y lﬁ&(ijzyr]
4m+2j 2j-4 ass X ) a
seklindedir.

Ispat: Varsayallm ki a=0, @#0,b=0, =0 olsun. Bu durumda (12) denklem sistemi

X =Xn—4yn5 y yn4 n-5
' Jn

n

sekline indirgenir. Ote yandan Teorem 3.1°deki (Xn,yn )n> s
ayn—l axn—l o

¢oziimlerinde b=0, #=0 alinirsa

) . 1 m S(aJZS-#j
am+2j — 2j-4 T
as:Oyl a

2sri
m . a S+]j
y4m+2jl y2] N
s=0 Y5 \&

per
1mx (a )]
Yami2j = Yoja— -
a a

¢ozlimleri elde edilir. Burada j € {0,1} "dir.

Teorem 35. Varsayahm ki a=-1, a=-1b=0, f#0, (X,y,)_ . (12) denklem sisteminin iyi
tanimli bir ¢6ziimii olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur.

5 1-a l-a .
a) Eger |a|>1, x,y,X,Y,, ;tT;t XoY o XaYs  YaX,Y X, :7: Y ,X3Y X5 ise, 0 zaman
m—oo iken X, —0, |y,,| —oo"dur.
. l-a l-o .
b) Eger |a| <1, X,Y X5y, ¢—b EXLY X Y5 YXLY X, =7 =Y ,X,;Y X ise, 0 zaman

m—oo iken |x,|—o0,y, —0"dir.
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5 l-a l-«a .
c) Eger |a| >1, XY XY, = T =XoY XY YaX,Y Xy # 7 Y ,X3Y 4X 5 1SE, 0O Zaman

m—oo iken |x,|—o0,y, —0"dur.
. l1-a l-o .
d) Eger |a|<1, XY o X3Y, :T: oY X4 Ys  YaX,Y Xy ¢7¢ Y, X3Y 4X 5 IS€, O Zaman
m—oo iken x, —0,|y,|— o"dur.

o a a .
e) Eger |—|>1 X,y X5y, # b # XY XY YaX,Y Xy # 7 # Y X 3Y X5 IS€, O zaman
m—oo iken X, —0, |y, | —>oo"dur.

. a l1-a -« .
f) Eger | =<1 X, Y, X5y ,# b FXY 3 XaYs  YaXoY Xy # 7 # Y, X3Y X5 1S€, 0 Zaman

m—oo iken |x,|—o0,y, —0"dur.
g) Eger a=a,|a<l, b=8, x,=X5, Y,=Ys ise o zaman Vje{01} icin
(X4m+2j’1)neN0 '(y4m+2j’l)ngNO dizileri sabit ve (x4m+2j )neNO ,(y4m+2j )neNO dizileri yakinsaktir.

(24 .
—— =X,y X Y YaX,Y X, =——=Y,X,Y,X, yYada a=0,a=0 ise

b B

Xamej = Xj-a+ Yams = Yj-s " diir. Burada me Nyve je{-1,0,1,2}"dir.

h) Eger X,y X3y, =

i) Eger a=a=1,b=4,b=0,x,=x,, y,=Y, ise 0 zaman m—oo iken
Xamizjr = Xeio5: Xamezj =0 Yamezjs = Yajoss Yamsz; — 0" dir. Burada me N, ve je{0,1}"dir.
Ispat: m>-la=-1, a=-1Lb=0, B=0ve Vje{0,1} i¢in p3'™, p2l, g2, g}’ ifadeleri asagidaki

gibi tanimlansin.

2j-1 _ X, (1_ a)(ﬂY-zx—Sy-4X—5 + (1_ a _ﬂY-zx—ay-4X—5)a2m+j)

' (13)
Xs (1_ a)(bx‘l Yo XaYut (1_ a-bx,y,Xx,y, )az J )

2j Vs (1_ a)(ﬂy‘lx—z YaXyt (1_ a— Y X,Y X, )aszj ) (14)

"y (L a)(bX Y X,y +(T-a-bx,y X,y )at™ )

2j _ Y (1— a)(bX,z Y X, Y5+ (1— a—bx,y X,y )a2m+j ) 5

) Vs (1= a)(ﬂy‘lx-z Y X, +(1-a= By X,y x,)a’™! )

s Xs(L-a)(bxyy Xy, +(1-a=bx,y Xy, )a’™)) "

. Xfl(l_a)(ﬁy’zxﬁyf“xf5 +(1—a—ﬂy72X73y74X75)a25+j+1)

asagidaki gibi tanimlansin.

. 1-a -«
a) Varsayalimki a>1, X, Y, X, Y, # e EX,Y X Y sr Y X,V Xy = 7 =Y ,X ;Y X olsun.

(13), (14), (15) ve (16) denklemlerinden Vj e{O,l} icin

lim p™ = lim % (a) 2
m—w M2 X o (bX,l YoX3¥Yut (1_ a- bx—l YoX3Y4 )a J )

=0
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lim p2 = lim ys(1-a) |
e Y (bx"z YaXaYst (1_ a—-bx,yx, y-s)azmﬁl)
=0
lim g2/ = lim Vaa (BXoY X aYs +(1-a-bx,y px,y 5)a™™ )
Mmoo M Mmoo Ve (1_ a)
=00

X_5 (bX_ly—zx_s y_4 + (1— a— bX_ly_2 X_3 y_4 )a2m+j )

- 2j _ -
limg;' = lim
m—oo m—oo

x,(1-a)
=00
elde edilir.
b) (a)’nin ispatina benzer sekilde yapilir.
: 1-a l-a
c) Varsayalm ki |a|>1, X Y X3y, === LY aXu Y VXL,V eX, ¢7 # Y ,X Y X olsun.

(13), (14), (15) ve (16) denklemlerinden Vj {0,1} i¢in

Xfl (ﬂy,zx,3y74X75 + (1_ o _ﬁy—2X73y74X75 )a2m+j )

lim p2™ =lim
m—ow pm m—o0 X75 (1_ a)
=0
Y (BY XY X (e BY XY X, et )
limp.! =lim
m—>w m—ow y—l (1_ 0!)
=00
. 1—
lim g2 = lim v,(=a) —
mee Y g (,By,1X,2 YaXyt (1_ a—BYy X, y73X74)05 )
=0
. X . (1—
lim g2/ = lim s(1-2) e
Moo e X (BY XY X g+ (1@ = BY,X Y X5 ) )
=0
elde edilir.
d) (c)’nin ispatina benzer sekilde yapilir.

a a a
>1 XL Y XY, # e XL,V X Y s Y X,V X, # _,8 # Y ,X Y X olsun.

e) Varsayalim ki

(13), (14), (15) ve (16) denklemlerinden Vj €{0,1} i¢in
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2j-1

X3y 4 X
xl(l—a)(%+l—a—ﬂy2x3y4x5) e
(aj 17)

lim p;'~ =lim v X =
X5 (1- a)(‘ligfmf Ya i1 a- bX Y ,X 4 y_4j
=0
X,V X
yo-a) P py sy e
lim p2! = lim a
m—oo IOm m—oo bx_2 y_3X_4 y_5 ( aj (18)
y,(1-a) th(l—a—bx_zy_gx_zly_s)a
=0
bx X
, y—l(l_a)[W"‘l_a_bx—zyax-ﬂ-s) a 2m+j
li e | =
G =01 (a] (19)

X X
o P2 1 py oy x|
=0

X g (1—a)(bx‘1y‘zx‘3y“‘+1—a—bx_ly_2x_3y_4j

a2m+j

) 2i i a 2m+j

limg,’ = lim oy 21 e
m—oo m—oo a
X4 (1_ a)(y_zz_rin_A_s + (1_ a—PBY X3y (X5 )05)

(2

= 00

elde edilir. Ote yandan (17), (18), (19), (20) denklemleri, Teorem 3.1 ve |—|>1, kabuliinden ispat

a
kolayca gortiliir.
f) (e)’nin ispatina benzer sekilde yapilir.
g) Varsayalim ki a=«, |a| <l,b=g, x,=X5,¥Y,=Y; olsun. xe(-¢,&) olmak iizere

(1+ X)fl =1-X+ O(XZ) asimptotik bagimtisi, Vj € {0,1} ve yeterince biiyiik m degerleri i¢in

bX—l Yo X3Y,t (1 —a- bX—ly—Z X3Y., ) azm”

bX_,Y X 5y +(1—a—bx,y Xy, )a™™" (21)
=1

2 _ DYAXLY X, + (I-a-by_x,y.x,)a |

T by X,y X, +(1—a=hy X,y x, )@t

2j1 _
=

2m+j

1-a-b (22)
S (LR G
byfl X—Z y—3 X74
2j-1 _ by_]_X_z y_3X_4 + (1— a— by_l)(_2 y—3X_4 )a2m+]
m by,1X,2 y,3 X,4 + (1 —a— byflx,z yi3 X74 )a2m+] (23)
-1
2= bX.1¥ X oY + (1_ a-bx,y,Xx;y, )a2m+.j
m bX,1 Yo XaY,+ (1— a— b)(71 Y ,XaY ., ) q2m+i+ (24)

1 R gy ofa)
bX_l y-2 X—3 y—4

yazilabilir. Ote yandan (21), (22), (23), (24) denklemleri,
39
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[H p2) 1J (qul 1} dizilerinin sabitligi ve (H prf]jj ,[Hqé’}
meNy meNy i=0 meN, \ i=0

yakinsakhgindan Vj € {0,1} (X4m+2j,1 )neNO :(Y4m+2171)n5,\,0

dizilerinin de yakinsak oldugu kolayca goriiliir.

h) Teorem 3.1°den ispat agiktir.

i) mx-la=a=1,x,=X,Y,=Yys, b=Bve je{0,1}olsun. O zaman

m

ayrica m—»oo iken Z 1 serisi 1raksak oldugundan m-—oo iken Z @)

s=my+1 S

olacaktir.

m 1+

2]5||

= X5

25+] bxly SX3Y 4
o1+ (2s+ j)bx .,y Xy,

4m+21—1

m 14 (254 j)by X,y X

dizilerinin sabit Ve (X,n.;)  +(Vames; )
€No

%l |

Xams2j = o1+(2s+ j+1)by X,y X,
1
:X2j—4Cl(m0) H (1_2_+O( )]
s=my+1
zm: |n(1—is+0(sz)]
_ X2j74C1 (mo )es:m0+1 2
1 (1
[,, > [—+0(52)H
2—m0+1 s
=%;.Ci(m)er
m 1+(2s+ j)by_ X,y X,
Yam2j1 = Yaj- 51_[1+ (2s+ )by X,y 4%,
:yzjfs
mo 1+(25+ j)bx Yy X,y
y4m+2j:y21*4H ( ) Yy

—¥,,.C.(my) ﬁ (1—i+o(sz)j

s=my+1 25
Zm: In[l—is+o(sz))
= y2j—4C1 (mo )eszm0+1 ’

= y2j—4C1 (mo )e

s=my+1

sso1+(2s+ j+1)bx,y x5y,

dizilerinin

meN,

neNy

(25)

(26)

(27)

(28)

( L j serisi ise yakinsak
s’

Ote yandan (25), (26), (27) ve (28) ifadelerinde M-—»o0 iken limit alindiginda

Xamszja = Xoj50 Xamizj = 00 Yame2j1 = Yajos» Yamiz; —> 0 0ldugu kolaylikla goriilir.

Teorem 3.6. (XY, )n2—5

(S {1,2,3,4,5} icin X, # 0, Y.,

asagidakiler dogrudur.

denklem sisteminin

(12)

40
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#0, N =bX71y72X73y74 -1, M =by71X72 Y 3X 4

—1olsun. Bu durumda
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a) Eger  X,Y,X5Y, =X,Y sX Vs =§, VXY aX s = VX Y uX e =§ ise
periyotlu ¢oztimlere sahiptir.

b) Eger X, =Xs,y,=YsIN|]<lve  |M|<lise m —> oo iken
Xameat] = 0 Xameariz = 00 Yamezja = Yaios [Yamead =00 Vameareo —0'dir.

c) Eger X, =Xs,Y,=Ys.|N[>1ve |M|>1ise m— oo iken

Xamear = 0, |X4m+4t+2| =0 Yamezjor 7 Yoio50 Yamear = 0, |y4m+4t+2| — oo'dur.

(Xp1 Yn ), dizisi 4

X4m+2j—1 - ij-51

X 4 —)ij_s,

Am+2 j

d) Eger x, =X,,y,=Y,N=1ve M =1lise (Xn , yn) " dizisi 4 periyotlu ¢oziimlere sahiptir.

n=

e) Eger x,=X5,y,=Y5,N=-1ve M =-lise (X,,Y,) _; dizisi 8 periyotlu ¢bziimlere sahiptir.

n=

Ispat: Varsayalm ki a=-1 a=-1 b=g, b#0ve i =123,4,5igin
N =bx,y,x,y,—1, M =by X,y ,x,—1olsun. Budurumda

(a)’mn ispati: Teorem 3.3’te b=/ alinirsa sonug agiktir.
(b)-(c)’nin ispati: Varsayalim ki X, =X,y , =Y ; olsun. Teorem 3.3’ten

2s+]j

Xymaoig = X ﬁ bX Y X 5Y 4 +(2-bX Y X5y )(-1) _
4m+2 j-1 2j-5 s=0 l)X71y72X73 Y.+ (2 — [3)(71)/72)(73 Y., )(_1)25+J

=Xj5

m by XLV X, +(2-by XLy .x, ) (=1)F
X4m+2j — 2j74H 172 374 ( 17-2 3 4)( )

=0 by X ;Y 5% 4 + (2 —by X,Y.4X, )(_]‘)25+ "
X

_ 2j-4

by X ,Y 5% 4 +(2-by 1 Xy X4 )(-1) .
by 1X_,Y aX 4 + (2 —by.x,y.X, )(_1)J

j+1 m+1

X, #0, Yo #0 ve

(29)

(30)

m oy by XLy X, +(2=by XLy ox, ) (<1
y41m+2j-1=y2j-51_[h oY Y5 ()

50 Yos by X,y oX, +(2-by X,y 4%, )(-1)*" (31)

=Y
_ e DXL Y ,X Y, +(2-bXLY XY, )(_1)25+J
y4m+2j - y2j—4H 2s+j+1
s=0 DX,y X,y , + (2 —bX, Y XY, )(_1)
_ Y2i-a
{bX_l Y X 5Y 4 +(2-bx 1y x5y, ) (=) _
bX ;Y X5y 4 + (2 —bX,Y X3y, )(_1)J

i+l m+1

(32)

yazilabilir. Ote yandan je{0,1} oldugundan t=0 i¢in j=2t, j=2t+1 doniisimleri (30) ve (32)

denklemlerinde yerine yazilirsa; sirasiyla,
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X4t—4

Kamaar = 2t41 \M+L
[ by X,y 3%, + (2 —by X,y X, )(_1) J

by XY 5X 4 + ( 2-by X,y 35X ) (_1)2t

X4t—4

(by X,y %, —1)™"
X

Xymeatr2 = =2 ez \MH
{ by X,y 35X, + (2 —by X,Y 45X, )(_1) J
by X,y 5X, + (2 —by_ X,y X, )(_1)2H1

Xgt_a

m+1
( 1 J
by X,y x, -1

B Yai-a
Yamear = 2t41 \ ML
[ bX71 Yo XY, t ( 2- bX—l Yo X3Y, ) (_1) }
XY X sy +(2— X Y X 5y, )(_1)2t
Yar-a
m+1
(bx—l Yo X3Y,— 1)

B Va2
y4m+4t+2 - ota2 \ M+l
[ bX 1Y X3y +(2-bx .,y x5y, )(-1) J
bx_,y_, X3y 4t ( 2-bx,y., X3Y4 ) (_1)2M
Yar-a

= m+1
Crree]
bX—l Yo X3Y,— 1

elde edilir. (29), (31), (33)-(36) denklemlerinden (b)-(c) onciillerinin gegerliligi kolaylikla goriilir.

(33)

(34)

(35)

(36)

(d)-(e)’nin ispati: (29), (31), (33)-(36) denklemlerinden (d)-(e) onciillerinin gegerliligi kolaylikla

goriiliir.

Teorem 3.7. (X,.Y, )nZ_S (12) denklem sisteminin iyi tanimlanmis ¢6ziimii, ac#0, b=0=fve

1=1,2,3,4,5i¢in x, %0,y #0 olsun. Bu durumda asagidakiler dogrudur.

a) Eger |[—|>1lise m—oo iken x, —0, |y, | —>oo"dur.

al .. :
b) Eger |—|<lise m—oo iken |x,|—> o, y, —0'dr.

¢) Eger & =l(a=a=1),x,=X,, y, =Y, ise (X,Y,),., dizisi 4-periyotludur.
o >
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d) Eger E:—1,(a=1/\oe=—1va=—1/\oz=1), X =Xg Yy=Ygise  (X,Y,) . dizisi 8
o >

periyotludur.

Ispat: Varsayalm ki acz #0, b=0= S olsun. Teorem 3.4’ten (X,, Y, )nzfs "in ¢ozliimi

m a 2s+]
— -1
X4m+2j—1 - ij—5H (E)

s=0 st
X X 1 —5(“)25“
4m+2j 2i-a 11, | 4
a s=0 yfl a
m 2s+]
— 4@
y4m+2j—l - y2j—5 _(_j
s=0 y—5 (24
2
1ox.(a)™
Yamizj =Yoja— V1T | =
s X \a

seklindedir. Burada j e {O,l} "dir. Teoremin ispati (Xn, Y, )nz_s "in ¢dztimiinden agiktir.

4. SONUC

Bu caligsmada je{1,2,3,4,5} icin X ;)Y ;, baglangic  sartlar1  reel sayilar  ve

(a, )oen, (bn)neN (e, )neN (B, )neN birer dizi olmak iizere;

X = Xn—4yn—5
n ’
yn—l (an + bn Xn—2 yn—SXn—4 yn—S )
y —4X -5
yn = n n y ne NO’

X0t (@ + B Yn-2XosYna%ns)

rasyonel fark denklem sisteminin iyi tanimlanmis ¢o6ziimleri elde edilmistir. Daha sonra

a,=a, b, =b, a,=a, B, = olmak iizere sabit katsayili lineer olmayan

_ Xo-aYns

Yoi (@+DX, 5V s% 4Yns)

yn—4xn—5

X1 (0‘ + BYn 2% 3 yn—4Xn—5)

fark denklem sisteminin ¢oziimleri a, b, &, ve f'nin durumlarina gore elde edilmistir. Elde edilen

¢Oziimlerin asimptotik davranisi ve periyodikligi incelenmistir.

n

Y, = , heN

0!
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