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BESINCi MERTEBEDEN LINEER OLMAYAN CAUDREY-DODD-GIBBON DENKLEMINE
COK OLCEKLI ACILIM METODU
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OZET

Lineer olmayan olusum denklemleri ¢ok sayida alanda ortaya ¢ikan problemlerin matematiksel modelleri i¢in temel olusturur.
Gegmis yillarda, uygulamali matematikte olusum denklemleri 6nemli bir yer kazanmustir. Bu ¢alisma, lineer olmayan olusum
denklemleri igin pertiirbasyon yontemi olarak bilinen ¢ok dlgekli agilim metoduyla ilgilidir. Bu raporda, (1 + 1) boyutlu besinci
mertebeden lineer olmayan Caudrey-Dodd-Gibbon (CDG) denkleminin analizi i¢in ¢ok dlgekli agilim metodu uygulanmistir
ve lineer olmayan Schrodinger (NLS) tipi denklemi elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Pertiirbasyon, Cok 6l¢ekli agilim metodu, Besinci mertebeden Caudrey-Dodd-Gibbon (CDG) denklemi

A MULTIPLE SCALES METHOD FOR NONLINEAR THE FIFTH-ORDER CAUDREY-
DODD-GIBBON EQUATION

ABSTRACT

Nonlinear evolution equations form the basis for mathematical models of problems arising in numerous areas. Over the past
decades, evolution equations have earned a significant place in applied mathematics. This study relates multiple scale method
which is known as a perturbation method for nonlinear evolution equations. In this report, a method of multiple scales is
presented for the analysis of the (1+1)-dimensional the fifth-order Caudrey-Dodd-Gibbon (CDG) equation and we derive
nonlinear Schrédinger (NLS) type equation.

Keywords: Perturbation, Multiple scales method, The fifth-order Caudrey-Dodd-Gibbon (CDG) equation

1. GIRIS

Lineer olmayan olusum denklemleri ozellikle de integrallenebilir sistemler, fiziksel fenomenleri
tanimlamak ve bazi bilimsel ve miihendislik alanlarinda 6énemli bir rol oynadig1 i¢in yaygin olarak
kullanilmaktadir. Bu tiir denklemler, plazma fizigi, kat1 hal fizigi, lineer olmayan optikler, akiskanlar
mekanigi ve benzeri durumlarda ortaya ¢ikar [1, 2, 3]. Ayrica, lineer olmayan olusum denklemleri ¢ok
sayida alanda ortaya ¢ikan problemlerin matematiksel modelleri i¢in temel olusturur. Son zamanlarda,
denklemler uygulamali matematigin 6nemli bir ¢aligma alani haline gelmistir. Bu nedenle lineer
olmayan olusum denklemlerini daha fazla uygulamaya yol agmaktadir.

Lineer olmayan diferensiyel denklemlerin ¢ogu tam olarak ¢oziilemeyebilir. Fakat onlarin yaklasik
¢Oziimleri numerik metotlar ve pertiirbasyonlar kullanilarak elde edilebilir. Pertiirbasyonlar, kii¢iik ya
da biiyiikk bir parametre ya da koordinata goére asimptotik agilimlardir. Dogrudan pertiirbasyon
metodunda & Olgek parametresi olmak iizere, verilen bir diferensiyel denklemin ¢6ziimiiniin

ut)=>"u,(t) (1.1)
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seklinde, & olgek parametresinin kuvvet serilerinin formuna sahip oldugu kabuliine dayanir. (1.1)
kuvvet serisi, diferensiyel denklemde yerine yazilarak, & Olgek parametresinin ayn1 kuvvetten
katsayilariin sifira esitlenmesiyle diferensiyel denklemin yaklasik ¢6ziimiine ulasilir.

Bu ¢alismada, [4, 5, 6] ¢aligmalarda fiziksel olarak agiklanmis (1 + 1) boyutlu besinci mertebeden lineer
olmayan Caudrey-Dodd-Gibbon (CDG) denklemine

u, +U,,, +30uu,, +30u.u, +180u’u, =0 (1.2)

XXXXX

cok oOlgekli agilim metodu uygulanmistir ve lineer olmayan Schrodinger (NLS) tipi denklemi elde
edilmistir. KdV denkleminin ¢ok 6lgekli analizinin NLS denklemine yol agtig1 iyi bilinmektedir [7-11].
Ilk olarak “Zakharov and Kuznetsov” [7] tarafindan onerilen ¢ok &lcekli acilim metodunda,
“Zakharov and Kuznetsov” KdV denklemini NLS denklemine indirgemek ve lineer olmayan olusum
denklerinin bir simifina uygulamak i¢in bu metodu kullanmiglardir. Bu metodu kullanarak
integrallenebilen sistemlerin diger integrallenebilen sistemlere indirgenebilecegini gdstermistir. Bu
caligmadaki tiim hesaplamalar, Maple paket programi kullanilarak yapilmistir.

2. COK OLCEKLIi ACILIM METODU

Bu boéliimde, lineer olmayan olusum denklerinin ¢ok &lgekli analinizi ele alinmistir. Zakharov ve
Kuznetsov [7] teknigi uygulanarak bu metotla KdV tipi denklemlerden NLS tipi denklemlerin elde
edilisindeki adimlar gosterilmistir.

U, = K(u,ux,uy...) (2.1)

genel olusum denklemini g6z 6niinde bulunduralim. Genel lineer olmayan olusum denklemleri K[u]

U ve U’nun X-uzaysal degiskenlerine gore tiirevlerinin fonksiyonudur. Bu tip denklemlerinin en iyi
bilineni KdV denklemidir.

u, = L[ax,ay]u K[u] ’nun lineer kismi olsun. Bu durumda (2.1) denklemi i¢in dispersiyon iligkisi
bulunur.

u _ Aei(kx+ry—w(k,r)t)
K y (2.2)
= Ae'
dalga ¢6ziim uzay1 (2.1) denkleminin lineer kismi olan
u, = L[ox,oy]u (2.3)

denkleminde yerine yazilarak

wik, r)=iLlik,ir] (2.4)

dispersiyon iliskisi elde edilir. (2.4) dispersiyon iliskisi, (2.1) olusum denkleminde yerine yazilir. Bir
lineer olmayan olusum denklemi, bu dalga ¢6ziim uzayinin genligini 6yle bir yoldan degistirir ki, bunun
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& = g(x—wt)

dk
(2.5)
2wk
dk
yavas degiskenlerine bagli oldugu diisiiniilebilir.
u(x, y,t)=U(x,y,t,&,7) (2.6)
doniistimii ve U fonksiyonunun ¢oziimiiniin
U(x,y,t,&,7)= (U, +£°U, +&°U, +..) (2.7)

formunda oldugu kabul edilsin. Bu durumda, (2.6) dontisimi ve (2.7) ¢ozimii goz Oniinde
bulundurulup, (2.4) dispersiyon iliskisi ve (2.5) yavas degiskenleri kullanilarak (2.1) denklemindeki
tiirevli terimler elde edilir. Elde edilen terimler, (2.6) ve (2.7), (2.1) denkleminde yerine yazilir.
Indirgenen denklem & ’nun artan kuvvetlerine gore yazilir. Bu denklemde & ’nun ayni kuvvetten
katsayilari sifira esitlenir. Buradan elde edilen denklemler, (2.2) dalga ¢6ziim uzay1 ve (2.4) dispersiyon
iliskisi kullanilarak, iterasyon yoluyla ¢oziliir ve NLS tipi denklem elde edilir. Ayn1 zamanda ele alinan
KdV tipi denklemin yaklasik ¢6ziimiine de ulasilir.

3. UYGULAMA
Bu béliimde, (1+1) -boyutlu besinci mertebeden lineer olmayan Caudrey-Dodd-Gibbon (CDG)
denklemi (1.2) denklemine ¢ok 6l¢ekli agilim metodu uygulanir. Bu denklemdeki dipersiyon bagintisint
bulmak igin (1.2) denkleminin lineer kismi1 olan
Uy = Uy (3.1)
denklemini ele alinir. Burada (3.1) lineer diferansiyel denklemi
u(x,t)y=e", @=kx—w(k)t (3.2)
¢Oziimiinii saglar. (3.2) ¢6ziimii, (3.1) lineer diferansiyel denkleminde yerine yazilirsa,
we ! = Sl (3.3)
bulunur ve buradan
w(k) =k°® (3.4)
dispersiyon iligkisi elde edilir. Boylece (3.1) lineer diferansiyel denkleminin ¢6zimii
u(x,t) = ek (3.5)
olarak elde edilir. (1.2) denkleminin ¢dzimii
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ux,t)=U(x,t,&7) , UXLED) =eU, +&U, +&°U, +... (3.6)

formunda olmak {izere yavas degiskenler,

& = e(x=5)
= e(x—5k%)
(3.7)
7= —Lle?(DMy
= —10e%k’t

olsun. Bu durumda (1.2) denklemindeki tiirevli terimler, (3.5-3.7) kullanilarak asagidaki gibi elde
edilir.

D, = 0,+&0;

D, = 0,-5é&"0, -10°k°0,

D, = 0nt280,, +528§§

Dy = Oy +360, +36%0,,. +6°0,.. (3.8)
Duox = Oyox T80 5 +6825XX§§ +4836X§§§ +g48§§§§

Dok = O T 50 e +106°0 1 +106°0, ..

4 5
+9670 ey + 670z

(3.6) ve (3.8) esitlikleri kullanilarak, (1.2) denkleminde yerine yazilir ve & ’un artan kuvvetlerine gore
elde edilir. Bu denklemde ¢ ’un ayni1 kuvvetten katsayilari sifira esitlenirse

g ult + ulxxxxx = O (39)

. 4
" 1 Uy —5k Uy, —30u,U,,, —30u, Uy,

(3.10)
U yoon 5ul§xxxx =0
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€ 1 Uy —5k*u,, —10k°uy, —180uu,, —10U, .,
- 30ul (u2xxx + 3u1§xx) - 30u2ulxxx ~ Uy
(3.11)
- Soulx (u2xx + 2u1§x) - 3O(u2x + ul;)ulxx - 5u2§xxxx =0
denklemleri elde edilir. (3.9) denkleminin ¢éziimii V, , V,’ in kompleks eslenik olmak iizere,
u (x,t,&,7) =V, (& 7)e' @D pv (& r)e (K (3.12)

olarak bulunur. Bu ¢6ziim (3.10) denkleminde yerine yazilirsa, f, (&, 7) integrasyon sabiti olmak iizere
(3.10) denkleminin ¢6ziimii

Uy (X, 8, &,7) =V, (&, 0)e7 Y v, (&,7)e 2O Y 1 £ (&,7) (3.13)

formundadir. Béylece V, , V,’ in kompleks eslenigi ve V_, , V, 'nin kompleks eslenigi olmak iizere,

V,(E,7) = 30v/ (¢.7) L VL&) = 30v4(&,7) (3.14)

17k? 17k?

bulunur. (3.12), (3.13) ve (3.14) ¢oziimleri (3.11) denkleminde yerine yazilirsa bu denklemin ¢oziimii
f, (& r)ve f; (& 7) integrasyon sabiti olmak iizere,

u(x,t,&,7) = V3(§1T)e3i(kx—k51)+V_3(§,T)e—3i(kx—k5t)
(3.15)
+ 1 (£, 0)e Y 4 fy (£ r)e Y
formundadir. Béylece V_; , V;’lin kompleks eslenigi olmak iizere
VG(£7) = HRECOD oy (g7) = T0GED (3.16)
ve f, , f, ve f, integrasyon sabitleri
L&) = -9
f,(&r) = -2t (3.17)
fi(&,7) = %
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olarak bulunur. Boylece (3.9) - (3.10) denklemlerinin yaklasik ¢6ziimii,
6 = (kx—k°t)

icin

u, = v (&)’ +v, (& r)e™

u, = k7(-202v, (£, 0V (&7) + 2 (v (& 7)™ +VE (E,7)e ™))

=
w
|

K3 (= 38IVa (V4 (G )™ + B3IV (£ 7V, (€,7)e™)

+grk (v (&, 0)e™ + V(& 7)e ™)

olarak elde edilir. Son olarak (3.19) ¢6ziimlerini (3.11) denkleminde yerine yazilmasiyla

i 2

Vi, Vl§§ - Fvlv—l
. B ) 2
v, = v~y

elde edilir. g = ve g, = =* olarak tanimlanirsa (3.20) denkleminden

iq, =d_. —20|’|

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(l+l) -boyutlu NLS tipi denklemler elde edilir. Bdylece g NLS denkleminin ¢dziimii olmak iizere
(1.2) (1 + 1) boyutlu besinci mertebeden Caudrey-Dodd-Gibbon (CDG) denkleminin yaklasik ¢oziimii.

uxt) = (&, r)e' Y + g (& r)e )
+8°(-102q(¢,7)0., (&, 7) + 2 (&, 7)e
+3002 (&, 7)e 2KV Y L ke (- 2q, (£,7)q (&) B )
+12i4(£,7)g, (& 7)e™ V)
+ 180k 23 (g (£, 7)Y 4 g (&, 7)e S KY)

olarak bulunur.
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4. SONUC

Dogrusal olmayan olusum denklemlerini ¢dzmek igin gii¢lii ¢ok 6l¢ekli agilim metodu uyguladik.
Ayrica besinci mertebeden Caudrey-Dodd-Gibbon (CDG) denkleminin ¢dziimlerini ve beginci
mertebeden Caudrey-Dodd-Gibbon (CDG) denklemi ve NLS denklemi arasindaki iligkiyi arastirdik. Bu
caligmada, sadece NLS tipi denklemlerin KdV tipi denklemlerden nasil elde edildigini ve ¢oziimlerinin
cok olgekli acilim metodunun nasil kullandigini inceledik. Son olarak, onerilen bu yontemlerin
uygulanmasinin aslinda ¢ok basit ve anlasilir oldugunu belirtmek ilgingtir. Ayni zamanda elde edilen
cOziimler, numerik hesaplamalar icin temel teskil edecektir. Ayrica, NEEE, diferansiyel fark
denklemleri ve kesirli diferansiyel denklemler gibi bir¢cok baska denkleme de uygulanabilir.
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