_ Q‘Qe*?““""ﬁﬁf»@# ESKISEHIR TEKNIiK UNIVERSITESI BiLIM VE TEKNOLOJI DERGISI
NS B- TEORIK BiLIMLER

5 . | %’ S Eskisehir Technical University Journal of Science and Technology B- Theoretical Sciences

2019, 7(1), syf. 75 - 80, DOI: 10.20290/aubtdb.456116

SA MODULLER KULLANILARAK BAZI COK BILINEN HALKALARIN
KARAKTERIZASYONU
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OZET
Bir R halkasi iizerinde tanimli bir M modiilii, hem SIP hem de ADS 6zelliklerine sahipse, bu M modiiliine SA modiil dendigini
biliyoruz. Bu ¢alismada, her SA modiiliin ayn1 zamanda SSP 6zelligine de sahip oldugu kanitlanmigtir. Ayrica, eger bir R-
modiil, injektif ve asal ise SSP 6zelligine sahip oldugu gosterilmistir. Bunlara ek olarak, ¢ok bilinen bazi halkalar, SA modiiller
yardimiyla karakterize edilmistir.

Anahtar Kelimeler: SA-modiil, SIP, SSP, Yaribasit, V-halka
CHARACTERIZATION OF SOME WELL-KNOWN RINGS BY USING SA MODULES

ABSTRACT
Recall that an R-module M is an SA module if M satisfies both SIP and ADS property. In this study, it is proved that every SA
module has the SSP, and also proved that if an R-module M is both injective and prime then M has the SSP. Additionally, some
well-known rings are characterized by using SA modules.
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1. GIRIS

Bu ¢alisma boyunca, tiim halkalar degismeli ve birimli olup, R boyle bir halkay1 ifade edecektir.
Modiiller birimseldir ve bir degismeli grup M i¢in Mg sag R-modiilii gosterecektir. Caligmamizda
aciklanmamig terminoloji ve asagida verilen tanimlara iliskin ayrintili bilgi icin [3] ve [5] kitaplar
okuyucuya onerilmektedir. Bir X alt kiimesinin (sirasiyla, bir x elemaninin) bir M R-modiiliinde sag
stfirlayicist (annihilator) r(X) (sirasiyla, r(x)) ile gosterilecektir. R bir halka ve n bir pozitif tamsay1
olmak iizere, M,,(R), nxn’lik full matris halkalarin1 gosterecektir.

Tamm 1.1. Bir M modiiliiniin A ve B alt modiilleri icin A + B = M ve A N B = 0 kosullar1 saglaniyorsa
A alt modiiliine M modiiliiniin bir dik toplanan: (direct summand) denir ve A €@ M ile gosterilir. Bu
durumda B de bir dik toplanandir.

Gilinimiizde dik toplananliga bagli yeni tanimlar yapilarak bu anlamda bir¢ok ¢alismalar yapilmaktadir
[1,4,7,8,10,11].

SIP 6zelligine sahip modiiller ilk olarak Wilson [16] tarafindan 1986 yilinda tanimlanmustir.

Tanmim 1.2. Bir M modiiliiniin herhangi iki dik toplananinin arakesiti yine M de bir dik toplanan ise M
modili STP (Summand Intersection Property) 6zelligine sahiptir, denir. R bir halka olmak tizere Ry
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modiilii SIP 6zelligine sahip ise R halkasi SIP 6zelligine sahiptir denir. Yani; R nin her e, f idempotent
elemanlari igin eR N fR = gR olacak sekilde R nin bir g idempotent elemani vardir.

SIP 6zelligine sahip modiillerin duali olan SSP 6zelligine sahip modiiller, Garcia [7] tarafindan 1989
yilinda tanimlamigtir.

Tamm 1.3. Bir M modiiliiniin herhangi iki dik toplananinin toplami yine M de bir dik toplanan ise M
modiilii SSP (Summand Sum Property) 6zelligine sahiptir, denir. R bir halka olmak tizere Ry modiilii
SSP 6zelligine sahip ise R halkas1 SSP 6zelligine sahiptir denir. Yani; R halkasmnin her e, f idempotent
elemanlar1 igin eR + fR = gR olacak sekilde R halkasinin bir g idempotent elemant1 vardir.

Teorem 1.4. [1, Teorem 8] Bir M modiiliiniin SSP 6zelligine sahip olmasi igin gerek ve yeter kosul her
M = A @ B ayrisimui ve her f: A = B homomorfizmasi i¢in Im(f") nin B nin bir dik toplanani olmasidir.

Tamim 1.5. M bir R—modil ve A, M modiiliiniin bir alt modiilii olsun. A N B = 0 &zelligine gore
maksimal olan M modiiliiniin bir B alt modiiliine A’nin M’deki tiimleyeni (complement) denir.

ADS o6zelligi ilk Abelian gruplar ig¢in Fuchs [6] tarafindan ifade edilmistir.
Tamm 1.6. M bir R-modiil olsun. Eger her M = A @ B ayrisimi ve A dik toplananinin M modiiliindeki
her C tiimleyeni i¢gin M = A @ C oluyorsa M modiilii ADS (absolute direct summand) 6zelligine

sahiptir, denir.

Tamm 1.7. M bir R—modiil ve A ve B, M modiiliiniin herhangi iki dik toplanani olsun. A N B = 0 iken
A @ B c® M oluyorsa M modiilii (C3) 6zelligini saglar denir.

2. SAMODULLER
SA modiiller Takil Mutlu [13] tarafindan tanimlanmustir (Ayrica, bkz [14,15]).

Tamm 2.1. Eger bir M modiilii hem SIP hem de ADS 6zelliklerine sahip ise bu M modiiliine SA modiil
denir.

Tanimdan da goriilecegi tizere SA modiiller hem SIP hem de ADS 6zelliklerine sahiptir. Bizde, Sonug
2.3’te SA modiillerin ayn1 zamanda SSP 6zelligine de sahip oldugunu gdsterdik.

Lemma 2.2. [1, Lemma 19] Bir M modiilii (C3) 6zelligini saglasin. Bu durumda, M modiilii SIP
6zelligine sahip ise M modiilii SSP 6zelligine sahiptir.

Lemma 2.2°nin bir sonucu olarak, Sonug 2.3 elde edilir.

Sonug 2.3. Her SA modiil SSP 6zelligine sahiptir.

Kamt. M bir SA modiil olsun. SA modiil tanimindan, M modiilii ADS 6zelligine sahiptir. [12, Teorem
2.77’den M modiilii (C3) 6zelligine sahiptir. Boylece Lemma 2.2’den M modiiliiniin SSP’ye sahip
oldugu goriiliir.

Sonu¢ 2.4. Bir M modiilii SA 6zelligine sahip olsun. Bu durumda, her M = A @ B ayrisim1 ve her
f: A —» B homomorfizmasi igin Im(f), B altmodiiliiniin bir dik toplananidir.

Kamit. Sonug 2.3 ve Teorem 1.4’ten agikg¢a goriiliir.
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Sonug 2.3’lin tersi her zaman dogru degildir. Siradaki 6rnekte, SSP 6zelligine sahip olan ancak SA
ozelligine sahip olmayan bir modiil verilmistir.

. _[F F _[0 F C[F Flo op g
Ornek 2.5. F bircisimve R = 0 F]olsun.N— [0 F]veL— [0 0]sagR modiillerdirr M = R/L

ve U = N @ Molsun. [7,s.81] 'den U, SSP. ézelligine sahiptir. U nun bir SA modiil olmadigi [13, Ornek
2.3] ’te gosterilmigtir.

Hamdouni, Ozcan ve Harmanci [8, Onerme 2.1]’de injektif ve asal modiillerin SIP 6zelligine sahip
oldugunu kanitlamistir. Biz asagidaki sonugta, injektif ve asal modiillerin ayn1 zamanda SSP 6zelligine
de sahip oldugunu kanmitladik. Oncelikle asal modiil tanimin1 verelim. M bir R-modiil olsun. M
modiliiniin sifirdan farkli her x ve y elemanlari i¢in r(x) = r(y) oluyorsa M modiiliine asal (prime)
R-modiil denir.

Sonug 2.6. Bir M modiilii injektif ve asal ise SSP 6zelligine sahiptir.

Kamt. M bir R-modiil olsun. [13, Onerme 2.16]’da M injektif ve asal ise M modiilii SA dzelligine sahip
oldugu kanitlanmustir. Dolayisiyla, Sonug 2.3’den M modiilii SSP 6zelligine sahiptir.

Sonug 2.6’ nin tersi dogru degildir. SSP 6zelligine sahip olan fakat ne injektif ne de asal olan bir Z-modiil
Ornegi siradaki 6rnekte verilmistir.

Ornek 2.7. M = Z/ 67 bir Z-modiil olarak diisiiniildiigiinde, agikga goriiliir ki, M modiilii yaribasit bir

modiildiir. Dolayisiyla M modiilii SSP 6zelligine sahiptir. Ancak M bir boliinebilir degismeli bir grup
olmadigindan M injektif degildir. Simdi 2,3 € M alalm. r(2) = 3Z ve r(3) = 2Z oldugundan M
asal degildir.

3. SAMODULLER YARDIMIYLA BAZI HALKALARIN KARAKTERIZASYONU

R bir halka olsun. R yaribasittir ancak ve ancak her R-modiil injektiftir ancak ve ancak her R-modiil
yaribasittir [17, 20.3]. Her basit R-modiil injektif ise R halkasina V-halka (V-ring or co-semisimple)
denir [17].

Herhangi iki SA modiiliin bir diktoplaminin yine bir SA modiil olmak zorunda olmadigini belirtelim
[13, Ornek 2.8] ve yaribasit halkalarin karakterize edildigi siradaki teoremi kanitlayalim:

Teorem 3.1. Herhangi bir R halkasi i¢in asagidakiler denktir:
0] R bir yaribasit halkadir;
(i) Her R-modiil bir SA modiildiir;
(iti)  Herhangi iki SA modiiliin diktoplami yine bir SA modiildiir;
(iv) Bir projektif R-modiiliin her alt modiilii bir SA modiildiir;
(v) R @ R nin her alt modiilii bir SA modiildiir;
(vi) Bir injektif R-modiiliin her alt modiilii bir SA modiildiir.

Kanit. (i) = (ii): R bir yaribasit halka olsun. Bu durumda her R-modiil injektiftir ve bundan dolayi
her R-modiil ADS 6zelligine sahiptir. Ayn1 zamanda, R halkasi yaribasit oldugundan, her R-modiil
yaribasittir ve bundan dolay1 SIP 6zelligine sahiptir. Dolayisiyla her R-modiil hem SIP hem de ADS
ozelliklerine sahip olur, yani, her R-modiil SA modiildiir.

(ii) = (i): Her R-modiil SA modiil olsun. Simdi her R-modiiliin yaribasit oldugu gosterecegiz. M bir
R-modiil ve N, M modiiliiniin bir alt modiilii olsun. (ii)’den N @ M bir SA modiildiir. i: N - M bir
icerim doniistimii (inclusion map) olsun. Bu durumda, Sonug 2.4’ten i(N) = N €® M olur. Bu da
demektir ki, her R-modiil yaribasittir. Yani, R bir yaribasit halkadir.
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(D) = (iii), (i) = (iv) = (v) ve (i) = (vi): A¢iktr.
(iii) = (i), (v) = (i) ve (vi) = (i): SA modiiller SSP 6zelligini sagladig1 igin ve dolayisiyla (C3)
ozelligini sagladig1 igin [2, Onerme 2.12]’den sonug gorilir.

Tamm 3.2. [17, 5.114] M bir R-modiil olsun. Her §: N - [, U, (R — Mod'da) monomorfizmasi igin

) g
VT %
A E

monic olacak sekilde bir sonlu E € A alt kiimesi varsa M R-modiiliine sonlu es-iiretilmis modiil denir.

Tamm 3.3. [17, 5.248] M bir R-modiil olsun. Asagidaki iki kosul saglaniyorsa bir X € ¢[M] modiiliine
o[M]’de sonlu eg-sunulan (finitely copresented) modiil denir:
0] X sonlu es-liretilmistir;
(i) L sonlu es-iiretilmis olmak tizere a[M]’deki her 0 - X - L - N — 0 tam dizisinde N
modiilii de sonlu es-liretilmistir.

Bir R halkasi1 bir sag V-halkadir. & Her sonlu es-iiretilmis R-modiil injektiftir. & Her sonlu es-
tiretilmis R- modiil yaribasittir [17, 23.1]. & Her sonlu es-sunulan R-modiil injektiftir. & Her sonlu es-
sunulan R-modiil yaribasittir [17, 31.7].

Teorem 3.4. Herhangi bir R halkasi i¢in asagidakiler denktir:
0] R bir sag V-halkadir;
(i) Her sonlu es-iiretilmis R-modiil SA modiildiir;
(iii)  Her sonlu es-sunulan R-modiil SA modiildiir.

Kamt. (i) = (ii): Eger R bir sag V-halka ise her sonlu es-iiretilmis R-modiil injektiftir [17, 23.1] ve
her sonlu es-iiretilmis R-modiil yaribasittir. Dolayistyla, her sonlu es-iiretilmis R-modiil SA 6zelligine
sahiptir.

(i) = (iii): A¢iktr.

(iit) = (i): Her sonlu es-sunulan R-modiil SA modiil olsun. Her sonlu es-sunulan R-modiiliin injektif
oldugunu gosterecegiz. Bu durumda, E(M) ve E(M)/M sonlu es-sunulan R-modiillerdir. [17,
30.2(3)]’den M @ E (M) bir sonlu es-sunulan R-modiildiir ve (iii)’den SA modiildiir. i: M — E (M)
bir igerim déniisiimii olsun. Bu durumda, Sonug 2.4’ten i(M) = M €® E(M) olur. M injektiftir. [17,
31.71’den R bir V-halkadir.

Siradaki 6nermede asagida tanimladigimiz (*) 6zelligini kullanacagiz.
(*) M;’ler SA R-modiiller iken @ M;’de SA R-modiildiir.

Onerme 3.5. Eger bir R halkas1 (*) 6zelligini sagliyorsa R bir sag V-halkadur.

Kanit. M bir sonlu es-iiretilmis R-modiil olsun. [17, 21.3(2)]’den M ayrigtirtlamaz R-modiillerin bir
diktoplamidir. Ayristirilamaz modiiller SIP ve ADS o6zelliklerine sahip oldugundan SA modiildiir.
Hipotezden M bir SA modiildiir. Teorem 3.4’ten R bir VV-halkadir.

Onerme 3.6. Herhangi bir R halkasi icin asagidakiler denktir:
0] R halkas1 (*) 6zelligine sahip bir sag Noetherian halkadir;
(i) R yaribasittir.

Kamt. (i) = (ii): R halkasi (*) ozelligine sahip bir sag Noetherian halka ve M bir injektif R-modiil
olsun. R bir sag Noetherian halka oldugundan ayristirilamaz modiillerin bir diktoplanudir.
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Ayristirilamaz modiller SA 6zelligine sahip oldugundan ve (x) 6zelliginden M bir SA modiildiir.
Dolayisiyla M modiilii SIP 6zelligine sahiptir. [8, Teorem 4.10]°’dan R halkasi yaribasittir.

(ii) = (i): R bir yaribasit halka olsun. Bu durumda her R-modiil injektiftir ve bundan dolay1 her R-
modiil ADS 6zelligine sahiptir. Ayni1 zamanda her R-modiil yaribasittir ve bundan dolay1 SIP 6zelligine
sahiptir. Dolayisiyla her R-modiil hem SIP hemde ADS 6zelliklerine sahip olur, yani, her R-modiil SA
modiildiir.

R bir halka olsun. R halkasinin her sag ideali projektif ise R halkasina sag hereditary halka denir. Bir R
halkasinin sag hereditary halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her injektif R-modiiliin SSP 6zelligine
sahip olmasidir [1, Teorem 10].

Onerme 3.7. R bir halka olsun. Eger R halkas1 (x) 6zelligine sahip bir sag Noetherian halka ise R bir
sag hereditary sag V-halkadir.

Kamt. M bir injektif R-modiil olsun. R halkasi1 bir sag Noetherian halka oldugundan M ayristirllamaz
modiillerin bir diktoplamidir. (*) 6zelliginden M modiiliintin bir SA modiil oldugu agiktir. Sonug 2.3’ten
M modiilii SSP 6zelligine sahiptir. [1, Teorem 10]’dan R bir sag hereditary halkadir.

Teorem 3.8. Asagidakiler denktir:
0] R bir regular halkadir;
(i) M, (R) nin her esas sag ideali bir SA modiildiir;
(iii) Bir kdsegen matris tarafindan iretilen M, (R) nin her esas sag ideali bir SA modiildiir;
(iv) Bir projektif sag R-modiiliin her sonlu iiretilmis alt modiilii bir dik toplanandir;
(V) Bir projektif sag R-modiiliin her sonlu tiretilmis alt modiilii bir SA modiildiir;
(vi) Bir projektif sag R-modiiliin her sonlu 2-iiretilmis alt modiilii bir SA modiildiir.

Kamt. (i) = (ii): R bir regular halka olsun. Regular olmak bir Morita invariant 6zellik oldugu igin,
herhangi bir n pozitif tamsayisi i¢in nxn’lik full matris halkalart M, (R) bir regular halkadir ve
yaribasittir. Bu yiizden M, (R) bir SA modiildiir [14, s.2]. SA modiillerin dik toplananlar1 bir SA
modiil oldugundan, M, (R) halkasinin her esas sag ideali bir SA modiildiir.

(i) = (iii): Agiktir.

(i) & (iv): Bu Kaplansky’nin ¢ok bilinen bir sonucudur [9, Lemma 4].

(iv) = (v) = (vi): Agiktir.

(iii) = (i) ve (vi) = (i): SA modiiller SSP 6zelligini sagladigi igin ve dolayisiyla (C3) 6zelligini
sagladigi i¢in [2, Teorem 2.13]’den sonug goriiliir.
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