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mertebesi elde edilmistir.

Bu ¢alismada Newton’un soguma kanununu tasvir eden diferansiyel denklem Caputo kesirsel tirevi
kullanilarak yeniden tanimlanmis ve ¢o6zllmistlr. Bu yeni ¢6zim literatlrdeki benzer kesirsel
¢Oztimlerden farkli olarak herhangi bir zaman parametresi icermemektedir. Elde edilen sonuglar
deneysel ve standart sonuglarla karsilastirilmistir. Deneysel sonuglara en uygun olan kesirsel tiirev

Newton’s Law of Cooling: A Fractional Approach

Abstract
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Derivative Order.
has been obtained.

In this work, the differential equation describing Newton's law of cooling has been redefined and solved
using Caputo fractional derivative. Unlike similar fractional solutions in the literature, this new solution
does not contain any time parameter. The obtained results have been compared with the experimental
and the standard ones. Order of fractional derivative which is most suitable for the experimental results

1. Giris

Maddenin s1 kaybi ile ¢evrenin ve maddenin
sicakliklari arasindaki iliski bilimin birgok alaninda
karsimiza ¢cikmaktadir. iletim, tasinim, ve 1sinim alt
basliklari ile anilan 1s1 aligsverisinde, tasinimla isi
transferi bir kati ylizeyin temas ettigi akiskanla 1si
ahsverisidir. Tasinimla 1s1 transferi iki bicimde ele
alinabilir; dogal tasinim ve zorlanmis tasinim. Dogal
tasinimda hareketi meydana getiren bir dis etki
yoktur ama zorlanmis taginimda akigskan hareketi dig
bir etki ile meydana gelir (Jiji 2003, Baehr vd. 2006).
Newton’un soguma kanunu olarak da ele alinan bu
transfer mekanizmasi mihendislik uygulamalarinda
ve derslerinde kendine yer bulmakta ve deneysel
dizenekleri de 6grencilerin 1si konusunu anlamasi
acisindan egitimde de kullaniimaktadir (Gonzalez-
Hernandez and Medellin-Verduzco 2017).

Isi kaybini matematiksel olarak ifade etmek ve
uygun olarak ¢6zmek gerekmektedir. Isinin
hareketini tasvir eden diferansiyel denklemi
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standart yontemler ile ¢ézmek islemin dinamigini
anlamak ve gercgekgi sistemlere daha uygun sonuglar
elde etmek agisindan uygun olmadigi gibi deneysel
sonuglarla da tam bir uyum icinde degildir. Bu
baglamda ayni islemi kesirsel matematik ile ele
alarak ¢6zmek, olayin dinamigini anlamak ve
gercekei sistemlere daha uygun sonuglar elde etmek

acisindan daha uygundur.

Newton’un soguma kanunu, cismin sicakliginin cismi
cevreleyen ortamin sicakhg arasindaki fark ile
orantill olmasi olarak tanimlanabilir. Newton’un
soguma kanununun matematiksel formiilasyonu
Ustel azalan bir slire¢ olarak ele alinabilmektedir.
Newton soguma kanunu tasvir eden ve zamanla
cisimlerin sicakhk degisimlerini veren diferansiyel

denklem birinci mertebeden olup;

T8 = —k(T(t) ~ Tg) (1)
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seklinde tanimlanmaktadir (Jiji, 2003). Bu denklemin
standart matematik kullanilarak ¢6zimd ise;

T(t) = Tg + ce™*¢ (2)
olup, baslangigtaki sicaklik  T(0) =T, olarak
alinirsa;

T(t) =Tg + (To — Tg)ce ™™ (3)

olarak elde edilir. Burada, Tf gevre sicakligi, c ve k
ise siraslyla integrasyon ve tasinimi temsil eden
sistem sabitleridir.

Deneysel degerler ve (3) denklemi ile elde edilen

teorik sonuglar karsilastirildiginda aralarindaki
uyumsuzlugu gidermek icin kesirsel matematik
kullanilarak cesitli ¢alismalar yapilmistir (Almeida
2017, Godinez et al. 2015, Gémez-Aguilar and Razo-
Hernandez 2014).

Almeida, deneysel verilere en uygun Kkesirsel
diferansiyel denklemi bulmak igin ¢ farkli model
kullanmis ve Newton soguma kanunu igin en uygun
¢6zim elde edilmeye c¢alismistir. Bu modeller,
standart denklem ve farkli ¢ekirdek fonksiyonlari
kullanilarak elde edilen ¢oziimlerdir (Almeida 2017).
Almeida, (1) diferansiyel denklemini Caputo kesirsel

turevini kullanarak,

IO = —k(T(®) ~ Tp) (@)

seklinde tanimlamistir. Burada a kesirsel tirev
mertebesidir. Bu denklemin fiziksel olarak anlamli
olabilmesi icin denklemin sag ve sol tarafinin
boyutlarinin ayni olmasi gerekir. Boyut analizi
yapildiginda denklemin sag ve sol tarafinin ayni
olmadigi kolayca gorilebilmektedir.

Godinez ve arkadaslari, Newton soguma kanununu
temsil eden (1) denklemini lokal-olmayan zaman
kesirsel ve lokal zaman kesirsel olarak oldukca
karmasik bir yapida yeniden tanimlamislar ve
¢6zmislerdir (Godinez et al. 2015). (1) denklemini
tdrev tanimini

lokal-olmayan Caputo kesirsel

kullanarak;

1 doT(t)
ogl-a J4ta = _k(T(t) - TE) (5)

1-a

yazmiglardir. Burada, o

1-a

seklinde yeniden

ifadesini boyutu s olan zaman parametresi

olarak tanimlamislardir. Bu parametreyi kullanarak
(5) denkleminin sag ve sol taraflarinin boyutlarini

esdeger hale getirmislerdir. Ayrica denklemi

tamamen boyutsuz hale getirmek icin, ®=%

t
sicaklik ve T=— zaman

[t]
yapmislardir. [t]=% ve
kag a

0(0) = B tanimlamalarini yaparak (5) denklemini

boyutsuz boyutsuz

tanimlamalarini

a%e
2 =1-0 (6)

olarak ifade etmisler ve bu denklemin ¢6zimini de
0(r) =1+ Eq(—t)[p — 1] (7)

seklinde elde etmislerdir. Burada E,(z) Mittag-
Leffler (ML) fonksiyonudur.

Godinez ve arkadaslari (2015), (1) denklemini lokal
olan modifiye edilmis Riemann-Liouville kesirsel
tarev tanimini kullanarak,

1deT(¢) _ _
e age = k(T ® —Tg) (8)

seklinde ifade etmislerdir. Burada da o ile ayni role
sahip p parametresini tanimlamislardir. Kesirsel

lokal tiirevleri kullanarak, [t] = F}ave 0(0) = TT—O =
E

B tanimlamalarini yaparak (8) denklemini boyutsuz
olarak ayni (6) denklemi gibi yeniden tanimlamislar
ve ¢OzimlUni de (7) denklemi seklinde elde

etmislerdir.

Gbémez-Aguilar ve Razo-Herndndez, (1) esitliginin iki
yaninin boyutunu esdeger yapabilmek icin Godinez

1-@ olan

ve arkadaslarininki (2015) gibi boyutu s
017% seklinde bir zaman parametresi tanimlamasi
yaparak (1) denklemini Caputo kesirsel tlirev tanimi

kullanarak,
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1 deT(t
L0 — k(1) - Tp) (©)

seklinde ifade etmislerdir (Gomez-Aguilar and Razo-
Hernandez 2014). a kesirsel tirev mertebesi, o
zaman parametresi ve cismin isi tasinim ozelliklerini
temsil eden k parametresi arasinda o =% iliskisi

oldugunu varsayarak (9) denkleminin ¢ézimdind,
T(t) =Tg + (Ty — Tg)E (k% al™%t%) (10)
seklinde elde etmislerdir.

Daha o6nceki calismalarimizda, (1) denklemine

benzer birinci mertebeden diferansiyel

denklemlerin  kesirsel ~matematik kullanilarak
c¢ozlimleri yapilmistir. Nikleer bozunma denklemi
kesirsel matematik kullanilarak ¢6ziilmus, alfa ve
proton bozunmasina uygulamasi yapilmistir (Calik
vd. 2013, Calk vd. 2014). Lambert-Beer yasasi
kesirsel ¢ozilerek, beta parcaciklarinin aliminyum
soguruculardan gegisleri incelenmistir (Sen ve Calk
2014, Sen vd. 2014). Dogru akim devrelerinden RC
devresini temsil eden diferansiyel denklem kesirsel
¢Ozilerek, kondansatordeki yikin dolmasi ve
bosalmasi deneysel veri ile karsilastirilmigtir (Ertik
vd. 2015). Tirkiye’deki gecmis yillardaki net elektrik
tiketim degerleri g6z o©nidnde bulundurularak,
Ulkemizin gelecekteki net elektrik tiiketim degerleri
kesirsel matematik kullanilarak yapilan
modellemeyle tahmin edilmeye ¢alisiimistir (Calik ve
Sirin 2017).

Bu calismada da (1) diferansiyel denklemi,
literatlirde yapilan kesirsel tanimlamalara gére daha
basit bir

icermeden Caputo kesirsel

sekilde ve herhangi bir parametre

tirevi kullanilarak
yeniden tanimlanmis ve ¢ozlilmistiir. Elde edilen
sonuclar deneysel ve standart matematik ile elde

edilen degerlerle karsilastiriimistir.

2. Materyal ve Metot

Kesirsel = matematik, standart matematigin
aciklamada yetersiz kaldigi noktalarda tam sayi
merteben tilirevler almak yerine keyfi mertebeden
tirev alarak sistemi tasvir etmemizi saglayan
matematiksel bir yontem olup; fen ve miihendisligin
bircok alaninda kullaniimaktadir (Oldham and
Spainer 1974, Miller and Ross 1993, Carpinteri and
Mainardi 1997, Podlubny 1999, Sirin vd. 2010, Sirin
vd. 2011, Cahk vd. 2016, Buyukkilic vd. 2016).
Kesirsel tiirevin Grinwald — Letnikov (GL), Riemann-
Liouville (RL), Caputo gibi bircok tanimi mevcuttur
(Oldham and Spainer 1974, Miller and Ross 1993,
Carpinteri and Mainardi 1997, Podlubny 1999).
Caputo turevli kesirsel diferansiyel denklemler ile
tamsayl mertebeli

diferansiyel denklemler igin

tanimlanan baslangi¢ kosullarinin ayni olmasi,
Caputo tirev taniminin Laplace dontsiminin,
tamsayl mertebeli tlirevlerin baslangi¢ degerlerinin
kullanimina izin vermesi ve sabitin tirevinin sifir
olmasi nedeniyle diferansiyel denklem
¢Ozlimlerinde fizikciler tarafindan en c¢ok kullanilan

Caputo kesirsel tirevidir.

Caputo kesirsel tirev tanimi f, [a,b] € R olmak

Uzere, integrallenebilen, zaman degiskenli bir
fonksiyon ve m—1 <a <m, (m € N*) olmak

uzere,

1
r(m-a)

6DEf(t) = fot(t —)mat £ (p)dr (11)

bicimindedir. (Podlubny 1999).
(1) denklemi Caputo kesirsel tiirevi kullanilarak;
EDAT(t) = —k“(T(t) —=Tz) O0<a<1 (12)

seklinde yeniden tanimlanir ve ¢6zimi icin dnce
Laplace donlsimi uygulanirsa;

T(s) = (Tos+ (K*+Tp) =7 ) <1+%> (13)

s

elde edilir. Burada, T(s), T(t) ifadesinin Laplace
donlisimd; s, Laplace donlisiim parametresidir. (12)
denkleminin sag ve sol tarafinin boyutunu esdeger
yapabilmek icin denklemin yapisinda dogal olarak
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bulunan k sabitinin Ustine «a kesirsel tiirev

mertebesi kuvvet olarak gelmistir. (13) ifadesine
ters Laplace donitstiimi uygulanirsa

(k%D (k%+TE)

o (KFH)?
(na)! ka Yn=1

(na)!

(14)

T(t) =Ty Xn=o0

elde edilir. (14)
denkleminin ¢6zim,

denklemi dizenlenirse (12)

T(t) =Tg + (Ty — Tg JE.(—k“t%) (15)

seklinde elde edilir. Burada E,(z) ML

fonksiyonudur. Bu fonksiyon diferansiyel
denklemlerin kesirsel matematik ile ¢ozlimlerinde
sikca karsimiza ¢ikan 6zel bir fonksiyondur. Tek

parametreli ML fonksiyonu,

Ea2) = ; ['(ar +1)

seklinde tanimlanmaktadir. Kesirsel tiirev mertebesi
a=1 icin (15) denklemi standart matematik

kullanilarak  elde edilen (3) denklemine

dontsmektedir.
3. Bulgular

Gonzalez-Hernandez ve Medellin-Verduzco, (1)
diferansiyel denkleminin temsil ettigi sistemlerin
deneysel gozlemlerinin bu denklemi anlama ve
bahsettikleri
LM35 sicaklk senséri kullanarak

kavramada faydasindan
¢alismalarinda,
olusturduklari, ilk sicakligin 75 °C ve c¢evre
sicakhginin ise 30 °C oldugu deney diizeneginde her
5 dakikada bir 30 dakikalik stirede sicakhk olglimi
yapmislardir (Gonzalez-Hernandez and Medellin-
Verduzco 2017). Cizelge 1’in ikinci sttununda bu
gorilmektedir. Cizelge 1’in

deneysel degerler

Uglncl  sttununda (1) diferansiyel denklemin
standart matematik kullanilarak elde edilen ¢6zimii
olan (3) sicaklik

hesaplamalari, altinc

denklemi ile elde edilen

dordincli, besinci ve
sttunlarda ise bu calismada tanimlanan (12) kesirsel
diferansiyel denkleminin ¢6ziimi olan (15) denklemi

ile yapilan farkh kesirsel tlrev mertebeleri icin

sicaklik
hesaplamalarda kesirsel tirev mertebesi a sirasiyla
0,92, 0,80 ve 0,70 olarak alinmistir.

hesaplamalari  yer almaktadir. Bu

Sekil 1’de, Cizelge 1’de verilen degerler igin sicakligin
zamana gore degisimini veren grafiksel gosterim
yapilmistir. (15) denklemi ile farkli kesirsel tiirev
mertebeleri icin yapilan hesaplara ait sonuglar Sekil
1’de gosterilmistir.

turev

Cizelge 2’'de standart ve farkli kesirsel

mertebesi ile yapilan sicaklik hesaplamalarinin

deneysel degerlere gore ylzde bagil hata hesaplari
((|Thesap - Tde”ey|/Tde"ey)x100%) verilmistir.

Cizelge 1. Deneysel degerler (Gonzalez-Hernandez and
Medellin-Verduzco 2017), (3) denklemi ile
hesaplanan standart ve bu ¢alismada elde edilen
(15) denklemi ile hesaplanan kesirsel sonuglar.

Sicakhk (°C)
Zaman Deney Standart a=0,92 a=0,80 a=0,70
(dakika)
0 75,00 75,00 75,00 75,00 75,00
5 48,80 48,80 48,79 48,99 49,28
10 38,40 37,85 39,21 41,36 42,96
15 34,60 33,28 35,02 37,77 39,81
20 33,10 31,37 33,03 35,79 37,93
25 32,50 30,57 32,01 34,57 36,69
30 32,20 30,23 31,45 33,76 35,80
80
4 - Deney
Standart
0=0,92
0=0.80
@=0.70
S
=
=
8
0]
30 4 TTESR semimmeie
20 T T T
0 10 20 30 40

Zaman (dakika)

Sekil 1. Deneysel (Gonzalez-Hernandez and Medellin-
Verduzco 2017), (3)
denklemi

denklemine ve (15)

kullanilarak farkli kesirsel tilirev
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mertebelerine goére yapilan sicakligin zamana
gore degisimlerinin karsilastirilmasi.

Cizelge 2. Deneysel degerler (Gonzalez-Hernandez and
Medellin-Verduzco 2017) ile standart ve kesirsel
hesaplamalar arasindaki ylzde bagil
hatalar ((|ThesaP — Tdeney | /T4eney)x100%).

Bagil Hata (%)

Zaman Standart Kesirsel Kesirsel Kesirsel

(dakika) a=0,92 a=0,80 a=0,70
0 0,00 0,00 0,00 0,00
5 0,00 0,01 0,38 0,98
10 1,42 2,10 7,71 11,87
15 3,81 1,23 9,16 15,07
20 5,22 0,20 8,11 14,61
25 5,93 1,50 6,36 12,88
30 6,09 2,34 4,85 11,18

4, Tartisma ve Sonug

Diferansiyel denklemleri ¢bzerken standart tiirev
operatorlerinin yerine kesirsel tirev operatérlerini
kullanmak sadece diferansiyel denklemleri
genellemek amaci tasimamaktadir. Eger gercege
yakin bir sistemi ya da sistemin dinamigini tasvir
etmek gerekiyor ise kesirsel matematik standart
matematikten daha kullanisl bir aragtir. Gerek
zamani gerekse konumu tam sayr mertebeden degil
de kesirsel mertebeden alarak diferansiyel
denklemleri ¢6zmek hem gergekgi tasvir hem de

fiziksel anlam agisindan daha dogru olmaktadir.

Sistemin lokal olmamasi durumu konum kesirsel
operatorlerle temsil edilirken, bellek etkisi ise
zaman kesirsel operatorlerle temsil edilmektedir.
Newton’un soguma kanununda oldugu gibi 1si
degisimi slireclerindeki lokal olmama ve bellek
etkisini ihmal ederek standart tiirevleri kullanmak
bu siiregleriirdelemekicin dogru bir arag degildir. Bu
nedenle, bu c¢alismada Newton’'un soguma
kanununu temsil eden diferansiyel denklem zaman

kesirsel tlirev operatori kullanilarak ¢ozilmastir.

Newton’un soguma kanunu igin literatiirde daha
Oonce yapilan calismalara bakildiginda ya boyut
problemi ya da denkleme eklenen parametreler yer
almaktadir. Almeida (2017)'nin tanimlamis oldugu
(4) denkleminin sag ve sol tarafinin boyutlari

birbirine esit degildir. Godinez ve arkadaslar

(2015)’nin
denklemlerinin  ve

olduklari (5) ve (8)
Gbémez-Aguilar ve
(2014)'nin
denkleminin sag ve sol taraflarinin boyutlarini

tanimlamis
Razo-
Hernandez tanimlamis  oldugu (9)
esdeger vyapabilmek icin denkleme bir zaman
parametresi eklenmistir. (5), (8) ve (9) denklemleri
boyut problemi tasimamalarina ragmen, bu
denklemleri ¢bzebilmek i¢in bircok yeni parametre,
sabit ve tanimlama vyapilarak denklemler ve
denklemlerin ¢oziimleri oldukca karmasik bir hale
getirilmistir. Bu calismada ise Newton’un soguma
tanimlanan  (12)

kanunu igin diferansiyel

denkleminin sag ve sol taraflarinin boyutlar

birbirine  esdeger olup, boyutlari esdeger

yapabilmek icin bir parametre kullanilmamustir.

Cizelge 1’den gorilebilecegi gibi, sogumanin ilk 5
dakikasindaki deneysel sonuglarda sicaklik degisimi
26,2 °C iken, sonraki adimlarda degisim miktari
azalmakta ve son adimda bu degisim 0,3 °C
Sekil 1’e bakildiginda
baslangicinda standart hesaplamalar ile deney

olmaktadir. sogumanin
sonuglari uyumluyken zaman ilerledik¢e standart
sonuglarin  deneysel degerlerden farkli
Baska bir

baslarda cismin 1s1 akigi hizli olmaktayken zaman

olmaya
basladigi gorilmektedir. deyisle ilk
ilerledikge ve denge sicakligina yaklasildikga 1s1 akisi
yavaslamaktadir. Dolayisiyla birinci mertebe tiirev
iceren (1) diferansiyel denklemi bu siireci tam olarak
tasvir edememektedir. Bu isi akisinin analizinin
dogru bir sekilde yapilmasi gerekmektedir. (12)
diferansiyel denklemi zaman kesirsel olup, buradaki
kesirsel tlrev mertebesi cismin enerji kaybi igin
gerekli olan zamani, baska bir deyisle 1si1 akis hizini
belirler. Dolayisiyla, cismin yapildigi malzemenin
ozelliklerine, cismin gevresi ile etkilesen ylizeyinin
geometrisine ve tasinimin termodinamik
ozelliklerinden etkilenen cisim ile gevresi arasindaki
sinir tabakasindaki kosullara bagli olan k sabitinin
(Gémez-Aguilar and Razo-,Hernandez 2014) stline
akis hizini belirleyen kesirsel tiirev mertebesi a’nin
kuvvet olarak gelmesi de oldukga dogaldir. Bu yeni
k% kesirsel tasinim katsayisiyla hem denklemin sag
ve sol taraflarinin boyutlari korunur, hem de sicakhk
farkindan dolayi olusan sinir tabakasindaki termal
iletkenlik bu katsayi ile temsil edilmis olur. Benzer
Razo-Herndndez

sekilde  Gémez-Aguilar ve
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(2014)'de, o =% bagintisiyla k parametresi ve a
iliski
Fakat bunu vyaparken o zaman

kesirsel tlirev mertebesi arasinda bir
kurmuslardir.
parametresi adini verdikleri yeni bir parametre

tanimlamislardir.

Cizelge 2'den goraldigiu gibi bu calismada elde
ettigimiz sonucglardan a = 0.92 tirev mertebeli
hatalari, (3)
denklemine gore elde edilen sonuclara gore ve diger

kesirsel sonuglarin ylzde bagil
kesirsel hesaplama sonuglarina gore genel olarak
daha duslktiir. Benzer sekilde Cizelge 1 ve Sekil
1’den anlasildigl baslangig
dakikalarinda, kesirsel
hesaplamalar daha uyumluyken, zaman ilerledikce
deneysel
kalmaktadir. Bu calismada hesaplanan a = 0.92

Uzere slirecin

deney, standart ve

standart sonuclar degerlerin altinda

tirev mertebeli kesirsel sonuglar ise standart
sonuclara gore deneysel degerlerle oldukca uyum
icerisindedir.

Bu baglamda, benzer sirecleri kesirsel matematik
ile cozmek, deneysel uygulamalarda ve similasyon
hesaplarinda ele almak sistemin evrimi ve dinamigi
daha
saglayabilecektir.

acgisindan diizglin  sonuglar almamizi
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