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 -kere Türevlenebilen  -konveks ve  -konkav fonksiyonlar için İntegral Eşitsizlikler 

Huriye KADAKAL
1* 

 

ÖZET: Bu çalışmada, hem Hölder hem de Power-Mean integral eşitsizliği ile birlikte bir integral 

eşitliği kullanılarak n-kere türevlenebilen  -konveks ve  -konkav fonksiyonlar için bir kaç yeni 

eşitsizlik bulunmuştur. 

Anahtar Kelimeler:  -konveks ve  -konkav fonksiyon, Hölder ve Hermite-Hadamard eşitsizliği 

 

Integral Inequalities for  -Times Differentiable  -Convex and  -Concave Functions 

ABSTRACT: In this study, we get several new inequalities for n-times differentiable  -convex and  -

concave functions by applying an integral identity together with both the Hölder and the Power-Mean 

integral inequality. 

Keywords:  -convex and  -concave function, Hölder and Hermite-Hadamard inequality 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
1
 Huriye KADAKAL  (Orcid ID: 0000-0002-0304-7192), Milli Eğitim Bakanlığı, Bulancak Bahçelievler Anadolu Lisesi 

Bulancak,Giresun, Türkiye 

 

Sorumlu Yazar/Corresponding Author: Huriye KADAKAL, e-mail: huriyekadakal@hotmail.com 

 Geliş tarihi / Received:16.10.2018 

 Kabul tarihi / Accepted:19.11.2018 

 



Huriye KADAKAL Iğdır Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü Dergisi, 9(2): 1073-1081, 2019 

 -kere Türevlenebilen  -konveks ve  -konkav fonksiyonlar için İntegral Eşitsizlikler 

 

1074 
 

GİRİŞ 

 

Tanım 1.1 Her       ve         için 

aşağıdaki eşitsizlik sağlanırsa          

fonksiyonu konveks fonksiyon olarak 

adlandırılır: 

 (   (         (   (     (    

Eğer eşitsizlik tersine ise o zaman   fonksiyonu 

    aralığı üzerinde konkav olarak adlandırılır. 

Literatürde konveks fonksiyonlar için birçok 

eşitsizlik verilmiştir. Fakat Hermite-Hadamard 

integral eşitsizliği bu eşitsizlikler içerisinde 

geometrik önemi ve uygulamalarıyla oldukça ön 

plana çıkmıştır. Bu eşitsizlik aşağıdaki gibi ifade 

edilir. 

Tanım 1.2          fonksiyonu konveks 

ise       (     için  

 (
   

 
)  ∫ (    

 

 

 
 (    (  

 
 

eşitsizliği geçerlidir. Bu eşitsizlik literatürde 

Hermite-Hadamard eşitsizliği olarak iyi 

bilinmektedir. 

Tanım 1.3    (     bir reel sayı olsun. Eğer 

her           ve         için 

 (   (          (   (      (   

eşitsizliği sağlanıyorsa               

fonksiyonuna  -konveks (ikinci anlamda) 

fonksiyon denir. Bu fonksiyonların sınıfı   
  ile 

gösterilir (Breckner, 1978). 

Tanım 1.4            bir fonksiyon olsun. 

Eğer   negatif olmayan bir fonksiyon ve her 

      ve   (     için 

 (   (       
 (  

 
 

 (  

   
  

eşitsizliği sağlanıyorsa o zaman   fonksiyonuna 

bir Godunova-Levin fonksiyonu denir. Bu tip 

fonksiyonların sınıfı  (   ile gösterilir 

(Godunova ve Levin, 1985). 

Tanım 1.5  Eğer       fonksiyonu negatif 

olmayan bir fonksiyon ve her       ve 

  (     için 

 (   (        (    (    

eşitsizliği sağlanırsa o zaman   fonksiyonuna bir 

 -function denir. Bu durumda   fonksiyonuna 

 (   sınıfına aittir denir (Dragomir ve ark., 

1995). 

Tanım 1.6          negatif olmayan bir 

fonksiyon olsun. Eğer         negatif 

olmayan bir fonksiyon ve her       ve 

  (     için 

 (   (        (   (    (     (   

eşitsizliği sağlanırsa   fonksiyonuna  -konveks 

veya  ’ye   (     sınıfına aittir denir. 

Eğer yukarıdaki eşitsizlik tersine ise o zaman   

fonksiyonu  -konkav olarak adlandırılır, yani 

    (    ’dir. Eğer  (     ise bu durumda 

negatif olmayan konveks fonksiyonların 

  (     sınıfına ait olduğu ve her negatif 

olmayan konkav fonksiyonun   (     sınıfına 

ait olduğu; eğer  (   
 

 
 ise bu durumda 

  (      (   olduğu; eğer  (     ise bu 

durumda   (      (   olduğu ve eğer 

  (     olmak üzere  (      ise bu durumda 

  (       
  olduğu açıktır (Varošanec, 2007). 

Son zamanlarda literatürde,  -konveks 

fonksiyonlar,  -konkav fonksiyonlar, konvekslik 

ve konvekslik çeşitleri üzerine çeşitli 

uygulamalar, genelleştirmeler ve bunlarla ilgili 

bazı eşitsizlikleri içeren çok sayıda çalışmalar  

için Pečarić ve ark., 1992; Cerone ve ark., 2000; 

Dragomir ve Pearce, 2000; Hwang, 2003; 

Özdemir ve Kırmacı, 2003; Varošanec 2007; 

Sarıkaya ve ark., 2008; Set ve ark., 2010; Bai ve 

ark., 2012; Jiang ve ark., 2012; Özdemir ve 

Yıldız, 2013; Tunç, 2013; Xi ve Qi, 2013; 

Maden ve ark., 2017 kaynaklarına bakılabilir. 

 -konveks fonksiyonlar için yazılmış olan 

Hermite-Hadamard eşitsizliği aşağıdaki teorem 

ile verilir: 

Teorem 1.1     olmak üzere   

  (           ve     (       olsun. O 

zaman 
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  (
 
 )

 (
   

 
)  

 

   
∫  (    

 

 

   (    (   ∫ (     

 

 

 

 

eşitsizliği geçerlidir. Eğer bu eşitsizlikler tersine 

ise o zaman   fonksiyonu  -konkav olarak 

adlandırılır  (Sarıkaya ve ark., 2008). 

 

MATERYAL VE YÖNTEM 

Bu bölümde, esas sonuçları elde etmek için 

Maden ve ark., (2017) tarafından verilen 

aşağıdaki Lemma  ile birlikte Hölder integral 

eşitsizliği ve Power-mean integral eşitsizliği 

verilecektir. 

Lemma 2.1     ve         fonksiyonu 

  üzerinde  -kere diferansiyellenebilir bir 

fonksiyon ve       ,     olmak üzere 

 (          olsun. Bu durumda  

 

 

∑(    (
 (  (        (  (      

(     
)

   

   

 ∫  (    

 

 

 
(      

  
∫    (  (    

 

 

  

elde edilir. 

 

Tanım 2.1 (Hölder İntegral Eşitsizliği)     

ve 
 

 
 

 

 
   olsun. Eğer    ve   fonksiyonları 

      kapalı aralığında tanımlı reel değerli 

fonksiyonlar, | (  |  ve | (  |  fonksiyonları 

      aralığında integrallenebilen fonksiyonlar 

ise bu durumda 

 

 

 

∫| (   (  |  

 

 

 (∫| (  |   

 

 

)

 
 

(∫| (  |   

 

 

)

 
 

 

integral eşitsizliği geçerlidir (Mitrinović, 1970). 

 

Tanım 2.2 (Power-Mean İntegral Eşitsizliği) 

    olsun.   ve   fonksiyonları       

aralığında tanımlı ve integrallenebilir iki 

fonksiyon olsun. | (  | ve | (  |  fonksiyonları 

      aralığında integrallenebilen fonksiyonlar 

ise 

 

∫| (   (  |  

 

 

 (∫| (  |  

 

 

)

  
 
 

(∫| (  || (  |   

 

 

)

 
 

 

integral eşitsizliği geçerlidir (Mitrinović, ve ark., 1993). 

 

Bu çalışmada bundan sonra kolaylık sağlaması 

açısından aşağıdaki notasyonları kullanacağız. 

          (       ve       

olmak üzere       ve           ve 

      için 

Aritmetik ortalama:  (     
   

 
  

Genelleştirilmiş Logaritmik Ortalama:   (     (
         

(    (    
)
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BULGULAR VE TARTIŞMA 

Bu bölümde,   ve  ’nin   üzerinde 

aralıklar, (        ve   ve   fonksiyonlarının 

sırasıyla   ve   aralıkları üzerinde tanımlı negatif 

olmayan fonksiyonlar,  (
 

 
)    olduğu 

varsayılacaktır. 

Özellikle belirtmek gerekir ki, özel 

durumlarda elde edilen sonuçlar aşağıdaki 

sonuçlara indirgenir: 

i.  Bu çalışmada elde edilen sonuçlar, 

 (     olması durumunda (Maden ve ark., 

2017)’nin sonuçlarına indirgenir. 

ii. Bu çalışmada elde edilen 

sonuçlar,  (     olması durumunda (Kadakal 

ve ark., 2017a)’nın sonuçlarına indirgenir. 

iii.  Bu çalışmada elde edilen 

sonuçlar,  (      olması durumunda (Kadakal 

ve ark., 2017b)’nin sonuçlarına indirgenir. 

iv. Bu çalışmada elde edilen 

sonuçlar,  (   
 

 
 olması durumunda (Kadakal 

ve ark., 2017c)’nin sonuçlarına indirgenir. 

Teorem 3.1     ve             

fonksiyonu   üzerinde  -kere 

diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve       , 

    olsun. Eğer  (          ve     için 

| (  |
 
 fonksiyonu       aralığı üzerinde  -

konveks fonksiyon ise bu durumda 

 

|∑(    (
 (  (        (  (      

(     
)

   

   

 ∫  (    

 

 

| 

 

 
 

  
(   

 
 (       

 (     
 
 (| (  (  |

 
 | (  (  |

 
) 

 

eşitsizliği geçerlidir, burada,   ∫  (    
 

 
 dir. 

 

İspat. Eğer     için | (  |
 
 fonksiyonu       aralığı üzerinde  -konveks fonksiyon ise Lemma 2.1, 

Hölder integral eşitsizliği ve 

 

| (  (  |
 

 | (  (
   

   
  

   

   
 )|

 

  (
   

   
) | (  (  |

 
  (

   

   
) | (  (  |

 
  

eşitsizliği kullanılarak 

|∑(    (
 (  (        (  (      

(     
)

   

   

 ∫  (    

 

 

| 

 
 

  
∫   | (  (  |  

 

 

 

 
 

  
(∫      

 

 

)

 
 

(∫| (  (  |
 
  

 

 

)
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(∫      

 

 

)

 
 

(∫ [ (
   

   
) | (  (  |

 
  (

   

   
) | (  (  |

 
]   

 

 

)

 
 

 

 
 

  
(∫      

 

 

)

 
 

((    | (  (  |
 
∫ (    

 

 

 (    | (  (  |
 
∫ (    

 

 

)

 
 

 

 
 

  
(    

 
 *

           

(     (    
+

 
 

* (     (| (  (  |
 
 | (  (  |

 
) +

 
 
 

 
   

  
(   

 
    

 (     
 
 (| (  (  |

 
 | (  (  |

 
) 

elde edilir. 

 

Sonuç 3.1     için Teorem 3.1’in şartlarını dikkate alarak aşağıdaki eşitsizlik elde edilir: 

 

|
 (     (   

   
 

 

   
∫  (    

 

 

|  (   
 
   (     

 
 (|  (  |  |  (  |   

 

Teorem 3.2     ve             

fonksiyonu   üzerinde  -kere 

diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve       , 

    olsun. Eğer  (          ve     için 

| (  |
 
 fonksiyonu       aralığı üzerinde  -

konveks fonksiyon ise bu durumda aşağıdaki 

eşitsizlik geçerlidir: 

 

|∑(    (
 (  (        (  (      

(     
)

   

   

 ∫  (    

 

 

| 

 
 

  
(      

 
   
 (    *| (  (  |

 
  (       | (  (  |

 
  (      +

 
 
  

Burada       

 
 ve     

  (       ∫  (        
 

 

 (     

  (       ∫    (      
 

 

 (     

dir. 

 

 

 

 

 



Huriye KADAKAL Iğdır Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü Dergisi, 9(2): 1073-1081, 2019 

 -kere Türevlenebilen  -konveks ve  -konkav fonksiyonlar için İntegral Eşitsizlikler 

 

1078 
 

İspat. Lemma 2.1 ve iyi bilinen Power mean integral eşitsizliğinden, 

 

|∑(    (
 (  (        (  (      

(     
)

   

   

 ∫  (    

 

 

| 

 
 

  
∫   | (  (  |  

 

 

 

 
 

  
(∫     

 

 

)

  
 
 

(∫   [ (
   

   
) | (  (  |

 
  (

   

   
) | (  (  |

 
]   

 

 

)

 
 

 

 
 

  
(∫     

 

 

)

  
 
 

(| (  (  |
 
∫   

 

 

 (
   

   
)   | (  (  |

 
∫   

 

 

 (
   

   
)  )

 
 

 

 
 

  
(
         

   
)

  
 
 

[(    | (  (  |
 
  (       (    | (  (  |

 
  (      ]

 
  

 
 

  
(    *

         

(    (    
+

  
 
 

*| (  (  |
 
  (       | (  (  |

 
  (      +

 
 
 

 
 

  
(      

 
   
 (    *| (  (  |

 
  (       | (  (  |

 
  (      +

 
 
 

 

elde edilir. 

 

Sonuç 3.2     için Teorem 3.2’in şartlarını dikkate alarak aşağıdaki eşitsizlik elde edilir: 

 

|
 (     (   

   
 

 

   
∫  (    

 

 

|   
   
 (     |  (  |   (       |  (  |   (       

 
  

 

Sonuç 3.3     için Sonuç 3.2’nin şartlarını dikkate alarak aşağıdaki eşitsizlik elde edilir: 

 

|
 (     (   

   
 

 

   
∫  (    

 

 

|  |  (  |  (       |  (  |  (        
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Teorem 3.3     ve             

fonksiyonu   üzerinde  -kere 

diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve       , 

    olsun. Eğer  (          ve     için 

| (  |
 
 fonksiyonu       aralığı üzerinde  -

konveks fonksiyon ise bu durumda aşağıdaki 

eşitsizlik geçerlidir:  

 

|∑(    (
 (  (        (  (      

(     
)

   

   

 ∫  (    

 

 

| 

 
   

  
*| (  (  |

 
  (         | (  (  |

 
  (        +

 
 
  

Burada, 

  (         ∫   (          

 
 (    , 

  (         ∫    (       

 

 

 (     

gösterimleri kullanılmıştır. 

 

İspat. Eğer     olmak üzere | (  |
 
 

fonksiyonu       aralığı üzerinde  -konveks 

fonksiyon ise o zaman Lemma 2.1’i ve iyi 

bilinen Hölder integral eşitsizliğini uygulayarak 

aşağıdaki eşitsizlik elde edilir: 

 

|
(      

  
∫    (  (    

 

 

|  
 

  
(∫     

 

 

)

 
 

(∫    | (  (  |
 
  

 

 

)

 
 

 

 
 

  
(∫     

 

 

)

 
 

(∫    [ (
   

   
) | (  (  |

 
  (

   

   
) | (  (  |

 
]   

 

 

)

 
 

 

 
 

  
(    

  
 
 *(    | (  (  |

 
  (         (    | (  (  |

 
  (        +

 
 
 

 
 

  
(    *| (  (  |

 
  (         | (  (  |

 
  (        +

 
 
  

 

Sonuç 3.4     için Teorem 3.3’ün şartlarını dikkate alarak aşağıdaki eşitsizlik elde edilir: 

|
 (     (   

   
 

 

   
∫  (    

 

 

|   |  (  |   (         |  (  |   (         
 
  

 

 

Teorem 3.4     ve   (         

fonksiyonu  -kere diferansiyellenebilir bir 

fonksiyon ve       olsun. Eğer  (   

       ve     için | (  |
 
 fonksiyonu       

aralığı üzerinde  -konkav fonksiyon ise bu 

durumda aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir:  
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|∑(    (
 (  (        (  (      

(     
)

   

   

 ∫  (    

 

 

| 

 
 

  
 

 
 
 (    [ (

 

 
)]

 
 
 
   
 (    | (  (

   

 
)|  

 

 

 

İspat. Eğer     için | (  |
 
 fonksiyonu       

aralığında  -konkav fonksiyon ise bu durumda 

Lemma 2.1,  -konveks fonksiyonlar için 

yazılmış olan Hermite-Hadamard eşitsizliği ve 

Hölder eşitsizliğini uygulayarak aşağıdaki 

eşitsizlik elde edilir: 

 

|∑(    (
 (  (        (  (      

(     
)

   

   

 ∫  (    

 

 

| 

 
 

  
∫   | (  (  |  

 

 

 

 
 

  
(∫      

 

 

)

 
 

(∫| (  (  |
 
  

 

 

)

 
 

 

 
 

  
(∫      

 

 

)

 
 

((    
 

  (
 
 )

| (  (
   

 
)|

 

)

 
 

 

 
 

 
 
 

  
   
 (    (    [ (

 

 
)]

 
 
 
| (  (

   

 
)|  

 

Sonuç 3.5     için Teorem 3.4’ün sonuçlarını dikkate alarak 

 

|
 (     (   

   
 

 

   
∫  (    

 

 

|   
  

 
 [ (

 

 
)]

  
 
 
  (    |  (

   

 
)|  

 

eşitsizliği elde edilir. 
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SONUÇ 

Bu çalışmada,  -kere türevlenebilen  -konveks 

ve  -konkav fonksiyonlar için integral 

eşitsizlikler elde edilmiştir. Benzer yöntem ve 

lemmalar kullanılarak, diğer konvekslik çeşitleri 

için de benzer çalışmalar yapılabilir. 
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