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Ozet: Bu calismada kiime degerli optimizasyon problemi ele almmustir. Kiime degerli
optimizasyon problemlerinin ¢oziimlerini bulmak i¢in kullanilan baz1 kriterler vardir.
Literatiirde en ¢ok kullanilan kriterler kiime yaklagimi ve vektor yaklagimidir. Bu ¢alismada ise
kiime degerli optimizasyon problemlerinin kiime yaklasimina gore ¢oziimleri arastirildi. Kiime
degerli optimizasyon problemlerinin kiime yaklasimina gore optimallik kosullarini elde etmek
i¢cin skalerizasyon, vektorizasyon ve yonlii tiirev gibi yontemler kullanilir. Bu yontemlerden
farkli olarak ¢alismada problemin optimallik kosullarini elde etmek igin gomme fonksiyonu
kullanilmistir. Gomme fonksiyonu ile optimallik kosullarini elde edebilmek icin bir gomme
uzay1 kullanilmistir. Bu uzayin ve gémme fonksiyonunun bazi 6zellikleri incelenmistir. Bunlara
ek olarak ¢alismanin daha iyi anlasilabilmesi i¢in bir 6rnek verilmistir.

Anahtar kelimeler: Kiime degerli doniisiim, optimallik kosulu, gémme fonksiyonu.

Optimality Conditions of Given Set-valued Optimization Problems with Respect to
Set Optimization by Using Embedding Function

Abstract: In this current study, set-valued optimization problem is considered. There are some
criteria to obtain solutions of this set-valued optimization problem. The two most commonly
used criteria are set and vector approaches in the literature. In this work, we investigated the
solutions of set-valued optimization problems with respect to set approach. Many methods such
as scalarization, vectorization and directional derivative are used to find the optimality
conditions of set-valued optimization problems with respect to set approach. Apart from these
methods, we used embedding function to obtain optimality conditions in this study. An
embedding space is used in order to obtain optimality conditions by using embedding function.
Some properties of this space and embedding function are studied. Moreover, an example is
given to understand more better of the study.

Keywords: Set-valued map, optimality condition, embedding function.

1. Giris

Kiime degerli doniisiimlerin optimizasyonu son zamanlarsa ¢ok ilgi gormektedir. Bunun
sebeplerinden bazilar1 problemin finans, kontrol teori, oyun teori, mithendislik gibi
alanlarda uygulamasinin olmasidir [1, 2]. Kiime degerli optimizasyon problemlerini
¢Ozebilmek i¢in kullanilan bazi yaklagimlar vardir. Literatiirde en c¢ok kullanilanlar
vektor ve kiime yaklagimidir [2, 3, 4, 5]. Arastirmacilarin ilk kullandiklar1 ¢6ziim Kriteri
vektor yaklagimidir. Kiime degerli optimizasyon problemini vektor yaklagimina gore
cozebilmek icin goriintii kiimesi lizerinde islem yapmak gerekmektedir. Bir noktanin
problemin ¢o6ziimii olabilmesi i¢in o noktanin kiime degerli doniisiim altindaki
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goriintiisti kiime degerli doniistimiin goriintii kiimesinin en az bir etkin (minimal veya
maksimal) noktasini igermelidir.

Yakin bir zamanda Kuroiwa tarafindan ortaya ¢ikarilan kiime yaklagimi ise kiime
degerli doniisiimiin goriintli kiimeleri arasindaki karsilastirmaya dayanmaktadir. Bu
yiizden problemi kiime yaklagimima gore ¢dzebilmek i¢in kiimeler arasinda siralama
bagintisina ihtiyag vardir. Bu siralama bagintisina gore kiime degerli doniisiimiin
goriintii kiimeleri arasinda etkin kiimeler bulunur. Etkin kiimelerin ters goriintiisii
problemin kiime yaklasimina gore ¢6zlimiinii verir.

Siralama konisine bagli olarak kiime siralamalari hakkinda ilk ¢alisma Kuroiwa vd. [6]
tarafindan yapilmistir. Yaptiklar1 ¢calismada alt1 tane siralama baginti tanimlamislardir.
Daha sonra Kuroiwa bu alti siralama bagintisin1 kullanarak kiime yaklagimi teorisini
ortaya ¢ikarmustir [7, 8]. Yaptig1 ¢alismada bu siralama bagintilarina gore bir kiimeler
ailesinin minimal ve maksimal kiimelerini de tanimlamistir. Daha sonra, Jahn ve Ha [9]
kiime degerli optimizasyonda kullanmak iizere yeni siralama bagintilar1 tanimlamistir.
Literatlirde kullanilan siralama bagmtilarinin bazilar1 6n siralama bagimtis1 bazilar1 da
On siralama bagintist bile degildir. Literatiirdeki ilk kismi siralama bagintis1 Karaman
vd. [4] tarafindan tanimlanmistir. Minkowski fark kullanarak tanimlanan bu siralama
bagmtisinin smirli kiimeler ailesi lizerinde bir kismi siralama bagintisi oldugu
gosterilmistir. Ayni calismada kismi siralama bagmtisina gore verilen kiime degerli
optimizasyon problemlerinin optimallik kosullarin1 elde edebilmek igin skalerizasyon
yontemi de elde edilmistir.

Kiime degerli optimizasyon problemlerini kiime yaklasimia gore ¢dzebilmek igin
kullanilan bir¢ok yontem vardir. Kiime degerli optimizasyon problemi skaler
optimizasyon problemi ile karakterize edildiginde elde edilen yontem skalerizasyon [5],
kiime degerli optimizasyon problemi vektdr optimizasyon problemi ile karakterize
edildiginde elde edilen yontem vektorizasyon [3] olarak adlandirilmaktadir. Kiime
degerli optimizasyon problemlerinin optimallik kosullarini elde etmek icin yonlii
tirevlerden de yararlanilmaktadir [10, 11]. Problemin optimallik kosullarini elde etmek
icin kullanilan bir bagka yontem ise gomme doniisiimiidiir. Bu yontem literatiirde
sadece Kuroiwa tarafindan kullanilmistir [11, 12, 13, 14].

Bu ¢alismada, kiime degerli optimizasyon problemlerinin optimallik kosullarini elde
etmek i¢in Kuroiwa tarafindan kullanilan gdmme fonksiyonu ele alinmistir. Gomme
fonksiyonunu tanimlayabilmek ve iizerinde islemler yapabilmek i¢in Kuroiwa [11]’nin
kullandig1 gdmme uzay1 kullanilmistir. Gomme uzay1 ve gdmme fonksiyonunun bazi
ozellikleri incelendikten sonra kiime yaklasimina gore verilen kiime degerli
optimizasyon problemlerinin optimallik kosullar1 elde edilmistir. Son olarak, elde edilen
optimallik kosullar1 bir 6rnek {izerinde incelenmistir.

2. Materyal ve Metot
Bu ¢alismada, X bostan farkli bir kiime, Y, kapali, konveks, sivri (K N (—=K) = {0y}) ve
i¢i bostan farkli bir K < Y konisi (her x € K ve her A > 0 i¢in Ax € K) ile kismi sirali
normlu vektor uzayr olarak alinacaktir. Y’ nin bostan farkli tiim alt kiimelerinin ailesi
P(Y) ile gosterilecektir. Yani

PY)={AcY| A=+ 0Q}dir.
A,B € P(Y) kiimesi verildiginde, A kiimenin i¢ini int(4A), A ve B kiimelerinin

konveks zarfi yani A ve B kiimelerini bulunduran tiim konveks kiimelerin kesisimi
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conv{A, B} ile gosterilecektir. Y nin bostan farkli kompakt, konveks alt kiimelerinin
ailesi C(Y) ile gosterilsin. O halde

C(Y):={A cY| A kompakt, konveks } dir.
K konisi yardimiyla Y iizerinde bir kismi siralama bagintisi; Vx,y € Y i¢in
xX<gkyeSy—x€KkK
x<gyey-—xe€int(K)
seklinde tanimlanir.

AeP(Y) ve xo €Y olsun. AN (xog—K) ={xo} (AN (xy+K) ={x,}) ise xy’a A
kiimesinin K konisine gore minimal (maksimal) eleman1 denir. A N (xo — int(K )) =0
(AN (xo + int(K)) = @) ise xy’a A kiimesinin K konisine gdre zayif minimal (zayif
maksimal) eleman1 denir.

Tamm 2.1. A, B € P(Y) olsun.
i. A+B={a+b|la€Aveb € B} kimesine A ve B kiimelerinin cebirsel
toplami,
ii. A—B={a—b|a€Aveb € B} kimesine A ve B kiimelerinin cebirsel
farki,
iii. A=-B={x|x+BcA} kimesine A ve B kiimelerinin Minkowski
(Pontryagin) farki denir.

Kiimelerin Minkowski farki asagidaki 6zelliklere sahiptir. Bu konu ile ilgili daha fazla
bilgi [4, 15, 16] ¢alismalarinda bulunabilir.

Onerme 2.2. [4] A,B € P(Y) ve x € Y olsun.

I. (x+A)~B=x+(A=B),

ii. A-(x+B)=—-—x+(A=B),

iii. A kapali ise A ~ B kapali,

Iv. A smirliise A ~ A = {0y} dir.
F:X 3'Y bir kiime degerli doniisiim olsun. N, Y iizerinde herhangi bir kiimesel 6zellik
olmak {iizere, Vx € X i¢in F(x) kiimeleri Y {izerinde N 0zelligini sagliyorsa F’ye N
degerli denir. Kiime degerli optimizasyon problemi

min(maks) F(x)
x€X

sop){

seklinde tanimlanir. (SOP)’nin  ¢0ziimlerinin elde edilmesinde kullanilan
yaklasimlardan biri kiime yaklagimidir. Bu yaklagim F’nin degerleri olan kiimeler
arasindaki karsilagtirmaya dayanmaktadir. Bu karsilastirmayi yapabilmek i¢cin P(Y)
tizerinde siralama bagintisina ihtiya¢ vardir. Smirli kiimeler ailesi tizerindeki ilk kismi
siralama bagmtisi asagida verilmistir.

Tamm 2.3. [4] A, B € P(Y) olsun. P(Y) iizerinde m, ve kesin m;bagintilar1 sirasiyla
ALZ*B:o (B=ANK+0

ve
A<t B:s (B=A)nint(K) # 0
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seklinde tanimlanir.

A ve B kiimelerini tek nokta kiimesi olarak aldigimizda <;<n1 bagintis1 Y lizerindeki <g
bagintisina indirgenir. Bu yiizden < bagmtist Y iizerinde bilinen <y bagmtisinin
kiimeler ailesi iizerine bir genislemesidir. <?1 bagitist sinirli kiimeler ailesi iizerinde
bir kismi siralama bagintisidir [4]. Bu bagintiya gore bir kiimeler ailesinin minimal,
maksimal, zay1f minimal ve zayif maksimal elemanlar1 asagidaki sekilde tanimlanir.

Tamm 2.4. [4] S € P(Y) ve A € S olsun.

i. B <g* A ve A # B olacak sekilde bir B € S kiimesi yoksa A’ya § ailesinin
bir m;-minimal eleman,

ii. A <g* B ve A # B olacak sekilde bir B € § kiimesi yoksa A’ya § ailesinin
bir m;-maksimal elemana,

iii. B <i* A ve A # B olacak sekilde bir B € S kiimesi yoksa A’ya § ailesinin
bir zayif m;-minimal elemant,

iv. A <g* B ve A # B olacak sekilde bir B € S kiimesi yoksa A’ya § ailesinin
bir zay1f m;-maksimal elemani denir.

(SOP), <i* bagmtisi kullanarak kiime yaklagimimna gdre incelediginde problem (m; —
SOP) ile gosterilir. F(X) = {F(x) | x € X} olmak tizere F(x,), F(X) ailesinin bir m,-
minimal (m,-maksimal) kiimesi ise xy’a (m; — SOP)’nin bir ¢éziimii denir. Benzer
olarak (m; — SOP) verildiginde F(x,), F (X) ailesinin bir zayif m;-minimal (zayif m,-
maksimal) kiimesi ise xy’a (m; — SOP)’nin bir zayif ¢6ziimii denir.

3. Bulgular
C(Y)?’de = ikili bagintis1 V(4, B), (C,D) € C(Y)? i¢in
(AB)= (C,D): o A+D+K=B+C+K

seklinde tammlansmn. = bagintisi C(Y)? iizerinde bir denklik bagmtisidir. Bunu
gosterebilmek i¢in literatiirde Cancellation law olarak bilinen A+ B=C+B=>A=C
sadelestirmesi kullanilir [14, 15]. (4, B)’nin denklik siniflarin1 [A, B] ile gosterelim. O
halde

[4,B] :={(C,D) € €(Y)* | (A, B) = (C,D)}
olur. = denklik bagintisinin C(Y)? iizerindeki gdbmme uzay1 M ile gosterilsin. O zaman
M =C¢(Y)?/=:={[A B]| (4,B) € ¢(Y)?Ydir. Gémme uzay1 iizerinde toplama ve
skaler ile carpma islemi V[A,B],[C,D] € M ve Va € R igin
[A,B]+[C,D] =[A+C,B+ D],

[@A,aB], a =0

a-[4 B] = {[—aB, —ad], a<0

oldugunda (M, +,)) R iizerinde bir vektér uzayidir. Bu uzayin etkisiz elemani ise
[{0y}, {Oy}]"dur.

M’nin Ozel bir alt kiimesi
K :={[A,BlEM | B <t A}
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olsun. K, M’de konveks, sivri bir konidir. M’de K kiimesiyle <4 siralama bagintisi
[A,B] <4 [C,D]: & [C,D] — [A,B] € X

seklinde tanimlansin. Bu siralama bagintis1 M iizerinde bir kismi siralama bagintisidir.
M iizerinde kesin kiiciik bagintisini tanimlamak i¢in int(X) kiimesini de

int(X) :=={[A,B] € M | B <4 A}
seklinde tanimlayalim. Bu durumda <4 bagintisi
[4,B] <4 [C,D]: & [C,D] — [A, B] € int(X)
olur.

K’nin bir taban1 S olsun. O halde K = U 50 AS’dir. M iizerinde |I-l: M - R normu her
[4,B] € M i¢in

Il [A, B] ll= sup |inf(s, A) — inf (s, B)|

SES

seklinde tanimlandiginda M normlu vektor uzayi olur.

(m; — SOP)’yi karakterize etmek i¢in kullanacagimiz T:C(Y) - M gémme
fonksiyonunu VA € ¢(Y) i¢in

T(4) = [A,{0}]

seklinde tanimlayalim. T fonksiyonu yardimiyla (m,; — SOP) icin optimallik kosullarim
elde etmek i¢in fonksiyonun asagida verilen 6zelliklerine ihtiyag vardir.

Onerme 3.1. A,B€eC(Y) olsun.A<y' B olmasi icin gerek ve yeter kosul
T(A) <4 T(B) olmasidur.

Kamt: Kabul edelim ki A <i'* B olsun. Bu durumda [B, A] = [B,{0}] — [{0}, 4] € X
olur. T fonksiyonunun tanimindan T(B) — T (A) € XK yani T(A4) <y T(B) elde edilir.

Ters kapsam da benzer sekilde gosterilir.

Onerme 3.2. A,BeC(Y) olsun. A<y'B olmasi igin gerek ve yeter kosul
T(A) <4 T(B) olmasidir.

Kamt: Onerme 3.1.’in kanitina benzer sekilde elde edilir.

Teorem 3.3. (my—SOP)’nin optimallik kosullarin1 elde etmemize olanak
saglayacaktir.

Teorem 3.3. F: X 3 'Y kompakt, konveks degerli bir doniisiim olsun. x, € X’in (m; —
SOP)’nin bir ¢dziimii olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul x,’1n
(E — SOP) {min(maks) T(F (x))
x€X
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probleminin bir ¢6zlimii olmasidir.

Kamt: Kabul edelim ki xy, (m; — SOP)’nin bir ¢dziimii olsun. O halde Vx € X / {x,}
icin F(x) <?1 F(xy) olacak sekilde bir x yoktur. Onerme 3.1.°den Vx € X icin
T(F(x)) <t T(F(xp)) olacak sekilde bir x’in olmadigini elde ederiz. Bu ise x,’in
(E — SOP)’nin ¢6ziimii oldugunu gosterir.

Tersine x,, (E —SOP)’nin bir ¢6ziimi olsun. O halde Vx € X /{x,} icin
T(F(x)) <! T(F(xp)) olacak sekilde bir x yoktur. Onerme 3.1.’den Vx € X igin
F(x) <" F(x,) olacak sekilde bir x’in olmadig1 ortaya cikar. Bu ise x,’m (m; —
SOP)’nin bir ¢6ziimii oldugunu verir.

Sonu¢ 3.4. F: X 3 Y kompakt, konveks degerli bir doniisiim olsun. x, € X’in (m; —
SOP)’nin bir zayif ¢6ziimii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul x,’1n

min(maks) T(F (x))
x€eX

(E —SOP) {
probleminin bir zayif ¢oziimii olmasidir.
Kamit: Teorem 3.3.’{in kanitina benzer sekilde Onerme 3.2. kullanilarak elde edilir.

Elde ettigimiz optimallik kosullarin1 bir 6rnek iizerinde uygulayalim.

Ornek 3.4. F: R, = R? kompakt, konveks degerli doniisiimii her x € R, icin F(x) =
conv{(x,0), (x, x?)} seklinde tanimlansmn. Siralama konisi K = R% olmak iizere

min F(x)

(m, — SOP){ Y ER,

problemini goz 6niine alalim. F’nin baz1 goriintii kiimeleri Sekil 1. de gosterilmistir.

F(0) 1 ¢t > X

Sekil 1. Ornek 3.4.’deki F kiime degerli doniisiimiiniin baz1 goriintii kiimeleri
vx € Ry igin T(F(x)) = [F(x),{(0,0)}] ve X = {[4,B] | B <* A} olmak iizere,

min T (F(x))

(E — sop){ Ch.
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problemini ele alalim. Vx € R, i¢in T(F(0)) <« T(F(x))’dir. Gergekten,

T(F(x)) — T(F(0)) = [F(x),{(0,0)}] — [F(0),{(0,0)}]
= [F(x) — F(0),{(0,0)}] = [F(x),{(0,0)}]

elde edilir. {(0,0)} <¢* F(x) oldugundan [F(x),{(0,0)}] € X dir. Boylece 0, (E —
SOP)’nin bir ¢oziimiidir. Dolayisiyla Teorem 3.3.’den 0 aym1 zamanda (m; —
SOP)’nin de bir ¢oziimiidiir.

4. Sonug ve Yorum

Kiime degerli optimizasyon problemleri son zamanlarda bir¢cok aragtirmacinin ilgisini
cekmektedir. Yapilan caligmalarin ¢ogu problemi ¢cézmeye yoneliktir. Problemi ¢ozmek
icin skalerizasyon, vektOrizasyon, yonlii tiirev ve subdiferansiyel gibi kavramlardan
yararlanilir. Bu calismada bu yontemlerden farkli olarak Kuroiwa tarafindan ortaya
konulan gémme uzay1 ve gomme fonksiyonu yardimi ile (m; — SOP) i¢in optimallik
kosullariin elde edilmesi amaglanmistir. Gdmme fonksiyonu yardimu ile farkli siralama
bagitilarina gore verilen kiime degerli optimizasyon problemlerinin optimallik
kosullari elde edilebilir.
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