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Oz

Matematik biliminde siklikla kullanilan ve bir¢ok miihendislik alaminda yararlanilan pozitif reel
fonksiyonlar, elektrik-elektronik miihendisliginde empedans fonksiyonu adiyla yer almaktadwr. Bu makalede,
Schwarz Lemmasi’min simirda analizi incelenmis ve bu analizde elde edilen empedans fonksiyonlarina
karsilik gelen devreler arastirimistir. Calismada sunulan teoremde, Z(0)=0 kosulu dikkate alinarak

empedans fonksiyonunun tirevinin modiiliiniin asagidan sinr analizi yapimistir ve kesin sonug elde
edilmistir. Yapilan bu incelemede sag yari diizlemde tammli olan s,,s,,...,s, noktalar: dikkate alinarak Z(s)

fonksiyonunun  degerlendirmesi  daha da  kuvvetlendirilmistir.  Ayrica, bu  degerlendirmede
Z(s)=Z(1)+c,(s—1)+c,(s—1)’ +.... fonksiyonunun Taylor agihmindaki birinci ve ikinci katsayilar
hesaba katilarak esitsizlik degerlendirilmistir. Elde edilen esitsizligin esitlik hali icin Z(s) fonksiyonu
verilmistir. Z(s) fonksiyonunun parametreleri degistirilerek farkli mertebeden empedans fonksiyonlar: elde

edilebilmektedir. Dolayisiyla, sentezi gercgeklestirilen devreler, yapisal olarak farklhiik gostermektedir.
Calisma igerisinde sunulan teoremin sonucu olarak genel bir empedans fonksiyonu elde edilmistir. Bu
empedans fonksiyonuna karsilik gelen devre modeli de en genel haliyle verilmistir. Sonrasinda ise, bazi
ornek parametre degerleri segilerek, bu genel devre modelinden tiretilen farkll yapidaki devrelere ait
sematikler sunulmustur. Elde edilen bu devreler, farkll sayida sifir ve kutuplara sahiptir. Dolayisiyla, bu sifir
ve kutup noktalariyla baglantili olarak frekans diizleminde farkly sayida ve farkl noktalarda kritik frekans
degerlerine sahip olacaklardir. Buradan yola c¢ikarak, teorem igerisinde sunulan genel empedans
fonksiyonundan farkly tiirde, dar-bant, bant-gegiren ve bant-durduran devrelerin tiretilebilecegi
ongoriilmektedir.
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Giris

Empedans fonksiyonlari, Z(s), kompleks
frekans parametresi s’ye bagli pozitif reel
fonksiyonlardir. Bir empedans fonksiyonu

asagida verilen pozitif reel fonksiyonlara ait
ozellikleri tasidigr takdirde fiziksel olarak
gerceklenebilmektedir (Reza, 1962):

1-) Z(s) fonksiyonu s >0’da, sanal eksen

iizerindeki kutuplar haricinde, analitik ve tek
degerlidir.

2-) Z(s)=Z(s)

3-) Rs>0igcin NZ(s)>0.

Elektrik ~ miihendisliginde, pozitif  reel
fonksiyonlarm tiirevleri genellikle devre sentezi
ve analizinde kullamlmaktadir (Ornek ve
Diizenli, 2018). Bu konuyla ilgili 6nci
calismalardan ~ bir  tanesinde = empedans
fonksiyonunun tiirevi, elektrik ve manyetik
enerjiyi iliskilendirmek i¢in kullanilmigtir (Van
der  Pol, 1937). Ayrica, empedans
fonksiyonlarmin bazi yeni Ozelliklerini, bu
fonksiyonlarm tiirevini kullanarak arastiran
calismalar da mevcuttur (Huang, 1965; Krueger
ve Brown, 1969).

Bu calismada, empedans fonksiyonunun
tlirevinin sifir noktasinda analizi
gerceklestirilerek yeni bir teorem

sunulmaktadir. Bu teoremde, Z (O) =0 oldugu

varsayilarak, empedans fonksiyonunun
tirevinin modiili asagidan degerlendirilmistir.
Onceki ¢alismalardan farkli olarak, empedans
fonksiyonunun tiirevinin sinirda incelenmesi
durumunda ne tiir devreler tasarlanabilecegi
sorusunun cevabi aranmistir. Bu soruyu
cevaplamak amaciyla smirda Schwarz Lemmasi
kullanilmis olup, empedans fonksiyonlarinin
analizi s =0 noktasinda gerceklestirilmistir.
Simdi, caliymada sunulacak teoremlerle ilgili 6n
degerlendirmeler paylasilacaktir.

C kompleks diizlem, E sifir merkezli birim
disk ve T=8E={z:|z|:1} olsun. Kompleks

fonksiyonlar teorisinin temel konularindan biri
Schwarz Lemmasi’dir. Schwarz Lemmasi,
kompleks diizlemdeki birim disk iizerinde
tanimli ve deger kiimesi yine birim disk olan

analitik fonksiyonlarin aldig1 degerlerin iizerine
tahminler veren onemli bir sonuctur (Azeroglu
ve Ornek, 2013). Geometrik fonksiyonlar
teorisinin, analitik tasvirlerin sabit nokta
teorisinin, hiperbolik geometrinin ve analizin
bircok diger alanlarinin gelismesinde 6nemli rol
oynamaktadir. Maksimum modiil prensibinin
dogrudan uygulamasi olan Schwarz Lemmasi
basit ve yaygim olarak asagidaki sekilde ifade
edilir (Goluzin, 1966):

Lemma (Schwarz Lemmasi): £ ’de tanimh
analitik bir f fonksiyonu icin f(0)=0 ve

|z| <1 igin | /(2)] <1 olsun. Bu takdirde,

|f(z)|£|z, zeE (D)
Ve
FAQEY (2)

esitsizlikleri saglanir. Bu esitsizliklerde (birinci
esitsizlikte herhangi bir z#0 noktas: i¢in)
esitlik durumu yalnizca |c|=1 olmak iizere

f(z) = cz oldugunda miimkiindiir.

Z()=Z() +c (s =D+, (s=1)" +....
H={s€C:Rs >0} sag yar1 diizlemde pozitif

fonksiyonu,

reel degerli bir fonksiyon olsun.
Asagidaki fonksiyonu tanimlayalim:

Z(s)—Z2(1)
Z(s)+ZQ1)’

_s-l

J@)= Cs+1

€)

Burada Z(1) pozitif ve reel bir sayidir. Bu

tasvirlerin devre teorisinde Onemli kullanim
alanlar1 vardrr (Richards, 1947). f(2)

fonksiyonu birim disk £'de analitik, f(0)=0
ve |zl<1 i¢in |f(z)|<1 saglanir. Boylece
f(z) fonksiyonu
Schwarz Lemmas1’nin kosullarini saglar.

yukarida tanimladigimiz
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Soyleki;
4 i Z/[i-i- Z]Z(l)
P ) 2 0
{i2)-20)
11—z

olur. Schwarz Lemmasi’ndan,

/ 42’z Z'(Y

0)= = 5

s (zO)+zm)  ZD) ©
ve
|Z'm] <z (6)
esitsizligi elde edilir.
Bu esitsizlikte esitlik  hali, Z(s)=sZ(1)

fonksiyonu ile saglanir.

Z(s)=sZ() esitligi, elektrik devrelerinde
degeri Z(1) olan bir bobine karsilik
gelmektedir.  Bu  model, Sekil 1’de
gosterilmektedir.
®
Z(1)

Sekil 1. Z(s)=sZ(1) esitligi igcin devre modeli.

Bobinler, alternatif akim devrelerinde, yiiksek
frekans degerleri i¢in yiiksek empedans, diisiik
frekans degerleri i¢in  diisik empedans
gosterirler. Dolayisiyla, yiiksek geciren filtre
karakteristigi gosteren bir filtre elde edilmis
olur.

Birim dairenin kendi kendine konform tasviri

k(z) = —= 7

l—2z,z

fonksiyonu ile veriliyor, oyle ki, £(z) ’'nin tek

sifiri Z, noktasidir. ZysZyseees 2y zk| <1
noktalar1 i¢in,
L z—z
Bz)=][—= ®)
-1 1—2z,z
formiili ile tanmimlanmis B(z) fonksiyonu,
Z,,Z,,...,Z, hoktalarmda sifira sahip, modiili

I’den biiylikk olmayan analitik fonksiyondur.
Buna sonlu Blaschke carpimi denir. Blaschke
carpimlar1 analizde kullanilan ¢ok Onemli
fonksiyonlardan olup Schwarz Lemmasi’nin
farkli genellemelerinde de ortaya ¢ikmaktadir.
Boylece, standart metotlarla Schwarz Lemmasi
asagidaki sekilde kuvvetlendirilir:

s, —1

)

1Z'()] < Z(l)g 1

Burada s,,s,,...,s,, H bolgesinde noktalar ve
Z(s)=Z(), k =1,2,...,n 'dir. Bu
asagidaki ekstremal fonksiyon ile kesindir.

esitsizlik

s—1 s -1

1_s—l os+1 s, +1
s+1k:11_sk—1S—1
1s+1

2(5) = D) (10)
s—1 s, —1
1_i_s—l s+l s, +1
S+1k:11_sk—1s—1
s, +1s+1

Burada s,,s,,...,s, pozitif reel sayilardir.

Schwarz Lemmasi’nin smir versiyonu basit
halde su sekilde verilir:
f, E birim diskinde analitik, £(0)=0 ve

[f(2)] <1,
f fonksiyonu bir b € T' noktasina siirekli devam

ediyor, f(0)=0 ve f'(b) mevcuttur. Bu

takdirde klasik Schwarz Lemmasi’ndan, sinirda
Schwarz Lemmasi olarak bilinen

z|<1 olsun. Ayrica varsayalim ki,
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FAQIE (11)
esitsizligi elde edilir. (11)’de esitlik hali sadece
f(z2)=ze",a € R oldugunda miimkiindiir. (11)
esitsizligi ve genellemeleri geometrik
fonksiyonlar teorisinde Onemli uygulamalara

sahiptir.

(11) esitsizligi Osserman tarafindan yukaridaki

kosullar altinda asagidaki sekilde

kuvvetlendirilmistir:

o) (12)
1+]£(0)]

(12) esitsizliginde esitlik hali (b =1 oldugunda)

z+a
f(Z)_Zl+za

gergeklenir (Osserman, 2000).

,0<a<l fonksiyonu icin

Empedans Fonksiyonunun Tiirevinin
Simirda Analizi

Bu kisimda, empedans fonksiyonunun tiirevinin
smirda  analiziyle elde edilen sonuglar
paylasilacaktir. Pozitif reel fonksiyonlarin
tanimindan, Z(s) fonksiyonunun s diizleminin
sag yart kisminda analitik ve tek degerli
oldugunu ifade edebiliriz.

Teorem. Z(s)=Z(1)+c,(s—1)+c,(s—1)" +....
ve Z(s) fonksiyonu Z(0)=0
s = 0 noktasinda analitik olmak tizere, pozitif
reel bir fonksiyon olsun. s,,s,,...,s, ’'nin H

bolgesinde noktalar ve Z(s,)=Z(1),k=12,..,n
oldugunu kabul edelim. Bu durumda

ve sanal eksenin

120>z 145 2
ls,|
2|z T[22 H e,
k=1 A
K s 4ARs

ZU)H - ]f\ \+H . 2c2 T PO N . L —
= 1‘3,“ —2iSs, +1
(13)

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte, esitlik hali
k=13,5,...,n i¢gin

s—1 5, -1
1_1_[s—1]2 s+l s 41
S+1 kzll_sk—ls—l
1 1
Z(s) = ST 2 (14)
s—1 s, —1
_[s—l]2 s+l s +1
s+1 kzll_sk—ls—l
s, +1s+1
fonksiyonu ile saglanir. Burada s,s,,...,s,
pozitif reel sayilardir.
Ispat.
z[i“]—za)
z
/&= 14z (13)
[ ]—G-Z(l)
—Z

fonksiyonuna bakalim. f(z) fonksiyonunun

sifirdan farkli olan sifirlan1 z,z,,...,z , zk|<1
olsun.
B(z)—zHZ ik (16)

k=1 _ZkZ

fonksiyonu E birim diskinde analitik |z|<1
icin |Bl(z)|<1 'dir. Maksimum prensibinden,
her zeE igin | f (z)|§|Bl(z)| esitsizligi elde

edilir.
Asagidaki fonksiyonu tanimlayalim.

RAC)

"= 56

(17)

h(z) fonksiyonu E birim diskinde analitik
|z| <1 igin |h(z)| < 1'dir.
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Ozel halde,
[14—2]_2(1)
hz)= 1+z — z—z (18)
Aol
1— k=11—2Z;Z
2 2 ) 2 V7.,
o) 17 +02[17 ]z+c3[17 ]32 + ...
(19)
|h(0)|=# (20)
ZMO[ ]|z
k=1
ve
2¢, ¢} +¢|Z() + s 1_|Zk|2]
Z,
|n'(0)] = M— (21
z (1)H|zk|
esitlikleri elde edilir. Ek olarak,
!/ !/
WO | )| |5 o) =220 (22)
S () B(b)

ifadesinin kolayca saglandig1 goriiliir. Asagidaki
gibi yeni bir kompleks ®(z) fonksiyonu
tanimlayalim:

P(z) = HD_HO)
1—h(0)h(z)

(23)
Bu fonksiyon £ birim diskinde analitik |z| <1

igin |®(z)| <1, ®(0)=0 ve b=—1€dE igin
[@(b)|=1 'dir. Béylece (12) esitsizliginden

: ~[ro)
—/Sq’(—l)—— (=1
o) <Y 1Oz )|| e
=) g 0 :
< Ty 1B

esitsizligini elde ederiz.

‘ 2

2(1)+Z"3717‘ :

2¢,— ¢l +¢

~_

Z
2 n
‘q)/(o)‘: ‘h’(O)‘ _— V4 (Dg‘zk‘ 2 (25)
1=[R(0)
‘c,‘
1—
ZU)H\Z&\
2c fcl +¢ Z(1)+Zl ‘le‘ ]
= ‘Z/z‘ Zy
[z e -lef
Ve
B(-1)= 1+Z Al (26)
|1+Zk|
oldugu i¢in,
2
1
2¢, —¢f +,|Z)+)—H-
n — Zk
1+l 0
k=1
20]Ta| ~lef
|C k=1 (27)
§ Z(l)g|2k| |Z/(())|_ _i:l—|zk|2
_]+¢ A0 k=1 |1+Zk|2
ZO ]|z
k=1
2
ol (28)
2 2 n l
zk} —‘cl 2LZ c+e Z(])+Zl ‘ ‘]
Py L
2 0) ’
7'(0) —lz
Ve
1 2
n 7Zk
Zm|1+ ¥
k:1‘1+zk2
2
ollzay 11 |z, |- a|
+ . k=1 o
zo 11 : *‘C ‘2+ 1 |z, |f2e, — et 6, 2(1)+§:1*\Zk
k=1F L L 2
(29)
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esitsizlikleri saglanir. Boylece (13) esitsizligini
elde ederiz.

Simdi (13) esitsizliginin  esitlik  durumunu
gosterelim.
22° T2 &
Z[l—i—z]: ' k:,l,l z,z Z(1)
1 —Z 1 _ 22 z _Zk
k=1 1— ZkZ (30)
olsun.

Bu taktirde, her iki tarafin tiirevini alirsak
2 7 [1 + z] _
(1 — z)2 -z

2
2 bR S [
[Z,l_lll z,z ,l_Ill z,z;(] z,z)(zfzk) Zglfzkz
2

2 0]
[1 s ,l_Ill z,lz]
22,1_[112 zZIzJr ,1_[112 zZIz;< l—zz ) ]Zznlz zZIz
+2 ! ! / —
[ /1] Z/ ]
(31

esitligi elde edilir. Bu esitlikte z=—1 yazarsak
—Z/(O) =

—1-z -z, 1|z [ Z —l—zv]
) Bl %k Bl 1— %k
,H, 142z, H, 142z, ,Z(Hz,)( 1- zk)] ,U, 142,

]

w 1+z,

2

Z()

[_21—[ 1- 2, H—l—jk —1—z
+2

L A ~Z)
=1 H‘Z, = 14z, 1o (H—zk)(—l—zk) e 14z,

1
n 1 2
—1—z
1— _“k
[ /l:[' 14z, ]

Q)

(32)

Ve z,,Z,,..

’n’

zk| <1 degerleri pozitif reel say1
oldugundan

_Hl—f—zk

= 1+z,

Siofn[ 1
k=1 (1+Z_k) 1+Zk

n _l_Z
1— _k
[ g 14z,

Z'(0)=4 (33)

Z(

2

= Z -|lzm= Z(l)z+§j1 ]
k= Zk
(34)
esitligi elde edilir. z, =t oldugundan
s, +1
dolay1
|
Z'(0)=2z( 2+Z—] (35)
k=1 Sk
elde edilir. |¢|=0 ve |o|= Z(l)HSk
k=1 Sk

oldugundan, (13)'de esitlik saglanir.

Teoremde, ¢ift degerler i¢in fonksiyonun
keskinligi hakkinda bir sey sdylenmediginden,
n’nin tek sayr degeri alacagi varsayilmistir.
Buna gore, n adet carpim igeren genel
empedans fonksiyonu i¢in asagidaki ifade elde
edilmektedir:

s—1 s,—1
2 n -
1_I_[s—l] s+1 s, +1
S‘I'l Azll_sk—ls—l
1 1
Z(s)= ST 70 (36)
s—1 s, —1
1_[s—l]2 s+l s +1
s+1 A:ll_sk—ls—l
s, +1s4+1

n ’nin biliyiik degerler aldig1 durumlar i¢in genel
devre modeli, Sekil 2°de verilmektedir.

Ly Ly Ly
T — -+ —
Cy Cy —_

Sekil 2. Biiyiik n degerleri icin genel devre
modeli

Ornek olarak, n=1 alindiginda
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s—1 s-1

(s—ljz s+1 s +1
I+ — | ————
s+1 ! s—1s-1

s +1s+1

s—1 -1
1_(s—1j2 s+1 s +1
s+1 1_sl—ls—l
s, +1s+1

denklemi elde edilir. Bu denklem asagidaki
sekilde diizenlenerek devresi olusturulacak
empedans fonksiyonu elde edilebilir:

(37)

8 +s(1+2s)

Z(s)=myar 2

(2+5,)s" +3, (38)

Elde edilen bu empedans fonksiyonuna karsilik
gelen devre semasi Sekil 3’te verilmektedir.

Buna gore, devrede yer alan elemanlarin
degerleri sirastyla asagidaki sekilde
verilmektedir:
Z(1
L, =ﬁ (39)
s, +2
25, -1 —+1|2(1)
(s, +2)
L= (40)
Sl
ve
C, = (5+2) (41)
S
— 1 +1
[ RO j "
Lo L
___ (G

Sekil 3. n=1 igin devre egdegeri.

Bir bagka ornek olarak » =3 alindig1 durumda,
empedans fonksiyonu asagidaki gibi elde
edilmektedir:

$° (28, + 25, + 255 45,5, + 5,5, + 5,8, +1) 87 + (5,8, + 5,5, + 5,5, + 25,5, ) s

Z(s)=-

z(1)
(42)

4 2
(5,45, +5,) 8" (545, + 55+ 28,5, + 25,53+ 28,5, + 55,5, ) 87 +85,5,8,

Bu empedans fonksiyonuna karsilik gelen
devre, Sekil 3’te verilen genel devre modelinin
n=3 i¢in 0zellesmis hali olacaktir. Sekil 4’te,
n=3 durumuna karsihbk gelen devre
gosterilmektedir. Seklin anlasilir olmasi igin,
bobin ve sigaglarin degerleri verilmemis, sadece
yap1 olarak nasil bir devre modeliyle
karsilasilacagi gosterilmistir.
Lo Ly Ly

0T 00—

P

Sekil 4. n =3 igin elde edilen empedans
fonksiyonunun devre esdegeri

Sekil 3 ve 4’ten goriilecegi lizere n degeri
biiytidiikce daha kompleks devre sematikleriyle
karsilagilmaktadir. »  degerini  bliylitmenin
sonucu olarak empedans fonksiyonunda yer alan
sifirlarin ve kutuplarin sayis1 da artacaktir.
Bununla baglantili olarak, dar bant bant-ge¢iren
ve  bant-sondiiren  siizge¢  tasarimlarinin
yapilmasmin miimkiin olacagi diistiniilmektedir.

Sonuclar

Bu calismada, elektrik miihendisliginde sikca
kullanilan empedans fonksiyonlarmin Schwarz
Lemmast’n1  kullanarak siirda  analizi
yapilmistir. Calismada, Z(0)=0 kosulu altinda

empedans fonksiyonunun tiirevinin modiiliiniin
asagidan smir analizi yapilmistir ve sunulan
teoremde kesin sonug¢ elde edilmistir. Ayrica,
pozitif reel fonksiyonlarin ozellikleri dikkate
almnarak, empedans fonksiyonunun
degerlendirmesi daha da kuvvetlendirilmistir.

Teorik ¢ikarimlarin  yaninda, elde edilen
empedans  fonksiyonun farkli  parametre
degerler1 icin esdeger devre karsiliklar

verilmistir. Teoremin sonucu olarak ortaya
cikan devrelerin ¢ok ¢entikli (multi-notch) filtre
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karakteristigine sahip LC devreleri oldugu
goriilmiistiir.
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Circuit applications for positive real
functions

Extended abstract

In this paper, boundary analysis of Schwarz lemma
has been considered and the corresponding circuits
for the obtained impedance functions have been
investigated. In the theorem presented in the study,
boundary analysis has been carried out from below
for the derivative of the impedance functions. Using
the impedance function presented in our theorem,
simple LC circuits have been obtained.

In electrical engineering, impedance functions are
said to be physically realizable if they satisfy the
following conditions of the positive real functions:
1-) Z(s) is analytic in Rs >0 except possibly for
poles on the axis of imaginaries

2-) Z(s)=Z(s)

3-) Rs>0,in RZ(s)>0.

The Schwarz lemma is one of the most important
topics of the complex functions theory. It is an
essential result that gives estimates fort he analytic
function defined on the unit disk and mapped onto
itself. In its most basic form, the Schwarz lemma is
given as follows:

Let us consider an f (z) function where f (0) =0
|f(Z)| <l for |z| <1. Then, the Schwarz
|f(z)| < |z zeFE

and

lemma asserts that and

|/(0)]<1.
In these inequalities, (for an arbitrary z # 0 point
in the first equality) the equality case occurs only if

f(z)=cz for |c|=1.

9

Using this lemma, following impedance function has
been obtained in the study:

s—1 s, —1

n

s—lH s—i—l_sk—i—l
S+1k:l _Sk_

1—

(1)

Z(s)= Z()

s—1li[ s+1 s, +1
S+1k:|1_sk_1 S—l
s, +1s+1

1+

where s,,S,,...,8, positive real coefficients and n

is an odd integer. For the obtained impedance
function, Z(S), the schematic for the corresponding

circuit is given in Fig. 1.
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Figure 1. Circuit equivalent for general case of
Z(s) function

The corresponding circuits for n=1 and n=3
cases are given in Figs. 2 and 3, respectively, as

more specific examples of the general circuit model
presented in Fig. 1.
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Figure 2. Circuit equivalent of Z(s) when n=1
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Figure 3. Circuit equivalent of Z(s) when n=73

According to these figures, it is possible to say that
the number of the elements used in the designed
circuits proportionally increases with greater values
of n parameter. The number of zeros and poles
also increases when bigger values are chosen for
n. This makes possible to design narrowband
bandpass and bandstop filters with multiple critical
frequencies.

Keywords: Analytic  function, Schwarz lemma,
Boundary analysis, Impedance function, Circuit.
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