Miihendislik Bilimleri ve Tasarim Dergisi
7(2),452 - 458,2019
e-ISSN: 1308-6693

Journal of Engineering Sciences and Design
DOI: 10.21923/jesd.539288

Arastirma Makalesi [=] Research Article

RIiTZ YONTEMI IiLE DEGISKEN KESIiTLi KOLONLARIN BURKULMA ANALIZi

Bekir AKGOZ*

Akdeniz Universitesi, Miithendislik Fakiiltesi, Insaat Miihendisligi B6liimii, Antalya, Tiirkiye

Anahtar Kelimeler Oz

Burkulma, Bu calismada, eksenel bir basing yiikii etkisi altindaki degisken kesitli kolonlarin

Kolon, burkulma analizi gerceklestirilmistir. Kesitin kolon uzunlugu boyunca siirekli
Koniklik orani, degistigi dikkate alinmistir. Biiylik narinlik oranina sahip iiniform olmayan ince
Diizensizlik, kolonlar1 modellemek icin klasik kiris teorisi (kayma deformasyonu etkisiz)
Sinir kogullart. kullanilmistir. Cesitli koniklik oranlari ve sinir kosullari i¢in {iniform olmayan

kolonlarin kritik burkulma yiiklerini elde etmek icin Ritz yontemi uygulanmistir.
Degisken kesitli kolonlarin burkulma yiikleri iizerindeki koniklik orani ve sinir
kosullarinin  etkilerini incelemek i¢in detaylli bir parametrik c¢alisma
gerceklestirilmistir. Bu analizin gegerliligini ve hassasiyetini kanitlamak {izere
literatiirdeki mevcut ilgili sonuglar ile bazi karsilagtirmali tablolar sunulmustur.

BUCKLING ANALYSIS OF COLUMNS WITH VARIABLE CROSS-SECTION VIA
RITZ METHOD

Keywords Abstract

Buckling, In this study, buckling analysis of columns with variable cross-section is performed
Column, under an axial compressive load. It is considered that the cross-section varies
Taper ratio, constantly along the length of the column. Classical beam theory (without effect of

Non-uniformity,
Boundary conditions.

shear deformation) is used to model the non-uniform thin column with a large
slenderness ratio. Ritz method is applied to obtain the critical buckling loads of the
non-uniform columns for various taper ratios and boundary conditions. A detailed
parametric study is performed to investigate the influences of taper ratio and
boundary conditions on the buckling loads of column with variable cross-section. In
order to demonstrate the validity and sensitivity of the present analysis, some
comparative tables with the related results available in the literature are presented.
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1. Giris

Kolon ve kiris tasiyici sistemlerde siklikla kullanilan
c¢ubuk elemanlardir. Bir boyutlu tasiyici elemanlar
olan kolon ve kiris genelde diisey ve yatay konumda
olup cubuk ekseni dogrultusunda ve ¢ubuk eksenine
dik ytiklemelere maruz kalirlar. Dolayisiyla Kirislerde
egilme davranisinin; kolonlarda ise burkulma
davraniginin bilinmesinin tasarim asamasinda ¢ok
o6nemli oldugu séylenebilir.

Yap1 elemanlarinin tasariminda genellikle dayanim ve
rijitlik kavramlar1 6n plandadir. Dayanim elemanin
uygulanan yiike karsi koyabilme kabiliyeti; rijitlik ise
sekil degistirmeye karsi gosterilen diren¢ bigcimde
tarif edilebilir. Fakat bazi elemanlar dayanim ve rijitlik
kriterleri saglandig1 halde burkulma olayr meydana
geldigi zaman kararsiz hale gelip tasiyic1 6zelligini
kaybedebilir. Bu nedenle ozellikle narin ve hafif
elemanlarin tasariminda burkulma kavrami dnemli
bir husustur.
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Basing yiiki etkisi altindaki bir kolonda, belirli bir ytiik
miktarina kadar geometrisinde ve yiik tasima
kapasitesinde neredeyse gozle goriiliir bir degisiklik
olmadan ¢cubuk boyunda az miktarda kisalma gozlenir.
Kritik ylik degerine ulasildiginda ise kolon aniden
biiylik bir deformasyona maruz kalir ve tasiyicilik
ozelligini yitirir. Bu durumda c¢ubuk stabilitesini
kaybeder ve burkulma olay1 meydana gelir.

Yukarida bahsedildigi tzere burkulma kavraminin
basinca maruz yapisal elemanlarin tasarimi iizerinde
belirleyici bir role sahip olmasindan dolay1 bu konuyla
alakali glinimiize kadar pek ¢ok ¢alisma
gerceklestirilmistir. Elastik stabilite iizerine tarihteki
bilinen ilk calisma Leonhard Euler tarafindan 1744
yilinda gerceklestirilmistir  (Euler, 1744). Bu
calismada basing yukii etkisi altindaki kolonun
burkulma yiikii ve denge denklemini elde etmek igin
degisim cebri kullanilmistir. Sonraki iki yiz yil
boyunca bu konu bir¢ok arastirmaci ve bilim insaninin
ilgisini ¢ekmis ve c¢esitli c¢alismalar yapilmistir.
Bunlarla ve elastik stabilitenin tarihsel gelisimi ile
ilgili detayli bilgiye Timoshenko ve Gere’in kitabindan
ulasilabilir (Timoshenko ve Gere, 1961). Bunun
disinda burkulma {izerine basilmis pek c¢ok kitap
bulunmaktadir. Ornegin, Wang vd. (2005) tarafindan
yazilan Kitapta bir ve iki boyutlu yapisal tasiyici
elemanlarin burkulma problemi i¢in farkli kosullar
altinda kesin ¢éziimler sunulmustur.

Diger taraftan, miihendislik yapilarinin emniyetli,
ergonomik, estetik ve bir de ekonomik olma
ozelliklerine sahip olmasi beklenir. Bu nedenle, kesiti
ve/veya malzeme 0Ozellikleri degisken olan Kiris,
kolon, plak ve kabuk seklindeki yapisal elemanlar,
insaat, makine, elektronik ve havacilik
mithendisliginin  birgok uygulamasinda siklikla
kullanilmaktadir. Ornegin, nanometre mertebelerinde
6lcim yapma Ozelligine sahip Atomik Kuvvet
Mikroskobu’'nun (AKM) ucunda yer alan probu
degisken kesitli konsol kiris olarak nitelendirilebilir.
Bu tip yapisal elemanlarin kullanilmasi ile diisiik
olmasi istenen toplam maliyet ve agirhk
azaltilabilirken; mukavemet ve yapisal verimlilikte
artis saglanabilir.

Yukarida bahsedilen 6zelliklerden dolay1 literatiirde
kesiti ve/veya malzeme o6zellikleri sabit olmayan
elemanlarin  mekanik  davranis  6zelliklerinin
belirlenmesi iizerine pek ¢ok ¢alisma yer almaktadir.
Burada bir boyutlu degisken kesite sahip elemanlarin
stabilitesi  iizerine yapilan baz1 ¢alismalara
deginilecektir. Arbabi ve Li (1991) diferansiyel
denklemi integral denklemine doniistiirerek degisken
kesitli kolonlarin ¢esitli sinir kosullarinda burkulma
davranislarini incelemislerdir. Eisenberger (1991)
cesitli eksenel basing yiikiine maruz Kkesiti sabit
olmayan farkli smir kosullarindaki kolonlarin
uzunlugu boyunca stirekli degisen iki ucu mafsalli
kolonlarin burkulma yiikii degerleri Siginer (1992)

tarafindan Airy fonksiyonlar1 yardimiyla elde
edilmistir. Eksenel tekil ve yayil yiik etkisi altindaki
degisken kesitli kolonlarin burkulma problemi i¢in
Bessel fonksiyonlar1 kullanilarak kesin ¢6ziim
sunulmustur (Li vd., 1995; Li, 2001). Bes fakli sinir
kosulu icin kesiti sabit ve degisken kolonlarin kritik
burkulma yiikii degerleri varyasyonel iterasyon
yontemi ile Coskun ve Atay (2009) tarafindan
belirlenmistir. Aym1 zamanda degisken kesitli
kolonlarin burkulma davranisinin incelenmesinde
sayisal ¢6ziim yontemi olarak homotopi pertiirbasyon
yontemi de basarili bir bicimde uygulanmistir (Atay,
2009; Coskun, 2009). Darbandi vd. (2010) yayil
eksenel kuvvet altindaki degisken Kkesitli kolonlarin
burkulma davranisini Bernoulli-Euler Kiris teorisi ve
tekil pertiirbasyon yontemi ile analiz etmislerdir.
Huang ve Li (2011) de farkli sinir kosullarindaki kesiti
ve/veya malzeme 06zelligi degisken Bernoulli-Euler
kolonunun kritik burkulma yiiklerini belirlemislerdir.
Bunlarin yani sira elastisite modiiliiniin fonksiyonel
dereceli degisimine baghh olarak egilme rijitligi
degisken olan kirislerin statik ve dinamik analizleri
iizerine literatiirde pek ¢ok c¢alisma yer almaktadir
(Akbas, 2017; Akgoz ve Civalek, 2013a, 2017; Avcar,
2010, 2016; Avcar ve Mohammed, 2017; Nguyen vd,,
2016,2017; Rezaiee-Pajand ve Masoodi, 2018; She vd.,
2017). Mikro boyutlu Kkirislerin serbest titresim ve
burkulma analizleri keyfi sinir kosullar igin boyut
etkisini de hesaba katarak gerceklestirilmistir (Yayli,
2014; 2015a). Tek katmanh karbon nanotiiplerin
degisik sinir kosullarindaki burkulma yiikii hesaplar:
yapilmistir (Yayli, 2015b). Bunlarin yaninda, elastik
zemin lizerindeki mikro kirislerin genel sinir kosullar
altindaki burkulma davranislar: da detayli bir bicimde
incelenmistir (Yayli, 2016; 2018). Ayrica, son
zamanlarda degisken kesite sahip mikro ve nano
boyutlu kolonlarin burkulma analizi lizerine cesitli
calismalar yapilmistir (Akgoéz ve Civalek, 2013b;
Khaniki ve Hosseini-Hashemi, 2017; Mirjavadi vd.,
2017; Mohammadimehr ve Alimirzaei, 2017; Paul ve
Das, 2017; Rajasekaran ve Khaniki, 2017).

Yukarida da bahsedildigi tzere degisken Kkesitli
kolonlarin burkulma analizi {izerine kesin ve yaklasik
¢6zlim yontemlerine dayali literatiirde mevcut fazlaca
calisma bulunmaktadir. Bu makalede ise, Ritz sayisal
¢oziim yontemi kullanilarak degisken kesitli
kolonlarin burkulma davranisi incelenmistir. Kesitin
c¢ubuk ekseni boyunca devamli degismesi durumu
dikkate alinmis olup modellemede Bernoulli-Euler
kiris teorisi kullanilmistir. Degisken kesitli kolonlarin
burkulma yiikleri tizerindeki koniklik orani ve sinir
kosullarinin etkilerini incelemek i¢in detayli bir
parametrik c¢alisma gergeklestirilmistir. Ulasilan
sonuglarin dogrulugunu ve gecerliligini gostermek
icin bazi karsilagtirmali sonuglar verilmistir.

2. Teori ve Formiilasyon

Sekil 1’de de goriildigi gibi malzeme 6zellikleri sabit
fakat kesiti ¢ubuk ekseni dogrultusunda devamh
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degisen kolonlar i¢in Bernoulli-Euler kiris teorisine
gore sekil degistirme enerjisi U soyle ifade edilebilir:

U
1t (d2w\? (1)
—EJ(-) EIx (W) dx

Burada, E elastisite modiili, L kolon boyu ve I,y x'e
bagl degisen atalet momenti olup

a

Iy =1o(1-b ’L—C) (2)

seklinde tanimlanabilir. I, kolonun alt kismindaki
atalet momenti, b 0 ile 1 arasinda degisen koniklik
orani ve a Kkesit degisim tiirt olup 1, 2 ve 3 degerleri
icin sirasiyla atalet momentinin dogrusal, kuadratik ve
kiibik degistigini gdsterir.

Sekil 1. Tipik bir dogrusal degisken kesitli kolon
3. Coziim Yontemi
Degisken kesitli kolonun toplam potansiyel enerjisi I
n=u+V 3)
biciminde ifade edilebilir. Burada U, Esitlik (1)'de

verilen sekil degistirme enerjisi ve V ise eksenel basing
kuvvetinin potansiyeli olup asagidaki gibi yazilabilir:

ot

Burada P eksenel basin¢ kuvvetidir. Esitlik (1) ve

(4)Un Esitlik (3)'te kullanilmasiyla degisken kesitli
kolonun toplam potansiyel enerjisi

l'[—lfLEI d*w zd PJL<dW)2d 5)
—2), P \axz) T2 @) P

seklinde yeniden yazilabilir.

Ritz (ya da Rayleigh-Ritz) yonteminin, 1877 yilinda
titresim problemlerinin ¢6ziimii icin Rayleigh
tarafindan onerilen metodun (Rayleigh yontemi)
(Rayleigh, 1877) 1909 yilinda Ritz tarafindan
gelistirilmis hali oldugu soylenebilir (Ritz, 1909). Bu
yonteme gore deneme fonksiyonu w(x) asagidaki gibi
yazilabilir:

N

W) = ) i) (6)

i=1

Esitlik (6)’daki c; keyfi katsayilar olup ¢; (x) ise sadece
geometrik smir kosullarini (¢6kme ve donme)
saglamasi yeterli olan kabul edilebilir fonksiyon ve N
bu fonksiyonda bulunan polinom sayisidir. Bu
calismada, iki ucu mafsalli ve iki ucu ankastre mesnetli
durum i¢in geometrik smir kosullarini saglayacak
bicimde asagida goriildigi gibi iki farkli ¢;(x)
kullanilmistir.

¢;(x) = x(L — x)xt=* (iki ucu mafsalli)  (7)

¢;(x) = x?(L —x)?x=*  (iki ucu ankastre) (8)
Esitlik (7)’de x =0 ve x =L icin ¢; ve buna bagh
olarak Esitlik (6)’daki ¢cokme (w) degerleri sifir olur.
Benzer bicimde Esitlik (8)'de x = 0 ve x = L icin ¢; ile
x'e gore tiirevi ve buna bagh olarak Esitlik (6)’daki
¢okme (w) ile donme (dw/dx) degerleri sifir olur.
Toplam potansiyel enerjinin duragan noktalari,
asagidaki ifadeyi saglayan ¢oziimlerdir.

on _ . _
7 0,i=12,..,N (9)
Esitlik (9)’'un ¢6ziimiinde asagida goriildiigi gibi N X
N bir katsayilar matrisi ortaya ¢ikar. (Bu ¢alismada
N = 10 se¢ilmistir.)

Ky, — PGy, Ki10 — PG1yo 2!
: : tr=0 (10)
Kio1 — PGio1 Ki010 — PGio10d \C10
Burada
)
Kji=E | Ipwy——"—Zdx i,j=12,..,1 (11
ij J(-) () dx2 dx? X LJ (11
Lde; do;

G;i = —dx i,j=1,2,..,10 (12)

), dx dx

Ele alinan problem bir 6z deger problemi olup
yukaridaki bagintilarin ¢éziimii ile N sayida
problemin ¢6ziimiinii saglayan kok elde edilir. Bu
koklerden en kiiglik olani kritik burkulma yiiki
degerini verir.
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4. Arastirma Bulgular:

Bu bolimde eksenel basing yiikii etkisi altindaki
degisken kesitli kolonlarin burkulma davranisi
izerindeki farkl parametrelerin etkileri
incelenmistir. Her iki ucun mafsalli ve ankastre
mesnetli olmasi durumlari i¢in farkl koniklik orani ve
degisim tiirii i¢in sayisal sonuglar verilmistir.

i1k olarak kullanilan ¢6ziim yonteminin gecerliligini ve
hassasiyetini kanitlamak igin literatiirde mevcut bazi
sonuglarla karsilastirma yapilmistir. Tablolar 1-3’te
atalet momenti sirasiyla dogrusal, kuadratik ve kiibik
degisen her iki ucu mafsalli ve ankastre mesnetli

2
kolonlara ait boyutsuz kritik burkulma ytiki (%]
0

degerlerinin Wang vd. (2005)’e ait kesin ile Coskun ve
Atay (2009)’a ait yaklasik sonuglarla karsilastirmasi
yapilmistir.  Sonuglar incelendiginde bu c¢alismada
N =10 icin elde edilen sonuglarin diger mevcut
sonuclarla miikkemmel bir uyum icerisinde oldugu
rahatlikla sdylenebilir.

Tablo 1. Cesitli koniklik degerleri icin atalet momenti
dogrusal degisen kolona ait boyutsuz kritik burkulma
yiikii degerlerinin karsilastirilmasi (a = 1)

iki ucu mafsall iki ucu ankastre
b Coskun | Wang Coskun | Wang

Bu Bu
ve Atay, vd., ahsma | V€ Atay, vd., Ahisma

2009 | 2005 | " 2009 | 2005 | ¥
0.1 | 93716 | 9.372 9.3716 | 37.4804 | 37.48 | 37.4765
0.3 8.3434 | 8.343 8.3434 33.2733 | 33.27 | 33.2733
0.5 | 7.2564 | 7.256 7.2556 | 28.6972 | 28.70 | 28.6970
0.7 - 6.069 6.0693 - 23.48 | 23.4828
0.9 - 4.667 4.6667 - 16.70 | 16.7001

Tablo 2. Cesitli koniklik degerleri icin atalet momenti
kuadratik degisen kolona ait boyutsuz kritik
burkulma yiikii degerlerinin karsilastirilmasi (a = 2)

iki ucu mafsalli Iki ucu ankastre
b Co‘s]le<un Wang Bu Coskun | Wang Bu
Atay, ZVO%,S calisma Vez(l)\ézy, 2‘(7)%'5 calisma
2009
0.1 | 8.8933 | 8.893 8.8934 | 35.5618 | 35.56 | 35.5610
0.3 | 7.0047 | 7.005 7.0048 | 27.9067 | 2791 |27.9067
0.5 | 51992 | 5.198 51981 |20.4814 | 20.48 |20.4808
0.7 - 3.459 3.4588 - 13.23 | 13.2287
0.9 - 1.710 1.7106 - 5.864 5.8640

Tablo 3. Cesitli koniklik degerleri icin atalet momenti
kiibik degisen kolona ait boyutsuz kritik burkulma
yukii degerlerinin karsilastirilmasi (a = 3)

iki ucu mafsalli iki ucu ankastre
p | Coskun | Wang Coskun | Wang
Bu Bu
ve Atay, | vd., ! ve Atay, vd., 1
2009 | 2005 | ™M | 2009 | 2005 | FM
0.1 | 84345 |8.436 | 8.4344 33.7290 33.73 33.7289
0.3 | 5.8405 |5.840 | 5.8404 23.2912 23.29 23.2913
0.5 | 3.6278 |3.628 | 3.6278 14.3498 14.35 14.3485
0.7 - 1.821 | 1.8208 - 7.045 7.0449
0.9 - 0.467 | 0.4686 - 1.670 1.6711

Farkli koniklik oranlarina gore sirasiyla dogrusal,
kuadratik ve kiibik atalet momenti oraninin degisken
kesitli kolonun uzunlugu boyunca degisimi Sekiller 2-
4’te cizdirilmistir. Esitlik (2)’den de agik¢a goriilecegi
lizere b = 0 degeri i¢in I,y = I, olur ve Kesit kolon
uzunlugu boyunca degismez. Dolayisiyla sekillerde
b = 0 i¢cin atalet momenti orani 1 olmustur. Koniklik
orani ve x/L degerlerinin artmasiyla atalet momenti
oraninin giderek azaldig1 acikga goriilmektedir.
Ayrica, atalet momenti oranindaki bu azalisin a = 3
icin ¢ok daha belirgin oldugu da vurgulanabilir.

1)/

0O 0.2 0.4 0.6 0.8 1

x/L

Sekil 2. Farkli koniklik oranlarina gére dogrusal
atalet momenti oraninin kolon boyunca degisimi
(a=1)

02H o, ~ B, %*. ]

¥ p=0.7 \E ..... ...
-+F- b=0. \‘EI--_ e
0 b (r) o c c c \EI"‘-F'I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x/L
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Sekil 3. Farkli koniklik oranlarina goére kuadratik
atalet momenti oraninin kolon boyunca degisimi
(a=2)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 4. Farkli koniklik oranlarina gore kiibik atalet
momenti degerinin kolon boyunca degisimi (a = 3)

1)/l

0'20 0.2 0.4 0.6 0.8 1

x/L

Sekil 5. Farkli koniklik oranlarina gore atalet
momenti degerinin kolon boyunca degisimi (a = 0.5)

Ayrica Sekil 5’te a = 0.5 degeri icin atalet momenti
degerinin kolon boyunca degisimi gdsterilmistir.
Sekiller 2-4’tekilere benzer bicimde koniklik orani ve
x/L degerlerinin artmasiyla atalet momenti oraninin
giderek azaldig1 goriulmektedir. Fakat buradaki
azalisin digerlerine nazaran daha az oldugu ve
degerlerin sifirin uzaginda kaldig1 séylenebilir.

Sekil 6’da her iki ucu mafsalli degisken kesitli kolona
ait boyutsuz kritik burkulma yiikii degerlerinin
koniklik oranina bagh olarak degisimi verilmistir.
Daha o6nceden de belirtildigi tizere b = 0 icin kesit
sabit olup kesit degisim tiirii a'nin ii¢ fakli degeri icin
de boyutsuz kritik burkulma yiikii degeri w2
olmaktadir. Koniklik oraninin artmasiyla burkulma
yukii degerlerinde o6nemli olgiide bir disis
gorillmektedir. Dahasi boyutsuz kritik burkulma
yukleri a = 1 icin en biiylik degerlerde olurken a = 3
icin en kii¢ciik degerlerde oldugu ifade edilebilir.

boyutsuz kritik burkulma yliikU

O0 0.2 0.4 0.6 0.8

b
Sekil 6. iki ucu mafsalli degisken kesitli kolona ait
boyutsuz kritik burkulma ytikii degerleri tizerindeki
koniklik oraninin etkisi

Benzer bicimde her iki ucu ankastre mesnetli degisken
kesitli kolona ait boyutsuz kritik burkulma ytkii
degerlerinin koniklik oranina baglh olarak degisimi
Sekil 7’de gosterilmistir. b = 0 icin boyutsuz kritik
burkulma yiikii degerleri 472 olur. Sekil 6’da her iki
ucu mafsalli kolon i¢in yapilan yorumlarin burada da
gecerli oldugu soylenebilir.

N
o

w
o

[EnY
o

boyutsuz kritik burkulma yliki
N
o

0 02 0.4 06 08
b

Sekil 7. iki ucu ankastre mesnetli degisken kesitli
kolona ait boyutsuz kritik burkulma ytikii degerleri
iizerindeki koniklik oraninin etkisi

5. Sonug¢ ve Tartisma

Bu ¢alismada, eksenel basing yiikii etkisi altindaki
kesiti kolon uzunlugu boyunca siirekli degisen
kolonlarin burkulma davranisi incelenmistir. Kesiti
sabit olmayan ince narin kolonlarin modellenmesinde
Bernoulli-Euler kiris teorisi kullamilmistir. Sinir
kosullarinin her iki ucu mafsalli ve ankastre mesnetli
olmasi ve ¢esitli koniklik oranlari i¢in degisken kesitli
kolonlarin kritik burkulma ytikleri Ritz yontemi ile
elde edilmistir. Kesit degisim tiiriintin, koniklik
oraninin ve sinir kosullarinin degisken kesitli
kolonlarin atalet momenti ve burkulma ytkleri
Uizerindeki etkileri arastirilmistir. Koniklik oranindaki
artisin atalet momenti ve kritik burkulma yiiki
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degerlerinde gozle goriiniir bir azalmaya neden
oldugu sonucuna ulasilmistir. Ayrica, kritik burkulma
yukleri atalet momentinin dogrusal ve kiibik
degismesi durumlari icin sirasiyla en biyiik ve en
kii¢lik degerlerde oldugu vurgulanabilir.
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