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Omer Hayyam’m Ikinci Ve Uciincii Dereceden
Denklemlerin Geometrik Coziimleri

Ali DONMEZ *

Ozet

Bu calismada, iinlii iran’li sair ve matematikci Omer Hayyam’in (1048-1131) ikinci ve iiciincii
dereceden denklemlerini geometrik yoldan nasil ¢ozdiigii islenecektir.

Anahtar kelimeler: Omer Hayyam, ikinci ve iiciincii dereceden denklemler ve geometrik ¢oziimler.

The geometric solutions of the quadratic and
The cubic equations given by omar al khayyam

Abstract

In this work, we have studied how the geometric solutions of the quadratic and the cubic equations
were given by the fomous Persian poet and mathematian Omar al Khayyam (1048-1131)

Giris

Baballiler, ikinci derece denklemlerinin kendi dillerindeki c¢ivi yazilariyla ve bazi sozel
komutlariyla, bugiin bizim kullandigimiz tam kareye tamamlama yOntemine esdeger bir yolla
cozmiisler ve uygulamalar yapmislardir. Bu ¢alismalar 1940 yilindan sonra yapilan kazilarla ortaya
cikarilabilmis ve okunabilmistir. Mezopotamya’daki uygarliktan ¢cok sonra denklem ¢oziimleri Cin,
Hindistan, Yunanistan ve Islam iilkelerinde 6nem kazanmistir. Rénesans oncesinde de Avrupa’ya
gecmistir.

Karekokleri hesaplamanin en kolay yolu, ikinci derece denklemlerini ¢ozme yontemleridir.
Matematik tarihi kitaplarina bakildiginda Babillilerin, Cinlilerin, Hintlilerin, Yunanlilarin ve Islam
ilkeleri matematikgilerinin bu konuya yogun olarak egildigini goriiyoruz. 800 ile 1100 yillar
arasinda Islam iilkeleri matematikgilerinde ikinci ve iigiincii derece denklemlerinin ¢oziimleri 6zel
bir ilgi gormiistiir. Ozel olarak Tiirk matematik¢isi Harizmi (780-850) ve sair Omer Hayyam’in
(1048-1131) bu konulardaki calismalari ilgingtir. Harizmi’nin ve Omer Hayyam’m ayn1 cebir
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isminde yazdiklar1 kitaplarinda denklem ¢oziimlerinin geometrik yollar1 ve sayisal uygulamalarina
yer verilmistir.Her iki yazar da ax2+bx+c=0 bi¢imindeki ikinci derece genel denkleminin bugiin

a —b++/b* —dac

X =
1,2
2a

Olarak bilinen ¢6ziimiinii vermemistir. Bu yazarlarin ¢oziimlerinde negatif katsayilar ve negatif
koklerden 6zellikle kaginilmistir.

Omer Hayyam, x” olan terimin katsayisim 1 olarak ikinci derecede denklemlerini pozitif olan b ve ¢
sayilarinin b bir uzunlugu ve ¢ de alan1 géstermek iizere,

1. bx=c ise x=c/b olur.
2. x2=bx ise x=b olarak ¢cozmiistiir.

3. x2=c ise x= \/Z olur.
4. x2+bx=c ise, kokii

x=4/(b/2)* +¢ -g

olarak bulmustur.

5. c<(b/2)? ise x2+c=bx olan ikinci derece denklemini geometrik yolla x=b++/(b/2)> — ¢ biciminde
hesaplanmugtir.

6. x2=bx+c olan ikinci derece denkleminin kokiinii geometrik yolla x=§ +.4/(b/2)2+c olarak

bulmustur.

b ve c sayilarinin negatif halleri on altinci yiizyi1lda Cardano (1501-1576) ve Francis Maseres’te
(1731-1824) goriiriiz. Ciinkii, Yunanlilarda ve Islam Ulkeleri matematik¢ilerinde sayilar pozitif
olan dogru parcalar: ile gosteriliyordu. Buna bagl olarak pozitif olan dogru parcalarinin ¢arpimi da
pozitif olan alan1 gosterdigi icin (-2)x(3)=-6 sonucunun alan olarak anlami1 yoktur.

Simdi, Omer Hayyam’1in x2+bx=c olan ikinci derece denklemini geometrik yolla nasil ¢6zdiigiinii
gosterelim.
x2+bx=c denklemi ic¢in

X b x bR
x| x? bx = X = C

x%+ bx

b2
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cizimi yapar. Boylece x+b/2 kenar1 iizerine kurulan karenin alant c+(b/2)> olur ve bu
(x+b/2)2=c+(b/2)? olarak yazilir. Buradan x2 alanli karenin bir kenarin1 bulacagiz. Once, alani
c+(b/2)? olan kareyi ¢izeriz. Birer kosesinden kenarlar1 b/2 ve olan dikdortgenleri ¢ikarirsa geriye
kalan uzunluk x olarak bulunur. Yani x uzunlugu x=-b +V(b/2)>+c olur. Bu da ,Omer Hayyam’mn
(4) ile verilen formiiliidiir.

Simdi de (5) ile verilen ikinci derece denklemini geometrik yolla ¢ézelim. x<b/2 oldugunu
varsayalim. Buna gore

2
x2+c=x X ¢ =bx

b

A
v

x<b/2

seklini cizelim. b/2 kenar1 iizerine kurulan karenin alani (b/2-x)?+c olur ve bu hal

X b2

X C——> |X

b % /> | bl2 —x

X bl2 —x

x<b/2

olarak cizilir. b/2 uzunlugu iizerine kurulan karenin alanina gore x<b/2 kosulunda x ¢6ziimii
x=b-\(b/2)%-c olarak bulunur. Eger c>(b/2)%ise yukaridaki ¢izim olanaksizdir.
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Bir de x>(b/2) halini ele alalim. Omer Hayyam x2+c=bx denklemi icin bu kez

(x—b/2)?
/
Tl
X x? c X b—x| <4~
b2 D>
< b > b—x

x>b/2

geometrik sekillerini cizer. Bu halde de ¢6ziim X=§ + \/% )* — ¢ olarak bulunur.

Omer Hayyam, x2=bx+c tiiriindeki ikinci derece denkleminin geometrik ¢oziimii i¢in

< X > x-bl2

T x —bl2

Cc

b b/Z:,J‘Z b/2

bicimde bir sekil cizer . Bu sekle gore ¢oziimii x=§ + \/% )* + ¢ olarak bulunur.

Harizmi nin ve Omer Hayyam’1n yontemlerinde negatif uzunluk olmadigindan negatif kokleri

kabul etmiyorlardi. Oysa, her ikisinin ¢6ziim yontemlerinde negatif kokler vardi. Bunu géreme-
mislerdi.

r>0 olsun ve —r sayis1 x24+bx=c denkleminin kokii ise (-r)>+b(-r)=c yazilir. Bu da r’=br+c
denklemine doniisiir. Yani, r sayis1 x?>=bx+c denkleminin pozitif kokiidiir. Bu tiir denklemler de her
iki matematik¢i tarafindan ¢oziilmiistii. Oyleyse x2+bx=c denkleminin negatif kokiiniin mutlak
degerli hali x2=bx+c denkleminin pozitif kokiidiir. Bu 6nermenin tersi de dogrudur. Ayni zamanda
x2+bx+c=0 denkleminin negatif koklerinin mutlak degerli halleri x2+c=bx denkleminin pozitif
kokleridir. Bu 6nermenin tersi de dogrudur. Oyleyse, x>+c=bx denkleminin pozitif kokleri
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x2+bx+c=0 denkleminin negatif kokleridir. Boylece, ikinci derece denklemlerinin tiim gercek
kokleri bulunabilir.

Harizmi ve Omer Hayyam, karmasik kokleri bilmiyorlardi. Yunanlilarin, Hintlilerin ve islam
ilkeleri matematik¢ilerin ikinci derece denklemlerinin geometrik yolla ¢oziimleri bu halleri
icermiyordu. Islam iilkelerinin etkisi altinda kalan bazi Avrupali matematikgiler de uzun bir siire
negatif sayilar1 kok olarak kabul etmemisler ve bunlara yabanci kok ismini vermislerdir. Zaten
koklerin negatif olabileceklerini ilk kez Girard (1595 - 1632) kullanmistir. Sanal sayilar ve
karmagik kokleri de ilk kez Girard islemistir. Boylece, Omer Hayyam’in yontemleriyle x2+2x=2
x2=2x+2 ve x2+3x+1=0 denklemlerinin tiim kokleri bulunabilir.

Konik kesitleri ve Kiip Kokler.

Giiney Italya’da yasayan ve Yunanlhi Pisagor’un ogrencilerinden olan Tarentumlu Archytas
(1.0.428-347) ile Ege Denizi’nde Koslu olan Hippocrates (1.0. 470-377), a/c=c/d=d/b olan a,b,c ve
d uzunluklu dogru parcalarindan (a/c)?=(c/d)(d/b)=c/b ve buradan; c3=a?b elde edilebilecegini
gostermislerdi. Ozel olarak a=1 olarak alinirsa c3=b olur. Boylece c2=d ve d2=bc olacak bicimde ¢
ve d dogru parcalar1 bulunabilirse, b sayisinin kiip kokii bulunabilir. Bunun icin ¢ ve d sayilarim
degisken gibi diisiinelim. Buna gore c¢?=d ve d?=bc ifadelerini ayn1 koseli ve eksenlerini birbirine
dik olan iki parabolii gosterir. Bu nedenle, Eflatun Akademisinden Menaechmus (1.0.375-325),
x2=ay ve y2=2ax parabollerini ¢izer. Bu denklemde y degerini yok ederek x3=2a3 ve x=a2'"” degeri
hacmi ikiye katlamis olan kiipiin bir kenarinin uzunlugu olur. Paraboller pergel ve cetvelle
cizilmeyen egriler olduklari i¢in Eflatun bu ¢oziime kars1 ¢ikmastir.

Yunanlhlarda oldugu gibi Omer Hayyam AB dogru parcas1 parametreli ve B koseli parabolii nokta
nokta cizer. C noktas1 P parabolii {izerinde olsun. AED c¢emberindeki kesenlerin 6zelligine gore
(BE)>=BD.AB yazilir. Ciinkii, C noktasinin koordinatt (BE,BD) bi¢imindedir. Boylece
(BE)>=BD.AB bilenen bir parabol denklemidir. Bu parabol de nokta nokta

A

olarak cizilir.
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Simdi kiip kokii bulalim. AB=b olacak bicimde b pozitif sayisin1 alalim. AB dogru parcasina B
noktasinda dik olan BC=1 olan C noktasin1 alalim. Boylece B koseli AB parametreli parabol ile,
yine B koseli CB=1 parametreli diger bir parabolii ¢cizelim. BGEF dikdortgenini ¢izelim. Buna gore

(EF)2=BF.AB ve (GE)>=GB.CB olur. c=GE=BF ve d=GB=EF denirse d?2=cb ve c2=d olur. Buradan
c3=b elde edilir. Boylece parabollerin E kesim noktasinin apsisi BF=c sayis1 AB=b sayisinin kiip
kokiidiir.

Omer Hayyam’in bu ¢izimi ve yorumu, daha 6nce Yunanlilar tarafindan yapilmis ve Bergamali
Apollonius (1.0.260,170) 1.0. 200 yillarinda bu ¢izimi kiibik denklemlerin ¢6ziimiine bagarili olarak
uygulamistir.

Omer Hayyam, iiciincii derece denklemlerinin ¢oziimiinde bir de B koseli ve AB parametreli
hiperbolii kullanmistir. Eger E hiperbol iizerinde bir nokta ve ACED bir dikdortgense
(EC)>=BC.AC olur. Bu baglantiya gore E noktalar1 bulunabilir.

lb’jj
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F noktas1 AB dogru parcasinin ortast olsun. F merkezli ve FC yaricapli cember, A noktasindan AB
dogru pargasina ¢ikilan dik dogruyu D noktasinda kessin. Bu bicimde cizilen ¢cemberin yardimiyla
hiperboliin A koseli diger kanadini ¢izebiliriz.

Omer Hayyam, iiciincii derece denklemleri katsayilarina bagli olarak on dokuz tiirde yazmustir.
Bunlarin icinde x3+ax=bx tiirde olan besi x2+ax’=b haline indirgenir. Geriye on dort tiirii kalir.
Omer Hayam bu geri kalan on dort tiirii konikleri kesistirerek, geometrik yolla ¢ozer. Siiphesiz
Omer Hayyam’in ¢oziimlerinde yine negatif kokler yoktur.

p, g ve r katsayilarinin pozitif, negatif ya da sifir olmalarina gore y3+py?+gy+r=0 olan genel iiciincii
derece denklemi, y=x-(p/3) doniisiimii ile x3+sx+t=0 bicimine doner. Tiim katsayilarin pozitif
olmast halinde geriye

1- x3+ax=b,

2- x3+b=ax,

3- x3=ax+b ve

4- x3+ax+b=0

olan halleri kalir. Hayyam da bunlar1 ¢cozmiistiir.

Once x3+ax=b olan denklemi ¢6zelim.

\
\Z_/D

H H

Sekilde oldugu gibi (AB)?=a olsun. AB kenarli kare iizerine BC.(AB)?=b olan hacmi gozoniine
alalim. BC, katinin yiiksekligi olsun. Ayrica BC L AB olur. Buna gore B koseli ve AB parametreli
parabolii ¢izelim. HBD konigi BC kenarina teget olur. BC yaricapli yarim ¢emberi cizelim. Bu
cember konigi D noktasinda keser. DZ L BZ ve DE L BC olur. Bu halde kok EB olur.

Ciinkii (DZ)*=(EB)?>=BZ.AB, (ED)?>=(BZ)>=EC.EB olduklarindan EB.(BZ)>=(EB)2.EC=BZ.AB.EC
yazilir.

Buradan AB.EC=EB.BZ ve (EB)*<EB.(BZ.AB)=(AB.EC).AB=(AB)2.EC yazilirlar.

Boylece (EB)3+a(EB)=(AB)2.(EC)+(AB)2EB=(AB)*. CB elde edilir. Bu da x3+ax=b demektir.
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Omer Hayyam x3+b=ax ve x3=ax+b tiiriindeki (2) ve (3) olarak verilen denklemleri ayr1 ayri
¢Ozmiistiir. Biz bunlar1 x3+b=ax biciminde yazarak ¢ozelim. Bunun i¢in (AB)?=a ve (AB)2.BC=b
diyelim. b katsayisinmin 6niinde eksi varsa BC dogru parcasini sola ve b katsayisinin Oniinde arti
varsa BC dogru parcasini saga yerlestirelim. Buna gore B koseli ve AB parametreli parabolii ile B
ve C koseli BC parametreli hiperbolii

A4
E" ENC E
! Zy
DH Z”
D
) A\

olarak cizelim.

B noktasi hari¢ bu parabol ile hiperboliin kesim noktalari olan D, D" ve D” noktalarinin apsisleri
olan degerler x3tb=ax olan iiclincii derece denkleminin kokleridir. D noktasini ele alalim. D
noktasindan eksenlere DE ve DZ dikmelerini inelim. BE uzunlugu solda ise kok negaitf ve sagda
ise kok pozitif olur. Bu grafige gore BE" ve BE” kokleri negatif isaretlidir. Yalniz Omer Hayyam
negatif kokleri bulmamistir.

Uciincii derece genel denkleminin cebirsel coziimiinii tartismali da olsa ilk kez Italyan
matematikcisi Girolamo Cardano (1501-1578), 1545 yilinda Ars Magna’da yayinlamstir.
y3+py2+gy+r=0 denklemini y=x-(p/3)doniisiimii ile ax’+ax+b=0 bicimine sokulmustur. x=t's+u's
doniisiimii ile z2+bz-(a/3)3=0 olan ikinci derece denklemine doniistiirerek
X=[—b/2+\/(b/2)2+(a/3)3]‘/3+[—b/2—\/(b/2)2+(a/3)3]‘/3 ve y=x-p/3 c¢oziimiinii cebirsel olarak hesap-
lamistir.
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