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Matematikte ilging sayilar

Ali DONMEZ!
Ozet

Bu ¢alismanin oziinde dogal ya da yapay bir bi¢cimde ilging olan sayilar tanitilacaktir. Matematikte
bu tiir sayilar ¢ok fazladwr. Burada bunlarin ilging olanlarini goreceksiniz.

Interesting numbers in mathematics
Abstact

In this work we will introduce the interesting numbers where some of them are natural and some of them are
artificial. We have a lot of such numbers in mathematics and you will see some of them here.

Giris

Rakamlarin ve sayilarin yaziliglarini ilk kez magara donemi insanlarinda goriiriiz. Bunlar daha ¢ok
centikler ve oyuklar bigimindedir. Daha ileri dogal boyalarla magara duvarlarina yazilmis ya da
kazinmig ornekleri vardir. Biz bunlarin uzun tarihini ve gelisimini verecek degiliz. Yalniz, bilingli
ve bilimsel ilk rakamlarin ve sayilarin oluslarini sayilarin olusumu yazida oldugu Mezopotamya’da
Tiirk olan Siimerler tarafindan olusturulmustur.

Stimerlerin sayilama sistemi altmig tabanli oldugu halde Misirlilarin, Yunanlilarin, Cinlilerin ve
Hintlilerin on tabanlidir. Anakaradan ayr1 olarak Mayalarin matematigi yirmi tabanhidir. Tarih
boyunca farkli irklarm farkli tabanlarda sayilama sistemleri olusmustur. Ornegin, Ugaritlerin
sayilamasi yliz tabanlidir. Bugiin bilgisayarlarin kullandig1 sayilama sistemi iki tabanlidir.

Tiging sayilar
Matematikte en ilging sayilardan ilki ve matematikgilerin en ¢ok ugrastigi sayi, ¢emberin gevre
uzunlugunun ¢ap uzunluguna bolimi olan pi (7) sayisidir. Bu say1 halen bilgisayarlarin ve

bilgisayar programlarinin gelistirilmesinde kullanilir.

Pi () sayisi irrasyonel ve askin bir sayidir. Irrasyonel sayilar rakamlari yinelenmeyen sonsuz
ondalikl sayilardir.

Pi (7 ) sayisinin ondalik basamaklarini hizli olarak veren programlar yazilmistir. Bu programlara
gore bilgisayarlar pi () sayisini belli bir basamaga kadar hesaplar ve durur. Bunun iizerine
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makinenin neden durdugu bulunur ve makine gelistirilerek pi (77 ) sayisinin daha ileri basamaklari
hesaplanilir. Bu da makinelerin gelistirilmesiyle olanaklidir.

Archimedes (1.0. 287-212), bir dairenin i¢ine ¢izdigi ¢okgenlerin kenarlarinin sayilarini artirarak, pi
(7) sayisina ait alt sinirin1 3 1/7=22/7 ve st sinirinin da 3 10/71=223/71 oldugunu hesaplamistir.

Misirhilar ve Stimerler pi (77 ) sayisini 3 olarak kullanmislardir.

Pi () sayisinin bazi ondalik kisimlari
7 =3.14159265358979323846264338327950...
bigimdedir.

ikinci ilging sayilar toplulugu Pascal (1623-1662) iicgenidir. Aslinda Pascal iiggeni Pascal’in
degildir. Bu calisma ilk kez Iranli sair ve matematikci Omer Hayyam (1048-1131) ve Cinli
matematikci Chu Shih Chieh’de  (13.vel4.yiizy1l) goriiliir. Onceligin  kimde oldugu
bilinmemektedir.

Pascal iicgeni kisaca

(a+b)’ =1 I
(a+b)' =la+1b I I
(a+b)’ =1a’+2ab+1b’ I 2 I

(a+b)’ =1a’+3a’b+3ab’ +1b° 1 3 3 1

olan ve
(a+b)" =C(n,0)a"+ C(n,1)a"'b+ C(n,2)d"’b*+...+ C(n,n)b"
bicimindeki ikili acilimin katsayilaridir. Bu a¢ilimdan elde edilen ve
1,1,2 358 13 21,34, 55...
biciminde yazilan diziye de Fibonacci dizisi denir. Bu da a,= a1+ a,, formiilii ile bulunur.

[rrasyonel olan bazi sayilar
V2 =1.41421356...

J3 = 1.73205081...

J5 = 2.23606797...

e=271828182...

T =3.14159265...
yaklasik degerlerdedir.

100 100
1 gogol = 10 ve 1 gogolpleks = 10°°%°' =10"°

sayilaridir.



A.Donmez
Ln 10 = 2.30258... oldugu bilinmektedir.

Altin oran denilen say1 da ¢ =1.61803398... haldedir. 1 ve kendisinden baska bdleni olmayan
sayilara asal sayilar denir. Asal sayilar dizisi 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23... bigimdedir. 2 ¢ift
oldugu halde asal sayidir. Asal sayilart veren genel bir formiil bugiine kadar bulunamamustir. 1979
yilinda bulunan 2%**”-1 sayis1 asal bir say1dr.

V2 sayist pergel ve Olclimsiiz cetvelle sonlu sayida olan islemle ¢izilemedigi i¢in, verilen bir
kiipiin bir kenar1 ¢izilemez. Ayrica, 7 sayisi transandant oldugu i¢in bir daire karelenemez ve bir
dar ag1 pergel ve cetvelle {i¢ esit pargaya boliinemez.

8x8 olan satrang tahtasinin birinci goziine 1 bugday tanesi, ikinci goziine bunun iki kat1 olan iki
bugday tanesi, iiclincii goziine 2 kere 2, yani 4 bugday tanesi, dordiincii géze 2 kere 2 kere 2 sayisi
= 8 tane bugday tanesi, ... altms dordiincii géze 2 tane bugday tanesi konulursa, toplam bugday
tanesi

J4242° 423424+ 4253

olur. Bu da 18.446.744.073.709.551.615 yani, on sekiz ketrilyon, dort yiliz kirik alt1 katrilyon, yedi
yliz kirk dort trilyon, yetmis {i¢ milyar, yedi yiiz dokuz milyon, bes yiiz elli bir bin, alt1 yliz on bes
tane bugday yapar.

abcabc biciminde yazilan tiim sayilar 7, 11, 13, 77, 91, 143 ve 1001 sayilar1 ile tam olarak
boliinebilir.

Ornegin

783.783:7=111.969
783.783:11=71.253
783.783:77=10.179
783.783:91=8.613

783.783:143=5.481
783.783:1001=783

ya da
111.111:7=15.873
111.111:11=10.101
111.111:77=1.443
111.111:91=1.221
111.111:143=777
111.111:1001=111

olarak yazilirlar. Ayrica,
11+41+51=145
2.9°=2592

sonuglar1 dogrudur.
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Hintli matematik¢i Ramanujan (1887-1920), yakalandigi verem hastaligindan dolay1r hastanede
yatiyordu. Bir giin Ingiliz matematik¢i Hardy (1877-1938), Ramanujan’1 hastanede ziyarete gelir ve
gonliinii almak ister. Hastaneye gelirken, bindigi otomobilin plaka numarasinin 1729 oldugunu ve
bu sayinin asal ¢arpanlarmin 1729 = 7.13.19 bi¢iminde 13 ugursuz sayisinin bulundugunu diisiindii.
Hastanede Ramanujan’in 6liimii ile karsilasan haber alacagini sandi. Ramanujan’t saglikli goriince,
kugkularini ona anlatti. Bunun iizerine Ramanujan, “Hayir dostum, bu 6zellik ¢ok ilging bir sayidir.
Ciinkii iki yolla iki kiip toplamina esit olan en kii¢iik say1 budur”. Diyerek yanit verdi. Bu da
1729=9°+10*=1°+12° bicimindedir.

-11}\:'5
-4y s

olarak tanimlanan f(x) fonksiyonuna Dirichlet fonksiyonu denir. Bu fonksiyonun herhangi kapali
bir aralikta Riemann integrali olmadig1 halde Lebesgue integrali vardir.

y=lm (1+1/2+1/3+..+1/n+...-Inn )=0.5772157 .

sayisina Euler sabiti denir. Bu sayimin daha cebirsel yoksa askin m1 olup olmadigi bilinmektedir.

e=lim (1+1/n)"=2.7182818284...

n—>0

sayisina e sayisi denir ve agkin bir sayidir.

Pi () sayisinin

T 2244.2n2n...

2 1355..(2n-1)2n-1)...

bi¢cimindeki haline Wallis (1616-1703) formiilii denir.

Bazi toplama formiilleri

[+2+43+4+.. = = n(n+l),

1
2
[+3+5+47+..+2n-1) =1,

244+6+8+ .. +2n=n (n +1),

P24 2484 A = n(n+1)(2n+1)
.
Pra G+ (2= 2T 13)(2" il
P+3+5+  +(2n-1)° = n(2"_13)(2”+1)



A.D6nmez

_ n*(n+1)°

P+2°+3+ 44’ = (1+2+43+...+ n)’,

P+£+6+. +2n) = n’(n+1)°,

P+3+5+  +02n-1)° = n’2n’-1),

I+2'43'+ 4+

¢ _nn+D2n+ D(3n® +3n-1)
30 '
ve

14242242+ 42 1= 2],
bigimindedir.

r # 1 ve pozitif n sayisi i¢in geometrik seri
I_ a(r" =1)

r—1

a+artar'+..+ ar”

olarak yazilir. -1 <r <1 ise, bu toplam

a

atar+ar+.. .+ ar"'= —
I/' J—

olur.

Altinc1 yilizyilda yasayan Cinli matematik¢i Chang Chiu Chien’in Matematiksel Klasik isimli
kitabinda ¢ok ilging bir problem vardir. Problem sdyledir. 100 lira paraniz var. Tanesi 5 lira olan
hindilerden, tanesi 3 lira olan kazlardan ve {i¢ tanesi 1 lira tavuklardan 100 tane satin almak icin her
birinden kacar tane almalisiniz?

Problemin ilging bir ¢6ziim vardir. Hindilerin sayisina x, kazlarin sayisina y ve tavuklarin sayisina
da z denirse

5x +3y+z/3=100 ve x+y+z=100

denklemleri yazilir. Buradan z =100-x-y denirse 5x+3y+(100-x-y)=100 ya da 7x+4y=100 olur.
x=4t denirse y=25-7t ve z =75 +3t yazilir. t = 1, 2 ve 3 sayilari i¢in istenen {igliiler

(x=4, y=18 z=78)
(x=8, y=I11, z=81)
(x=12, y=14, z=84)

olarak bulunurlar.
775 yillarinda Yorklu Alcuin bu problemi sdyle diizenlemistir. 100 6l¢ek bugdayi, toplami 100

olan erkeklere ticer, kadinlara ikiser ve ¢ocuklara da yarimsar Olgek dagitirsa, erkek, kadin ve
cocuklarin sayilari ne olur? Problemin ¢oziimiinden bu sayilar
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Erkek Kadin Cocuk
17 5 78
14 10 76
11 15 74
8 20 72
5 25 70
2 30 68

olarak dagilir.

850 yillarinda yasayan Hintli matematik¢i Mahavirarya buna benzer problemi soyle diizenlemistir.
Her birinde esit sayida muz olan 63 ¢otanak muz ile 7 tane ayrik olan muz 23 yolcuya esit olarak
dagitilacaktir. Bir ¢otanakta bulunan muz sayist nedir? Coziim : Her ¢otanakta x tane muz olsun ve
her yolcuya y tane muz diissiin. Buna gore 63x+7=23y olan iki bilinmeyenli Diophantus denklemi
kurulur. y=7t/23 denirse x=(t-1)/9 olur. t=46 i¢in y=14 ve x=5 olarak bulunur.

t=63 i¢in y=21 olur. Fakat x=(92-1)/9 pozitif bir tamsay1 olamaz.

t=92 i¢in y=28 olur. Oysa x=(92-1)/9 pozitif bir tamsay1 degildir.

Cinli Yan Kung,1372 yilinda sdyle bir problem diizenledi. Sayilar1 bilinmeyen boncuklar yetmis
yedili olarak dizilirse 50 boncuk daha gerektigi halde, her ipe yetmis sekizli dizerseniz hi¢ bos
kalmiyor. Boncuk sayist nedir? Boncuk sayis1 N ise, x ve y tamsayilari i¢in N= 77x+50=78y olan
Diophantus denklemi kurulur.

Alman matematik¢i Christoff Rudolff, bu tiir problemi soyle yazmistir: Erkek, kadin ve ¢ocuklardan
olusan 20 kisilik bir grup tiimii 20 lira vererek bir geziye katiliyorlar. Erkekler tiger, kadinlar ikiser
ve iki ¢ocuk da birer lira veriyor.

Erkeklerin, kadinlarin ve ¢ocuklarin sayilart nedir?

Erkekleri x, kadinlar1 y ve ¢ocuklar1 da z ile gosterirsek x+y+z/2=20 ve x+y+z=20 denklemi
kurulur. Buradan ¢6ziime gidilir.

Isvigreli matematik¢i Leonhard Euler 1770 yilinda, 100 sayisin1 7 ve 11 ile boliinecek bicimde iki
parcaya ayiriniz sorusunu sormustur. Bu da 7x+11y=100 olan Diophantus denkleminin ¢éztimiidiir.

r # 1 ve pozitif n sayisi i¢in geometrik seri

n
a_a(r' =1
atar+ar’+.. +ar"' = atr’ =1
r—1
. . a
olarak yazilir. r sayist -1<r<1 ise, bu toplam a-+ar+ar’+...+ar"™'+... = 1
7/‘ f—

olur.

Matematigi ve problem ¢6zmeyi ¢cok seven Dionisius, arkadasi Diophantus’un mezar tasina sunlari
yazdirtyor.” Yasaminin altida biri ¢cocuklugudur. On ikide birinden sonra sakal birakmisti. Yedide
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birinden sonra evlendi. Bu evliliginden bes yil sonra bir oglu oldu. Oglu, babasinin yar1 yasinda
oldi. Baba ancak dort y1l daha yasayabildi. Diophantus 6ldiiglinde ka¢ yasindaydi?

Diophantus x yasinda 6lsiin. Buna gore

A I
7 6

6 12
denklemi kurulur. Bu denklem ¢oziiliirse Diophantus’un 84 yi1l yasadig1 anlagilir.
Aralarinda iki fark olan asal sayilara ikiz asal sayilar denir.
Ornegin (5,7), (11,13), (17,19), ...,(1.000.000.000.061, 1.000.000.000.063),... birer ikiz asal say1
ciftleridir. lkiz asal say1 ¢iftlerinin sonsuz tane oldugu heniiz c¢oziilemedi. Bilgisayarlarla
30.000.000 sayisindan kiigiik 152.892 tane ikiz asal say1 ¢ifti bulundu. 10'* ile 10" + 10.000
sayilar1 arasinda sadece 20 tane ikiz asal say1 ¢ifti vardir. 2000 yilinda bulunan ve her biri 24099
rakaml1 olan
66555035.2°"% x |
ikiz say1 ¢iftleri bilinen en biiyiikleridir.
Her cift say1, sonsuz bir sekilde iki asal sayimin farki bigiminde yazilabilir. Ornegin, 2=5-3, 4=7-3
6=29-23=137-131=599-593=1019-1013=...
olarak yazilabilir. Yalniz bu soru halen ¢6ziilememis ve bir tahmin olarak kalmistir.
Ozellikle 10 ¢ift tamsayis1 art arda gelen asal sayilarin 15 farkli yolla yazimli bigimi vardir.

Asal sayilarin sonsuz tane oldugunu Euclides ¢ok zarif ve kolay bir yolla kanitlamstir.

ikiz iki asal sayilarin ¢arpimina 1 eklenirse bu say1 bir tam kare say1 olur. Ornegin, 5.7+1=36=6,
11.13+1=144=12% , 17.19+1=18%, 19.21+1=400=207, 21.23+1=22°, ... olurlar.

10n+1 _1
9

(10" +2. 10" +3. 10"+ n)(10-1)+(n+1) =

oldugundan

1.9+2=11
12.9+3=111
123.9+4=1111
1234.9+5=11111
12345.9+6=111111
123456.9+7=1111111
1234567.9+8=11111111
12345678.9+9=111111111
123456789.9=111111111
yazilir.

10
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Fermat,
2}’1
2 +1

sayisinin asal oldugunu ileri siirmiistiir. Oysa Euler, 1732 yilinda bu 6nerinin yanlis oldugunu
5

2
2 +1=641x6.700.47
bi¢imindeki ters 6rnekler kanitlamistir. Bu nedenle daha sonraki yiizyillarda
2}’[
2

tiirtindeki sayilara Fermat sayilar1 ismi verilmistir.
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