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Ozet
a spacelike egrisi, & timelike egrisinin bir involiitii olsun. Bu ¢aligmada, a egrisinin Frenet vektorleri konum

vektorleri olarak alindiginda null olmayan T'B” ve N"B”-Smarandache egrilerinin egrilik ve torsiyonlar1 &
timelike evoliit egrisine bagli olarak hesaplanmistir. Son olarak, elde edilen sonuglar ile ilgili 6rnekler verilmistir.

Anahtar kelimeler: Involiit-Evoliit egrileri, Smarandache egrileri, Minkowski uzayi, Frenet elemanlari.

T*B* and N*B*-Smarandache Curves of Involute-Evolute Curves in
Minkowski 3-space

Abstract
Let the spacelike curve @ be the involute of the a timelike curve. In this study, when the Frenet vectors of the

involute curve a* are taken as the position vectors, the curvature and the torsion of non-null T'B” and N"B” -
Smarandache curve are calculated depending upon the timelike evolute curve a. Finally, we give two illustrative
examples related to our results.

Keywords: Involute-Evolute curves, Smarandache curves, Minkowski space, Frenet invariants.

1. Giris

Diferensiyel geometride egriler iizerine ¢ok sayida ¢alisma yapilmistir ve hala da yapilmaya devam
edilmektedir. Ozellikle iki egrinin karsilikli noktalarinda Frenet catilar1 arasinda bagintilar kurularak
bircok yeni agilimlar elde edilmistir. Daha sonra bu agilimlar Minkowski uzayi, Galilean uzayi,
Heisenberg uzay1 ve dual uzay gibi bir¢ok uzayda farkli gatilar ele alinarak incelenmis ve pek ¢ok yeni
karakterizasyon elde edilmistir. Bu 6zel egri ciftleri ile ilgili ¢aligmalar egri teorisinin yaninda yiizey
teorisinde ve mekanikte de goriilmektedir. Uzerinde en ¢ok arastirma yapilan egriler involiit-Evoliit
egrileri, Bertrand egrileri ve Mannheim egrileridir. involiit-Evoliit egrileri iizerine yapilan ¢alismalar
sadece Oklid uzayinda smirli kalmanus Lorentz uzayina da aktarilmistir.

Bilici ve Caliskan, R de spacelike ve timelike egrilerin involiit egrilerini incelemislerdir [1, 2].
Biikgii ve Caliskan ise R’de spacelike ve timelike egrilerin involiit ve evoliit egrilerinin baz
ozelliklerini incelemislerdir [3, 4].
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Turgut ve Yilmaz, Minkowski uzay-zamanda konum vektorii baska bir egrinin Frenet vektorleri
tarafindan olusturulan yeni egriyi Smarandache egrisi olarak adlandirmuglardir [14]. Daha sonra bu
egriler farkli uzaylarda farkli catilar ele alinarak incelenmis ve yeni sonuglar elde edilmistir. Giirses.

vd., R} de spacelike, timelike ve null egrilerin TN -Smarandache egrilerini incelemislerdir [6]. Senyurt

ve Sivas, Oklid uzayimda bir egrinin asli normali ve Darboux vektoriinii konum vektorii alarak elde
edilen Smarandache egrilerinin egriliklerini hesaplamuslardir [9]. Senyurt vd., Oklid uzayinda bazi egri
ciftlerinin Frenet catisina ve Sabban ¢atisina gore Smarandache egrilerini arastirmiglardir [10-13].

Kalkan vd., R} involiit-evoliit egrilerinin Frenet catisna gére TN -Smarandache egrilerini
incelemislerdir [7].
Bu calismada, o egrisi, a egrisinin involiitii olmak {izere T", N, B" Frenet vektorleri

konum vektérleri olarak alindiginda bu vektérler tarafindan olusturulan null olmayan T'B” ve N'B’ -
Smarandache egrilerinin Frenet elemanlari, egrilik ve torsiyonu « evoliit egrisinin Frenet elemanlari
,egrilik ve torsiyonuna bagli olarak ifade edilmistir. Son olarak bu egrilerle ilgili 6rnekler verilmistir.

2. Temel Kavramlar

Bu béliimde 3-boyutlu Minkowski uzay ve Involiit-Evoliit egrileri ile ilgili temel kavramlar kisaca
tanitilacaktir.

X =(X,%,X%)eR? olmak iizere 3-boyutlu Minkowski uzayinda Lorentz i¢ ¢arpimi
g(X,X)==x2+ x5 +xZ olsun. g(X,X))0 yada X =0 ise X vektoriine spacelike, g(X,X){0 ise X
vektoriine timelike, g(X,X)=0 ve X #0 ise X vektoriine null (lightlike) denir (O’Neill 1983).
Benzer olarak R’ de, s pseudo-yay parametresi olmak iizere keyfi bir o = a(s) egrisinin a'(s) hiz
vektorleri spacelike, timelike ve null ise a egrisine sirasiyla spacelike, timelike ve null egri denir. X
vektoriinin normu || X || =./|g(X,X)| bi¢iminde tanimlamr. a=(a,a,,a,) ve b=(b,h,,b,)
vektorlerinin vektorel ¢arpimi

axb=(ab; —ab,,ab, ~ah,ab ~ab,)
biciminde verilir (Lopez 2014). a = a(S) yay parametreli regiiler bir egri, {T,N,B} Frenet catisi, x
ve 7 sirastyla egrilik ve torsiyonu olsun. ¢ egrisinin causal karakterine bagl olarak Frenet formiilleri
ve Darboux vektorleri:
i) a egrisi birim hizli timelike bir egri ise Frenet elemanlar1, egrilik ve torsiyonu:

T(s)=a'(s),  x(s)=(T'(s)T(s)),
N(s)=(T"7x)(s), B(s)=—(TxN)(s), (2.1)
()= ((a'xa" a")|la'xa"|[ (s)
bi¢imindedir (Woestijne 1990). Frenet formiilleri ise
T'=xN, N'=«T-7B, B'=zN, TxN=-B, NxB=T, BxT =-N,

seklindedir. Timelike bir egrinin Darboux vektorii W = 7T — kB big¢iminde ifade edilir (Ugurlu 1997).
ii) o egrisi spacelike binormalli spacelike bir egri ise Frenet elemanlari, egrilik ve torsiyonu:

TE)=a'(s),  x(s)=\~(T'()T(s)),
N(s)=T'(s)/ x(s), B(s) =—(T x N)(s), (2.2)
7(s) = —(<a xa" a > / ||a %o ||2 (s)

bi¢imindedir (Woestijne 1990). Frenet formiilleri ise
T'=xN, N'=xT+7B, B'=zN, TxN=-B, NxB=-T, BxT=N

seklindedir. Spacelike egrinin Darboux vektorii W = —zT + kB bi¢iminde ifade edilir (Ugurlu 1997).
iii) a egrisi timelike binormalli spacelike bir egri ise Frenet elemanlari, egrilik ve torsiyonu:
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TE)=a'(s),  x(8)=\(T'()T(s)),

N(S)=T'(s)/ x(s), B(s)=T(s)xN(s), (2.3)

7(5)= (@ a") axa'f ()
bigimindedir (Woestijne 1990). Frenet formiilleri ise

T'=xN, N'=—&«T+7B, B'=7rN, TxN=B, NxB=-T, BxT=-N
seklindedir. Spacelike bir egrinin Darboux vektorii W =zT — xB big¢iminde ifade edilir (Ugurlu 1997).
Tamim 2.1. a = (s) ve o =a (s), R}de iki egri ve bu egrilerin Frenet catilar1 sirastyla {T,N,B} ve
{T",N",B}olsun. Eger g(T,T")=0 ise " egrisine,  egrisinin involiitii (¢ egrisine ise &~ egrisinin
evoliitii) denir (Bilici ve Caligkan 2011).
Lemma 2.1. «  egrisi, a egrisinin involiiti olmak iizere swrasiyla (I,a”) ve (I,a) koordinat
komsulugunda verilen iki egri olsun. " ve ¢ egrileri arasindaki uzaklik
d(a(s),a’(s))=|c—s|, c=sabit, Vsel

bigiminde ifade edilir (Bilici ve Caligkan 2011).
Tamim 2.2. a =«(S)egrisi timelike bir egri, —B spacelike birim vektorii ile W Darboux vektorii
arasindaki Lorentz timelike ag¢1 ¢ ve W vektoriiniin birim vektorit C olsun.
i) |K‘|>|T|, ise W vektorii spacelike vektor ve

k=|W|coshg, z=|W|sinhg,

C:M—stinhqﬁT—coshqﬁB, W[*=gW W) =x* -2, (2.4)
i) |K|<|T| ise W vektorii timelike vektor ve
k=|W|sinhg, z=|W|coshg,
C=£=cosh¢T—sinh¢B, |[vv||2:g(vv,w)zrz_,(2 (2.5)

Wi
esitlikleri saglanir (Bilici ve Caligkan 2011).
Teorem 2.1. & spacelike egrisi, o timelike egrisinin bir involiitii olsun. B ve N~ vektdrleri arasindaki
Lorentz timelike ag1 ¢ olmak iizere " egrisi ile @ egrisinin Frenet vektdrleri arasinda
i) W vektorii spacelike bir vektor (|K|>|z'|) ise
T 0 1 0 T
N™ |=|-coshg O sinhg (| N |, (2.6)
B"| |-sinhg 0O coshg| B
ii) W vektoril timelike bir vektér (|x|(|z]) ise
T 0 1 0 T
N |=| sinhg 0O —coshg || N (2.7)
B"| |-coshg O sinhg || B
bagintilar1 vardir (Bilici ve Caliskan 2011).

Sonug 2.1. o spacelike egrisi, o timelike egrisinin involiitii olsun. Bu taktirde ve a” egrisinin
causal karakteri

1) W spacelike vektor (|K|>|T|) ise

*

{T timelike, N spacelike, B spacelike} ve  {T spacelike, N" timelike, B" spacelike},
i) W timelike vektor (|K‘|<|T|) ise

{T timelike, N spacelike, B spacelike} ~ ve  {T spacelike, N" spacelike, B" timelike}
seklindedir (Bilici ve Caligkan 2011).

474



0. Boyacioglu Kalkan, D. Zeybek / BEU Fen Bilimleri Dergisi 8 (2), 472-483, 2019

3. Involiit-Evoliit Egrilerinin Null Olmayan T*B*-Smarandache Egrileri

R} de @ spacelike egrisi, birim hizli o timelike egrisinin involiitii Ve o (s) egrisinin Frenet catisi
{T",N",B"} olsun. Bu durumda

1 . -
s)=—=(T +B 3.1
B(s) 7 (T"+B) 3.1)
seklinde tamiml1 birim vektoriin tammladig diferensiyellenebilir egriye T B -Smarandache egrisi denir.
Hesaplamalarda f egrisinin S, e gore yay parametreli oldugu kabul edecektir.

i) o, spacelike binormalli spacelike bir egri olsun. (3.1) ifadesinde T~ ve B” vektérlerinin yerine (2.6)

ifadesinden esitleri yazilirsa T B"-Smarandache egrisi
—sinhgT + N + cosh ¢B

B(s) = NG 3.2)
seklinde olur. (3.2) denkleminin s ye gore tiirevi alinirsa
vey_+ 985 _ (kx—¢ coshg)T+ (g4 sinhg—7)B
B'(s)=T, e 7 , (3.3)
gy =L _!W”) (3.4)

bulunur. Bu taktirde (3.4) ifadesinden —(¢—"\/V||)2(O oldugundan g, timelike bir egri olacaktur.
" 2
EI¢,|[\N|| i¢in —M #1 oldugundan S egrisi S ye gore yay parametreli degildir. (3.3) denklemi

|¢ INVIII

tekrar duzenlenlrse ve |[\N || =x? — 7% olmak iizere

T _ (/c—¢ cosh@)T + (¢ sinh¢—7)B
’ ¢ W]

ifadesi elde edilir. (3.5) denkleminin s ye gore tiirevi alinirsa
=(~¢ coshg—6°sinhg+«) ‘¢' —|w |” + (¢ cosh ¢ — k) ‘¢' -|w |H :
@, = (¢ W]+ [W[")]¢ ~ W]
w, = (¢ sinh g+ ¢ cosh g —7)|¢ —|W|| (4 sinh g — )¢ —|W||

olmak iizere (2.1) de verilen esitlikler kullanilirsa # egrisinin asli normali N, , binormali B, ve egriligi

(3.5)

K, sirastyla asagidaki gibidir:

T, _oT +o,N+o,B

T N

—(¢ sinhg — 1), T
1 . .
+((¢ cosh g - k), + (¢ sinh g~ 7))o )N |,
|¢ "W|||\/ a)l +a)2 ) (¢COSh¢ K)w,B

:" ﬂ”: \/2(—0)1 + @} +a)3).

oI

B egrisinin torsiyonu 7, ile gosterilirse
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= (v —¢'sinng)(~¢ W[ +W[),

@, =(—¢' coshg+ zc)(¢"sinh¢+¢'2 cosh¢—r')+(¢'sinh¢—r)(¢" cosh¢p + ¢ sinh¢—zc'),
= (¢ coshg— )~ W[ +[W["),

Q, =—(¢" +4°)coshg—3g ¢ sinh g+ " — g xc|W |+ xc|W|*,

Q, =24 W[ ~¢ W[ +2W[W[ +sx ~,
= (¢ +¢°)sinhg+3¢¢ coshg—7 +gz|W|+z|W|’

olmak tlizere
2 (~a,0, + 7,0, + 7,0Q,)

Tﬁ_

~w! + @+l
seklinde bulunur.
ii) ", timelike binormalli spacelike bir egri olsun. (3.1) ifadesinde T* ve B” vektérlerinin yerine (2.7)

ifadesinden esitleri yazilirsa T B -Smarandache egrisi
—coshgT + N +sinh¢B

B(s) = 7 (36)
seklinde olur. (3.6) denkleminin s ye gore tiirevi alinirsa
dS (—¢'sinh¢+z<)T +(¢ coshg—17)B 37
B(s) = 7 , 3.7)
<ﬂ'yﬂ'> _ (¢ _|2|\N||) (38)

bulunur. Bu taktirde (3.8) ifadesinden (¢'—|[\N||)2)O oldugundan S spacelike bir egri olacaktir.
o 2
EI¢',|[\N||€R icin w;«tl oldugundan S egrisi S ye gore yay parametreli degildir. (3.7)

|¢ INVIII

denklemi tekrar duzenlemrse

|[VV || =7° — k? olmak iizere B egrisinin teget vektorii
asagidaki gibidir:
(¢ sinh g+ x)T + (¢ coshg—7)B
Ty = .
=
(ii.1) B egrisi, spacelike binormalli spacelike bir egri olsun. Bu taktirde (3.9) denkleminin s ye gore
tiirevi alinirsa

(3.9)

vy = (-4 sinhg—¢? cosh g+« )|¢ —|W ||+ (4 sinhg - x)|¢ - |[vv|||' ,

v, =@ W[-W[g W],

v, =(¢ coshg+g*sinhg—7)|g —[W|| - (¢ coshg—7)|¢ —[W||
olmak iizere (2.2) ifadesinde verilen esitlikler yardimiyla f egrisinin asli normali N, , binormali B, ve
egriligi k, sirasiyla

T, (T +v,N+v,B)

Nﬂ: N 2 2 2
”Tﬂ” Vi —V, —V;
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(¢' coshd—7)v,T
+((#'sinh@ = x)v, + (¢ cosh O — )y, )N
—~(#'sinho-x)v,B

|¢ |[\N|||\/vl Vs
G

¢ Iw |||
seklinde bulunur.
7= (4 coshg+c) (¢ W] W),
v, =(x—¢'sinhg) (g coshg+g*sinhg—7 )~ (¢ coshg—7)(x — 4 sinhg—¢? coshg),
= (¢ sinhg— ) ¢ W] - WF)
I, =—(¢ +¢°)sinhg—3¢ ¢ coshg+x +¢x|W|-x|W ||2 ,
M, =2¢ W[+ ¢ W] - 2WIW[ + s ~ 2z
= (¢ +¢°)coshp+3p¢ sinhgp—7 —gz|W|+z|W|’
olmak tizere f egrisinin torsiyonu 7, asafidaki gibidir:
\/E(Vlnl - ‘721_[2 - ‘73H3 )
Vv
(ii.2) f egrisi, timelike binormalli spacelike bir egri olsun. Bu taktirde (2.3) ifadesinde verilen esitlikler

Tﬂ =
yardimiyla f egrisinin teget vektorii T,, asli normali N, binormali B,, egriligi x, ve torsiyonu 7,

sirastyla agagidaki gibidir:
_(¢'sinhg+x)T + (¢ coshg—7)B

E R

N = Ty _ (T +v,N+v;B)

Tl R eie
—(¢ coshg —7)v,T
~((¢'sinhg—x)v, + (4 coshg—7)v; )N
+(¢ sinhg —x)v,B

GV VN vy

. =||T,;|| _ \/2(—1/12‘ +V2 -I;V?f)
2l W]
N2 (=11, + 7,0, + 7,11,
Vv,V '

Tﬂ_

4. involiit-Evoliit Egrilerinin Null Olmayan N*B*-Smarandache Egrileri

R’ de a” spacelike egrisi, birim hizli ¢ timelike egrisinin involiitii ve ¢(s) egrisinin Frenet catisi
{T",N",B"} olsun. Bu durumda

i(N*+B*) (4.1)

ﬂ(S)Z \/5

477



0. Boyacioglu Kalkan, D. Zeybek / BEU Fen Bilimleri Dergisi 8 (2), 472-483, 2019

seklinde taniml1 birim vektdriin tanimladigi diferensiyellenebilir egriye N'B”-Smarandache egrisi
denir. Daha dnce oldugu gibi f efrisinin S; e gére yay parametreli oldugu kabul edilecektir.

i) o spacelike binormalli spacelike bir egri olsun. (4.1) ifadesinde N° ve B vektdrlerinin (2.6)

ifadesinden esitleri yazilirsa N'B™ -Smarandache egrisi
)= (cosh ¢ +sinhg)(B-T)

B(s 72 4.2)

seklinde olur. (4.2) denkleminin s ye gore tiirevi alinirsa
51(S) = ds —¢'(cosh¢+sinh AT —|[\\/\//ﬂN + ¢ (cosh ¢ +sinh ¢) B 1 43)

2

bulunur. Bu taktirde (4.4) ifadesinden |[\/V|| >0 oldugundan B spacelike bir egri olacaktir. EI”\N” eR igin

”W” #1 oldugundan S egrisi S ye gore yay parametreli degildir. (4.3) denklemi tekrar diizenlenirse

_ﬂ=M
ds 2

ve ”VV ||2 =7% —x” olmak iizere
T - —¢ (cosh g +sinh #)T —|W| N + ¢ (cosh ¢ +sinh #) B

5=
Wl

ifadesi elde edilir.

(i.1) B egrisi, spacelike binormalli spacelike bir egri olsun. (4.5) denkleminin s ye gore tiirevi alinirsa

L =(—(¢? + ¢ )(cosh ¢ +sinh g) — W | ) W] + ¢ (cosh ¢ + sinh ¢)|[\N|| ,
s =—¢ W[,
63 =((# +9?)(coshg+sinhg) + |W|z)|W|—¢ (cosh g +sinh @) W ||

olmak iizere (2.2) ifadesinde verilen esitlikler yardimiyla £ egrisinin asli normali N, binormali B,

(4.5)

egriligi «, sirasiyla agagidaki gibidir:

N - (g1T+gzN+gsB)

S Y N
(|[\/V||g3 +¢ (cosh¢ +sinh g)c, )T

1 : .
;= —— | +(¢ (coshg+sinhg)(g, + )N |,
”\N" 61 62 ~63 , )

+(|[\N||g1—¢(cosh¢+5|nh¢)g2)B

el N2 -5 —63)

p egrisinin torsiyonu 7,

= (cosh¢+sinhg) (¢ W —¢' W[+ W],
5, =¢ |W|(cosh ¢ +sinh g)(x + 1),
= (cosh¢p+sinh g ) (=" [W |~ ¢ W[ ) + s ]W]",
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¥, = (coshg+sinhg) (-4 —3¢¢ —¢°) —x |W|—2x|W || —px|W|,
W, =24 (W[ - g7 W[ - W[ - W] - W],
= (coshg +sinhg)(¢" +3¢'¢ +¢°) +7 |W|+2c|W| +g7|W|
olmak iizere
\/5(51\}’1 _52\}’2 - §3\P3)
_512 + 522 + 532

Ty =
seklinde elde edilir.
(i.2) B egrisi, timelike binormalli spacelike bir egri olsun. Bu taktirde (2.3) ifadesinde verilen esitlikler
yardimiyla £ efrisinin teget vektorii T,, asli normali N, binormali By, efriligi x, ve torsiyonu z,
sirasiyla agagidaki gibidir:

_ —¢ (coshg+sinh @)T —|W||N + ¢ (cosh ¢ +sinh ¢)B

’= Wi

Ty (aT +6,N+¢,B)
G =
(~[W/ls5 - # (cosh g +sinh g)g, ) T
(4 (cosh g +sinhg)(c, +5,))N |,
+(¢'(cosh¢+sinh #)s, —[W "gl)B

” /x” \/2( —? +§z +63)

\/E(_QTl\Ill + gz\yz + 5_'3\},3)
GG+ Gy
i) a, timelike binormalli spacelike bir egri olsun. (4.1) ifadesinde N~ ve B” vektorlerinin yerine
(2.7) ifadesinden esitleri yazilirsa N"B™ -Smarandache egrisi
(sinh ¢ —cosh @)(T + B)
s)= 4.6
B(s) 7 (4.6)

seklinde olur. (4.6) denkleminin s ye gore tiirevi alinirsa
ds ¢' (cosh g —sinh g)T —|W| N + ¢ (cosh ¢ —sinh ¢)B
B(s)= 7

(55— IIWII 48)

N

Tp

(4.7)

2
elde edilir. (4.8) ifadesinden |[\N||2>0 oldugundan f spacelike bir egri olacaktir. EI"\N" €R igin M =1

ﬁ _IIWII

oldugundan f egrisi S ye gore yay parametreli degildir. (4.7) esitligi tekrar diizenlenirse —~ = —2 ve
|[VV ||2 =7° — k% olmak iizere
T ¢ (cosh g —sinh @)T +|W| N + ¢ (cosh ¢ —sinh ) B 4.9)

. W]
ifadesi elde edilir.
(ii.1) B egrisi, spacelike binormalli spacelike bir egri olsun. (4.9) denkleminin s ye gore tiirevi alinirsa
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Py =((¢ —¢?)(coshg—sinhg) —|W | «)|W|—-¢ (cosh g —sinh¢) |[\N|| ,

=g W

ps = (¢ —¢?)(cosh g —sinh ) + W] z) W[~ ¢ (cosh ¢ —sinh g) W |
olmak iizere (2.2) ifadesinde verilen esitlikler yardimiyla B egrisinin asli normali N 4, binormali Bﬂ,
egriligi K, sirasiyla agagidaki gibidir:

N, = T,:; _(pT+p,N +p;B)
[Tl i -pi-pi

(IW]l,0; + ¢ (cosh g —sinh g) p, ) T
+(¢ (cosh g —sinh g)(p, — p) )N
+(|W| o, + ¢ (cosh g —sinh¢) p, ) B
N2p! - P - p5)

i

Bﬂ: 2 2 2
"\N” PL P2 — P

< =[Tl=
B egrisinin torsiyonu 7
p, = (coshg—sinh g) (~¢" W/ + ¢ [W]) 2 |W]",
P, =¢ |W|(cosh g —sinhg)(x +7),
ps =(cosh g —sinhg) (¢ W+ ¢ W[[) + x W[,
1, = (coshg—sinhg)(¢ -3¢ ¢ +¢°)—« |W|-2x|W || +Pr|W|,
n, =24 W= ¢ W]+ W[ W[ +W[,
1, = (coshg—sinhg)(p —3p ¢ +¢°)+7 |W|+27|W || —gr|W|
olmak iizere
N2(pi— Pt = P
~p’ P, + Py

B

seklinde elde edilir.
(ii.2) B egrisi, timelike binormalli spacelike bir egri olsun. (2.3) ifadesinde verilen esitlikler yardimiyla

B egrisinin teget vektorii T,, asli normali N, binormali B, egriligi &k ve torsiyonu 7, sirasiyla
asagidaki gibidir:

T - ¢ (coshg—sinh g)T +|W | N + ¢ (cosh ¢ —sinh ¢)B
g W '
N :L: (aT +p,N +p3B),
B 1 I R
(~|W] 5 — ¢ (cosh g —sinhg) p, )T
B, = ——| +(¢ (cosh g —sinh¢)(p; — p,) )N
W\=pf+ 05+ p

: —(W] o, + 4 (cosh ¢ —sinh ) p, ) B
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_ ”Tﬂ” _ \/2(_/712 + /;22 +p3)
W]l

_V2(- p1771+p2772+p3773)
PP+ Py

Tp

5. Ornekler

VT B B

Ornek 5.1. o(s) = ( ——C0SS,—=Ssin s] yay parametreli timelike egri olsun. ¢ egrisinin,

ZT 7

involiit egrisinin parametrik denklemi

o (s)= (ﬁ §|c g, \/_coss \/_|c |

seklindedir. o involiit egrisinin  Frenet  vektdrleri, egrilik ve torsiyonu sirasiyla
T"(s)=(0,—coss,—sins), N"(s) =(0,sins,—coss), B'(s)=(10,0), «'(s)=1 ve z'(s)=0 seklinde

NG

sins, SlnS+ C—S|COSS |,
Sple-dess|

elde edilir. T B"-Smarandache egrisinin parametrik denklemi 4. =%(1,—coss,—sin s), Frenet

vektorleri, egrilik ve torsiyonu ise sirasiyla T, (s) =(0,sins,—coss), N, (5)= (0,—coss,—sins),

(S) ,0,0), (s) J2 ve 7 (S) 0 N"B" -Smarandache egrisinin parametrik denklemi

(4,sins,—coss),  Frenet  vektorleri, egrilik ve  torsiyonu ise  sirasiyla

ﬂN*B* :E

TﬂN*B*(s)z(O,coss,sins), N, . (5)=(0;sins,~coss), B, (s)=(L0.0), x, ()= J2 ve 7, (8)=0

seklinde elde edilir. T'B” ve N"B"-Smarandache egrileri Sekil 1 de ve Sekll 2 de gosterilmistir.

Sekil 1: " (s) egrisine ait Sekil 2: " (s) egrisine ait

T"B’-smarandache egrisi N"B’ -smarandache egrisi

3’3

Ornek 5. 2. 7(S) =(25inh%,2coshi ij yay parametreli timelike egri olsun. 7 egrisinin, »~
3

involiit egrisinin parametrik denklemi

: e | e8| s s e8]}
7 (3)= [23mh—+ cosh— Zcosh—+ sinh—,—
BB B E TR BB B
seklindedir. " egrisinin Frenet vektorleri, egrilik  ve torsiyonu sirastyla
. s s . . . 1
T(s)= (smh ,cosh—=, ) N"(s) = (cosh ,sinh—= j B"(s)=(0,0,-1), «x (s)=—f= Ve
BB 5" Ve
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(s)=0 scklinde elde edili. T B -Smarandache egrisinin  parametrik  denklemi
1
,BT*B* \/—[Slnh \/— ,Cosh— \/— j, Frenet vektorleri, egrilik ve torsiyonu ise sirasiyla
.S s
T S cosh—,sinh— N s)=| —sinh—,—-cosh—,0 |, B H(S)Z 0,0,-1),
. (8)= [ s, j 5 (9) [ oo j .. (8)=(0,0-1)
Ky, (8)= 2 ve .. (s)=0, N'B"-Smarandache  egrisinin  parametrik  denklemi

1 (Cosh ,sinh— 1}, Frenet vektorleri, egrilik ve torsiyonu 1ise sirasiyla

Pos =7 " G f
T, (9= (smh oo \/. J Nﬂw(s):(—cosh%,—sinh%,o} B, .(s)=(0,01),

KﬂH(S)Z\/E ve 7, (s)=0 seklinde elde edilir. Involiit egrisine ait T'B've N'B"-Smarandache
egrileri Sekil 3 ve Sekil 4 de gosterilmistir.

o0 ———=

o1 SR
\ /\ ‘,-‘

T v |

\ 4 |

"‘ !" 1

Y | |

\ 4 1

w4

2 1 1] oy -2

Sekil 3: 7 (s) egrisine ait Sekil 4: y7(s) egrisine ait

T B’ -smarandache egrisi N"B’ -Smarandache egrisi

6. Sonuc ve Oneriler

Bu galismada, « timelike egrisinin @ involiit egrisi; timelike binormalli ve spacelike binormalli

spacelike bir egri olarak alindiginda elde edilen null olmayan T B” ve N'B”-Smarandache-egrilerinin
Frenet vektorleri, egrilik ve torsiyonu, « evolute egrisinin Frenet vektorleri, egrilik ve torsiyonuna baglt
olarak elde edilmistir. Benzer sekilde involiit-evoliit egrileri igin yapilan bu ¢alismalar Bertrand egri
ciftleri ve Mannheim egri ¢iftleri i¢in de yapilabilir.
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