N

MAnTIK
ARASTIRMALAR
DERGISI

Mantik Arastirmalar1 Dergisi

Journal of Logical Studies

U¢ Mantiksal Teori

Yazar(lar) | Author(s): John Corcoran

Ceviren(ler) | Translator(s): Fatmanur Berilgen

Bu makaleyi kaynak gosterin | Cite this article:

Corcoran, J . "Ug Mantiksal Teori". gev. Fatmanur Berilgen, Mantik Arastirmalar1 Dergisi 1 (2019): 140-174
Bu makaleye cevrimici ulasin | See this article online:

https://dergipark.org.tr/mader/issue/46688/574482

iletisim | Contact

Adres: Erciyes Universitesi [lahiyat Fakiiltesi, 38030 Melikgazi/KAYSERI
mantikder@gmail.com - https://dergipark.org.tr/mader


https://dergipark.org.tr/mader/issue/46688/574482
mailto:mantikder@gmail.com
https://dergipark.org.tr/mader

Mantik Arastirmalar1 Dergisi
Cilt: 1 Say1: 1-2019/1

Uc¢ Mantiksal Teori*
John CORCORAN™

Ceviren: Fatmanur Berilgen™

Ozet

Bu ¢alisma, teori olarak diisiiniilen mantiksal sistemlerle ilgilidir. Geleneksel
olarak verilen sistemleri makul bir sekilde ¢6zmenin hedeflendigi sorunlar arastirarak
biz, mantiksal sistemlere yaygin olarak uygulanan yeterlilik 6l¢iitlerinin mantigin
agikliga kavusturuyoruz. Bu agidan mantiksal sistemlerin iig¢ temel tiirii var gibi
gorliniiyor: bunlar mantiksal dogruluga iliskin olanlar, mantiksal dogruluk ve
mantiksal gerektirme ile ilgili olanlar ve mantiksal dogruluk ve mantiksal gerektirme
ile oldugu kadar, bash basina ¢ikarim ile de ilgili olanlardir. lk iki tipteki sistemler
icin yeterlilik olgiitleri sunlar1 igerir: etkinlik, saglamlik, tamamlanmigslik, Post
tamamlanmislik, "giiclii saglamlik" ve giiglii tamamlanmishik. Bir mantiksal sistemin
bir ¢ikarim teorisi olarak diistiniilmesi, ispat sistemleri i¢in iki yeterlilik 6l¢iitii formdiile
etmeye c¢alismamiza sebep olur. Birincisi, sikiik kavrami veya delillerdeki
bosluksuzluk(gaplessness) ile ilgilidir. Ikincisi, bir karut sistemi icin bir
tamamlanmishk kosuludur. Makalenin sonunda yer alan tarihsel bir not, {ist sistem
hiyerarsisi ile bu mantik alaninin gergek tarihsel gelisimi arasinda dikkate deger bir

paralellik oldugunu belirtmektedir.
o000

Bu makale esasen mantik bilimi felsefesine bir katkidir. Birincil
amacimiz, teori olarak diisiinlilen mantik sistemlerine belirli bir
metodolojik ilke uygulamaktr. Tlke su sekilde ifade edilebilir:
Tamamlanmis bir teorinin formu kismen teori konusunun dogasi, kismen
de teorinin ¢ozmeye calistigl spesifik problemlerle belirlenir. Makul
olarak ¢oziilmesi amaclanan sorunlara dayanarak, ii¢ mantiksal sistem
tiirinti ayirdik. Tlki, eski lojistik sistemlerini igermektedir. Ikincisi,
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Uc Mantiksal Teori

rastlantisal varsayim serilerinden elde edilen kanitlarin hakim bir rol
oynadig1 daha sonraki bir dénemin mantiksal sistemlerini igerir. Ugiincii
tiir, son zamanlarda ortaya ¢ikmis dogal gikarim sistemlerini igerir. (I1k
tliriin sistemlerinin 6rnekleri i¢in bakiniz [20] ve [11]; ikinci tiirtin agik bir
ornegi igin bakiniz [6]; tiglincii tiirtin 6rnekleri i¢in bakiniz; [19] ve [1])

Mantiksal sistemlerin bu smiflandirmasi iki 6nemli 6zellige sahiptir.
[k, bir iiclemedir: her mantiksal sistem tam olarak ii¢ sinifin birinde yer
alir. Tkincisi, su anlamda hiyerarsiktir. Birinci tiir sistem tarafindan ele
alinan problemler, ek problemlerden s6z eden ikinci tiir tarafindan da ele
alinir. Ayrni sey, tiglincliye nazaran ikinci igin dogrudur. Sistemlerin bu
hiyerarsisi, ii¢ tiir onermeler mantigy, {ig tiir birinci dereceden mantik, {i¢
tir ikinci dereceden mantik, ii¢ tiir modal mantik vb. olarak tamamen
geneldir. Sylenilecek her seyin bu mantiklarin herhangi birine ve tiimiine
uygulanmasi amaglanmistir. Ancak, her sistem tiiriiniin basit bir 6rnegini
vermek icin, tartismanin bir kismini ciimleler manti§inin (6nermeler
mantig1) bir parcasi ile sinurlayacagiz.

Orneklerin amaglari igin, mantiksal kelime dagarciginda “... ise, o
halde....” nin dogruluk fonksiyonu anlamini veren > semboliiniin,
“degil” dogrusal anlamini veren ~ semboliiniin ve gruplama amaciyla
parantezlerin oldugu bir L dili varsayalim. L, gercekten de 've', 'veya',
‘ancak ve ancak', herhangi bir cesit niceleyici, modal operatorler gibi
semboller igerebilir. Orneklerin amaclari igin varsaydiklarimizin tiimii
yukaridakilerdir ve dilin (> ve ~ nin anlamlarimin sabit kaldig1) her
yorumu altinda, her bir ciimle ya dogrudur ya yanhstir ya da ikisi de
degildir. Buradan hareketle L, kiime teorisinin, geometrinin, biyolojinin
vb. bicimsel dili yahut sirf mantiksal amaclar i¢in olusturulmus bigimsel
bir dildir

1. Mantiksal Dogruluk: Lojistik Sistemler

““Tiim  mantiksal ~olarak  ‘dogru’  Onermelerin  Onceden
tanimlanmas: miimkiindiir.”

WITTGENSTEIN

Bir dilin dogru ctimleleri arasinda, kisi mantiksal olarak dogru
ctimlelerin bir alt smifini1 ayirt edebilir. Mantiksal olarak dogru ctimleler,
yalnizca mantiksal sembollerin anlamindan dolay1 dogru olanlardir. Daha
belirgin olarak, mantiksal olarak dogru climleler, dilin tiim yorumlar1
altinda dogru olanlardir. (Bir yorumla, mantiksal sembollerin normal
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anlamlarina sahip oldugu ve tiim dil bilgisel ayrimlarin korundugu bir
yorumu kastediyoruz: 6zel isimler, bireyler olarak; tek ytiklemler, bireyler
kiimesi olarak yorumlanirlar.) Mantiksal bir teorinin akla yatkin
amaglarindan biri, mantiksal olarak dogru tiim ctimlelerin kodlanmasidir.
Bu amag, 6zellikle tiim matematik yasalarimnin mantiksal olarak dogru
olduguna inanan bir mantikct i¢in makuldiir; bir kere tiim mantiksal
dogru ciimlelerin bir kodlamasini alinca, tiim matematiksel yasalarin
kendi sisteminde olup olmadigimi goérmek igin "yalnizca" bir kontrole
ihtiyac kalir.

Oncelikle mantiksal olarak dogru ciimleleri kodlamanin amaglandig1
mantiksal sistemler, burada lojistik sistemler olarak adlandirilmaktadir.
Kurulusu sirasinda Russell, yukarida gecen mantiksal olarak dogru
fikrinin (goriislerinin karsilastirmasi i¢in bakimiz [4] syf. 221-222) farkinda
olmamasina ragmen Principia Mathematica'min [20] sistemi bu tiptedir.
Lewis’in sistemlerinin tiimii lojistik sistemlerdir.

Genellikle bir lojistik sistem, aksiyomlardan baska ciimleler meydana
getiren bazi iiretim kurallarindan ve aksiyomlar olarak adlandirilan bir
dizi ctimleden_olusur. Sistem tarafindan kodlanan climleler, aslinda
aksiyomlar ve kurallar vasitasiyla aksiyomlardan meydana getirilen
ciimlelerdir — bunlarin tiimii teorem olarak adlandirilir.

7

Ornegimizde sadece mantiksal dogrulugu ‘>’ ve ‘~' anlamlarina
¢eviren L'nin mantiksal olarak dogru ctimlelerini kodlayacagiz. Bu dolayl
olarak yapilacaktir. Tiim O6rnekleri mantiksal olarak dogru olan semalar:
veya climle formlarim1 kodlayacagiz. Genel olarak, semalar L'nin
climleleri degil, onun &rnekleridir. Ornegin, L'nin geometri dili olmasi
durumunda (P o P) kesinlikle bir L ciimlesi degildir. Ancak, eger a bir
geometri ctimlesi ise, (a O a) yine bir geometri ciimlesidir ve dahasi (a ©
a) bir (P o P) 6rnegidir. Tiim (P o P) 6rnekleri mantiksal olarak dogrudur,
bu ytlizden (P o P) kodlayacagimiz sema tiirtidiir. Bunun yan sira, bazi
(P > Q) 6rnekleri mantiksal olarak dogru olup bazilar1 dogru olmadigr igin
(P > Q) kodlamasindan kaginacagiz.

Kesinlik i¢in semalari, sematik harflerden (P, Q, R, P1, Q1, Ry, P2...)
herhangi biri ve o ve ~ ile birlikte gruplama igin kullanilan parantezleri
kullanarak olusturulan herhangi bir formiil olarak tanimlariz. Sadece
mantiksal olarak dogru ciimleleri 6rnek olarak alan bir sema mantik
yasas1 olarak adlandirilir. (P o (Q o P)) gibi baz1 mantik kanunlar1 "...ise,
o halde...' formundayken ~~(P o P) gibi bazilar1 degildir. '...ise, o halde...'
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formlari, ozellikle gegerli ¢ikarimlardaki rolleri nedeniyle onemlidir:
gecerli yorumlar yapmadaki rolleri dolayisiyla; yukarida yasa olarak
kullanilan a’dan elde edilen a ve b ctimleleri ile gegerli bir sekilde ¢ikarim
yapabiliriz (b o a). Baz1 mantikcilar, mantiksal kanunlar siifinin bu
uygun alt smnifim1 mantigin temel konusu olarak gortirler ([2],syf. 2 ve 3).

Lojistik sistem teoremler denilen bir semalar sinifin1 kodlayacaktir.
Bu teoremler, sadece s6z konusu mantiksal yasalarin tiimiinii igermeyi
amaclamaktadir. Teoremler smifi, bazi mantiksal yasalar1 aksiyomlar
olarak alarak ve digerlerinin aksiyomlardan elde edilebilecegi islemler
vererek tanimlanir.

Lojistik sistem LS, asagidaki bes tanim ile tanimlanir.
Tanim: Asagidaki ii¢ sema LS'nin aksiyomlaridir.
Al)  (Po(@Q>P)

(A2) (P> (Q>R)>((P>Q>(PSR)

(A3)  (-P>~Q)>((~P>Q)>P))

Tanim: ® semasi ancak ve ancak ® semasinin, d semasindaki tek bir
sematik harfin tiim olusumlarinin 1 semasi ile degistirilmesi veya bir dizi
sematik harf {izerine ayn1 anda yerine koyma isleminin uygulanmasi
sonucu, O semasindan elde edilir seklinde tanimlanir.

Ornegin: Her ® semasi P semasindan yerine koyma yoluyla elde
edilir ¢linkii P'nin tim olusumlarint (bu durumda sadece bir tane) ®
yerine koyabiliriz. Bilhassa ~P, P’den yerine koyma yoluyla elde edilir.
Tabii ki, yerine koyma ¢ikarimin saglam bir kural1 degildir, ancak mantik
yasalarindan mantik yasalari {iretmenin bir yoludur: 6r; Al de Q yerine
(P o ~ P) koymak baska bir mantiksal yasa olan (P 5 ((P = ~ P) o P)) iiretir.

Tanim: Bir d semasinin ancak ve ancak n = (® o 0) ise ¢ikis yoluyla @
ve 1] semalarindan elde edilecegi soylenir.

Ornegin; (Q o P) cikis yoluyla P ve (P o (Q o P)) den elde edilir. Bu
islem, ¢ikarimin gegerli bir kurali olarak hemen taninir ama ¢ikarimin
gecerli bir kurali olmasinin eldeki problem ile alakas1 yoktur. Demek ki
tiim semalarin ve onlarin tiim 6rneklerinin kodlanmasi problemi, uygun
seklin mantiksal olarak dogru ciimleleridir.

Simdi LS de tiiretmeleri tanimlayabiliriz. Tiretmeler, sistem
tarafindan kodlanan belli semalarin ispatlar1 olarak sunulabilen semalarin
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listeleridir. Tiiretmeler, sadece kullanilan ilkelerin saglam olmamas: ve
olagan akil yiiriitmelere uygun olmamas: haricindeki mantiksal akil
ylriitmeyi igeren kanitlara uygundur.

Tanim: LS deki bir tiiretme, bir aksiyom ile baglayan semalarin smnirl
bir sirasidir ve 6yle ki listedeki takip eden her sema ya bir aksiyomdur ya
yerine koyma yoluyla bir 6nceki semadan elde edilmistir ya da gikis
yoluyla 6nceki iki semadan elde edilmistir.

Asagidaki 0rnek bir tiiretme 6rnegidir. Bu tiiretme (P > P)nin LS nin
bir teoremi oldugunu belirler. Her siranin yaninda, yazilan siraya gore
kural1 belirtiyoruz.

(1)(P > (Q>P)) Al
RQPo((PoP)oP)) (1) Q nun yerine (P o P) koyma
(3)(P>(Q>R) > ((P>Q) > (PoR)) A2
4) (P> ((PoP)SP) (P> (PoP)>(PoP))

(3) Q yerine (P o P) ve R yerine P koyma
(5) (P> (P P) > (P P) (2) ve (4) den gikis
6)(Po(P>P) (1) Qyerine P koyma
(7)(PoP) (5) ve (6) dan ¢ikis

Simdji, aslinda sistem tarafindan kodlanan semalar olarak teoremleri
tanimlamaktayiz.

Tanim: Bir LS teoremi LS deki bazi tiiretmelerin son semasidir.

Bu yiizden LS nin aksiyomlar:1 teoremlerdir ¢iinkii her biri LS deki
tek-sirali tliretmenin son sirasimi olusturur. Ayrica teoremler olarak
(2),(4),(5),(6) ve (7) numarali siralarin semalarina sahibiz.

Herhangi bir lojistik sisteme yerlestirilecek iki apacik yeterlik kosulu
vardur. 11k, saglam olmalidir. Yani, kodlanan biitiin climleler mantiksal
olarak dogru olmalidir. LS deki biitiin teoremler mantik yasalar
olmalidir. LS nin saglamligimi kanitlamak igin aksiyomlarin tiimiintin,
mantik yasalart oldugunu gostermek ve tiiretme ve ¢ikis kurallarim
sadece ve sadece mantik yasalarindan olusturmaya yarayacagini
gostermek yeterlidir. Tkincisi, lojistik sistemin tamamlanmis olmasi, yani
mantiksal olarak dogru olan tiim ctimleleri kodlamasi istenir. LS de her
mantik yasasinin bir teorem olmasi istenir. Post [16] tarafindan gelistirilen
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metotlar1 kullanarak LS in saglam ve tamamlanmis oldugu gosterilebilir.
( LS in tamamlanmishg: icin daha kolay olan bir yaklasim L sisteminin
([14],5.31) tiim teoremlerinin LS siteminin teoremleri oldugunu gosterir ve
o zaman Kalmar'in fikrini kullanir ([14],5.36).

Eger bir lojistik sistem saglam degilse o zaman teoremleri arasindaki
ciimleler dogru olmayan ctimlelerdir. Boylece saglam olmayan bir lojistik
sistem terkedilmis (ya da degistirilmis) olacaktir. Ancak tamamlanmamais
bir lojistik sistem yine de degerlidir. Aslinda bircok lojistik sistem 6zii
itibariyle tamamlanmamistir ama yine de -yalnizca tiimiinii kodlamakla
kalmayip — mantiksal olarak dogru ctimleleri kodlama amacina hizmet
ederler.

Bir lojistik sistem Ozii itibariyle nasil tamamlanmamis olabilir?
Tiiretilebilir olarak goriilmeyen mantik kurallarini yeni aksiyomlar olarak
eklemeye devam edebilecegimiz goriilecektir. Bu kesinlikle dogrudur.
Fakat smirli sayida yeni aksiyomlar: ekledikten sonra tamamlanmislig:
elde edebilecegimizin garantisi yoktur. Aslinda bir dilin mantiksal dogru
onermeleri o kadar karmasik olabilir ki sistemi tamamlayacak sonsuz
sayida aksiyomu belirtmenin bile etkin bir yontemi yoktur.

Sinirlayict bir durum olarak, tiim mantiksal yasalar1 baslangicta
aksiyomlar olarak almay1 engelleyen nedir? Bu Oneri, genel itibariyle,
kendisinin imkansiza indirgemesidir. Yalnizca “haydi mantiksal
dogrularin boylece kodlanmasina izin verelim” gibi bir biiytiyli dile
getirerek kendimizi dilin mantiksal olarak dogru onermelerini kodlamig
sayabilecek miydik?

Bir sistemi bir kodlama olarak saymak icin aksiyomlar, s6z konusu
verilen herhangi bir climlenin (ya da semanin) bir aksiyom olup
olmadigina karar vermemizi saglayacak bir sekilde verilmis olmalidir.
Dahasi1 o6rnek olarak verilen bdyle climlelerin (yahut semalarin) verilen
siirlt herhangi bir listesi mantik yasasi olarak adlandirilir. Kisacasi,
ctimlelerin (ya da semalarin) sinirlt herhangi bir listesinin bir tiiretme olup
olmadigina karar verebilmemiz gerekir.

Asagida gosterildigi gibi tiglincii bir kosulu formiile edebiliriz: bir
lojistik sistemin tiiretmeleri karar verilebilir olmalidir. Yani aksiyomlar ve
islemler karar verilebilir olmalidir. Bu kosul saglanmazsa, bir sistemi bir
kodlama olarak saymak icin higbir sebebimiz yoktur. Tiiretmeleri
belirlenebilir olan bir sistemi etkili bir sitem olarak adlandiracagiz.
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(Parantez iginde belirtmeliyiz ki aksiyomlar-arti-kurallar formuna
sahip olmayan mantiksal dogrularin kodlamalar1 olan lojistik sistemler
vardir. Bu ytlizden yukarida formiile edilen “etkili” kavrami {izerinde
degisiklik yapilmasi zorunludur- fakat bdyle bazi kosullar kodlama
oldugu iddia edilen herhangi bir sistem tarafindan yerine getirilmelidir.)

Post ([16], s. 173) tarafindan formiile edilmis olan lojistik sistemler
i¢in dordiincii bir yeterlik kosulu vardir. Tamamlanmis ve saglam bir
lojistik sistem diisiinelim, ona S diyelim. Eger yeni bir @ aksiyomu, yeni
bir S’ sistemi yapan S ye eklenseydi su iki seyden biri muhakkak olurdu.
Birincisi, eger ® mantiksal olarak dogru ise, o zaten S teoremi olmus
olurdu, bu ylizden S’ tamamlanmus ve saglam fakat gereksiz bir aksiyoma
sahip olurdu. Ikincisi, eger ® mantiksal olarak dogru degil ise 0 zaman S’
saglam olmayandir — onun teoremlerinden biri (yani ®) mantiksal olarak
dogru degildir. S'nin iiretim giicli yeterince verimli olsayd: o zaman bir
tane gegersiz teorem bilhassa (LS 6rnegindeki gibi) hem P hem de ~P
hususunda tiim climlelerin iiretilmesine izin vererek sistemi yikacakti.
Eger bu olsa, diyebilirdik ki; S sistemi o kadar tamamlanmis ki yeni
aksiyomlar (uygun bir sekilde) eklenemez. Bu Post tamamlanmishk
fikridir. Post ayrica, LSnin Post tamamlanmis oldugunun
gosterilebilecegi yontemler gelistirmistir. LS'nin neden Post tamamlanmais
oldugu fikrini anlamak igin yeni aksiyom olarak P’yi eklemeyi diisiinelim
— (~P’yi de igeren) her sema hemen bir teorem olur. Aym sey (Q o P)
ekleyerek de sonug verir: herhangi bir aksiyomu yerine koyarak, diyelim
ki A1, (Q>P) deki Qigin (Al o P) yi elde ederiz ve boylece Al den ve (Al
5 P) den cikis yoluyla P yi elde ederiz. P’den tiim semalar yerine koyma
yoluyla elde edilebilir. LS igin, her ne zaman uygun herhangi bir aksiyom
eklense, yani hali hazirda teorem olmayan bir semay1 aksiyom olarak
eklesek bu sekilde olur. LS i¢in Post tamamlanmis olmanun ifade ettigi sey
budur.

Lojistik sistemler igin yeterlik kosullar1 asagidaki gibi 6zetlenebilir:
Her lojistik sistem etkin ve saglam olmalidir, yani bir kodlama olmali ve
sadece mantiksal olarak dogru ciimleleri kodlamalidir. “Ideal” bir lojistik
sistem ayrica tamamlanmistir (tiim mantiksal olarak dogru citimleleri
kodlar) ve Post tamamlanmistir (6yle tamamlanmistir ki uygun bir sekilde
yeni herhangi bir aksiyom eklenemez). Dikkat edelim ki Post
tamamlanmishk istemek mantiksiz olmamasma ragmen onun yoklugu
lojistik sistemde bir yetersizlik degildir fakat tamamlanmishik lojistik
sistemin agikga istenen bir 6zelligidir.
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2. Gegerli Argiimanlar: Gerektirmeci Sistemler

“Gelisiminin ¢ogunu Aristoteles’in kiyasindan  giiniimiiziin
matematiksel mantigina dogru geciren mantigin esas problemi sudur:
Verilen herhangi Q, P1, P»,..., 0nermeleri, tam olarak Q onermesinin P,
P, ... onermelerinin mantiksal bir gerektirmesi oldugu kosullar altinda
yer alir.”

PAUL GILMORE

Mantiksal teorinin ikinci ve daha kapsamli bir amaci da biitiin gegerli
arglimanlarin kodlanmasidir. Bu amag gegerli argiimanlarin sadece
hukuktaki, felsefedeki, bilimdeki vs. degerini fark etmesi gereken
lojistikgiler igin degil ayn1 zamanda diger tiim mantikgilar igin de akla
yatkindir. Bir argiiman, biri sonu¢ geri kalani 6nciil 6nermelerinden
olusan bir sistemdir. Herhangi bir argiimani, S'nin bir 6nermeler kiimesi
oldugu ve p'nin bir onerme oldugu S .. p seklinde temsil edebiliriz.
Onciillerin dogrulugu, sonug 6nermesinin dogrulugunu saglarsa veya
diger bir deyisle, onctillerin tiimii dogru iken sonug dnermesinin yanlis
olmasi imkansizsa S .. p argiiman gegerlidir. Yorumlar agisindan bir S ..
p argiimanini, ancak ve ancak S’deki tiim 6nermeleri dogrulayan her bir
yorum p’yi de dogrularsa gegerli olarak tanimlayabiliriz. (Tarski ornegi
asagidadir [19], syf. 309-420). Ancak ve ancak S'deki tiim Onermeleri
dogrulayan ve ayrica p’yi yanlislayan bir yorum yoksa S . p’nin
gegerliligi siirer.

Yaygin olarak gegerli bir argiimanin sonucunun 6nciillerin mantiksal
sonucu oldugu sdylenir. Bu sebeple gerektirmeci sistem terimi, sadece
mantiksal olarak dogru ciimlelerin degil, ayn1 zamanda gegerli
argiimanlarin da kodlamasini amaglayan mantiksal sistemi kasteder. Bazi
mantikgilar ([13], s. 2; [12], s. v), mantiksal gerektirmelerin arastirmasini
mantigin esas ilgi alan1 olarak sayarlar. Bu referanslarda verilen sistemler,
gerektirmeci sistemlerin 6rnekleridir.

Bir gerektirmeci sistem, dilin mantiksal olarak dogru ctimlelerini, bir
lojistik sistemle ayni tarzda kodlar. Gegerli argiimanlar, verilen bir énerme
kiimesinin mantiksal gerektirmeleri, verilen kiimeden iiretilir ¢ikarmminin
kurallar: ile kodlanir. Tabii ki ¢ikarimin kurallar1 daima, sadece verilen
onerme kiimesinin mantiksal gerektirmelerinden {iretilmelidir. Bu
ylizden yerine koyma kullanilamaz. Ayirma, mantiksal sonucu olusturan
li¢ cimlenin ikisinden tiretir.
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Bir ornek olarak, (1) LS tarafindan kodlananla ayni olan L'nin
mantiksal olarak dogru ciimlelerini ve (2) gecerliligi yalnizca > ve ~
anlamlarini igeren L'nin gegerli argiimanlarini kodlayacak olan bir CS
gerektirmeci sistemini verecegiz. Sonraki (2 olarak verilen)*, gecerli
argliman formlarinin kodlanmasiyla yapilacaktir. Bir argiiman formu, biri
sonug ve digerleri onciiller olmak tizere bir sema sistemidir. X bir semalar
kiimesi oldugu ve ® bir sema oldugu X .. ® olarak bir argiiman formu
tasvir edebiliriz. Bir argliman formu, Orneklerinin hepsi gegerli
argiimanlar ise gegerlidir.

Asagidaki 5 tanim CS gerektirmeci sistemini tanimlamaktadir.
Tanim: CS'nin aksiyomlari, asagidaki formlarin biitiin semalaridir.
(B1) (P> (> ®))

(B2) (P> (0>1))>(P>0)>(P>m)

(B3) (+® 5 ~0) > ((~® 50) > D))

Bu yiizden, LS'nin sadece ii¢ aksiyomu vardi fakat CS, sonsuz sayida
aksiyoma sahiptir. Bu tanim, yerine koymanin saglam boliimiinii
birlestirmeyi ve saglam olmayan kismindan kaginmay saglar. Bizim tek
tiretme islemimiz yukarida tanimlandig tizere ayirmadir.

Tanim: (yukarida gegen, ayirma tanimi)

Gerektirmeci sistemdeki bir tiiretme, Onciillerden bir sonug
tiretmenin bir kaydidir.

Tiiretmeler, bir tiiretmeyi kurarken kullanilan esaslarin zorunlu
olarak standart ya da siki olmamasi durumu haricinde onctillerden ¢ikan
standart ve siki kanitlarla ortiisiir.

Tanim: ¥ den @ tiiretmesi, ya X deki bir onermeyle ya da bir
aksiyomla baslayan (1); ve sonraki her bir semanin, ya X deki bir 6nciil, ya
bir aksiyom, ya da ayirma yoluyla dizideki onceki iki semadan elde
edilmis oldugu (2); ve @ ile biten (3) semalarmin sinirl bir sirasidir.

Mantiksal yasalar, onciillerin bos kiimesinden tiiretmeler yoluyla
kodlanir. Bu tam olarak, sadece bos kiimeden tiiretmelerin oldugu lojistik
sistem haricinde mantiksal yasalarin bu sistemde kodlanmas1 metodudur.

Tanim: Bir CS teoremi, bos kiime olan A den tiliretmenin son
semasidir.
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Gegerli argitimanlar tiiretilebilen argiiman formlarinca kodlanur.

Tanim: Ancak ve ancak X den @ tiiretmesi var ise, CS de bir argiiman
formu olan X .. @ tiiretilebilirdir.

Farkina varalim ki CS, sonsuz sayida onciilleri olan argiimanlari
kodlar. Herhangi bir gerektirmeci sistem, bir kapsamlilik iddias1 igin
bunu yapmalidir ¢linkii sonsuz sayida aksiyomu ve bir gerektirmeci
sistemi olan ¢ok sayida bilim vardir ve bunlar bilimdeki gegerli
argiimanlar1 kodlayabilmelidirler. Daha genel olarak, sonsuz sayida
onermenin aslinda mantiksal gerektirmeleri oldugu icin bir gerektirmeci
sistem, sonsuz sayida onciilleri olan argiimanlar: kodlayabilmelidir.

Genel tanumlarimizin bir sonucu olarak, hi¢ Onciilii olmayan
argiiman formlar1 vardir. A . ® formunda, tiiretilebilir argiiman formlar:
vardir. Bu, sistemin bir yapaylig: gibi goriinebilir. Fakat tanim vasitasiyla,
ancak ve ancak A .. O tiiretilebilir ise ® nin bir teorem oldugu fikrine
sahibiz. Bu, Leibniz’in, mantiksal olarak dogru bir onermenin, baska
higbir ilke kullanmadan, yalnizca mantiga dayanarak tiiretilebilir olan
onerme oldugu gozlemi ile uyum saglar.

Asagidakiler birkag tiiretme 6rnegidir. Tiiretilen argiiman formu ile
birlikte tiiretmeyi kullanacagiz ve saginda da kullanilan kurali verecegiz.

A (PDP)
(P> ((Po>P)>P)) (B1) formundaki sema
Q) (Po>((PoP)oP) (P (P2P) (P oP))

(B2) formundaki sema

B3)(P>(PoP) > (PoP) (1) 2) ek

4)Po>P>oP) (B1) formundaki sema

(5)(P>P) (3) @) ek
[P].P

P (P) de onciil
[P, (°P5Q), (Q>R)] =R

(LH)P [P, P2 Q), (Q>R)]de dnciil

2 P>Q [P, (P>Q), (Q>R)] de onciil

3)(Q>R) [P, (P> Q), (Q>R)] de onciil
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4Q (1), (2) cikas
©G)R (3), (4) gikas

Dilin sadece mantiksal dogru Onermelerinin tiimiinii kodlama
amacina (1) ve dilin sadece gegerli argiimanlarinin tiimiinii kodlamaya (2)
yeterli bir sekilde olanak tanimak icin bir gerektirmeci sistem dort kosulu
karsilamalidir. Birinci ve ikincisinde, ad1 gecen duyularda tamamlanmis
ve saglam olmalidir. Uciinciisii, giiclii bir sekilde tamamlanmig olmahdir,
yani biitiin gecerli argiimanlar1 kodlamalidir. Sonuncusu, giiglii bir
sekilde saglam olmalidir, yani sadece gegerli argiimanlar1 kodlamalidir.

CS nin bilindigi kadariyla, LS icin tamamlanmishk ve saglamlik
tartismasi ufak degisikliklerle devam etmektedir. Giiglii gegerlilik kurmak
i¢in, tiim aksiyomlarin mantiksal yasalar oldugunu ve ayirmanin daima
mantiksal bir gerektirme olan ii¢ semanin ikisinden {iretildigini
gostermek gereklidir. CS icin giiglii tamamlanmishgin en basit kaniti
muhtemelen Henkin’in fikirlerinden [6] biridir.

Sanki uygun yeni bir aksiyomun eklenmesi sistemi kullanilmaz hale
getirecekmis gibi, Post tamamlanmuislik, bir gerektirmeci sistem i¢in agik¢a
uygun bir yeterlik kosulu degildir. O zaman sistem, giiclii bir sekilde
saglam olma konusunda basarisiz olurdu. S de, ~P nin, P den tiiretilebilir
olmasini bekleyemeyiz.

Bir gerektirmeci sistemin etkili olmasi gerektigini (makul bir
diisiincede) sdylemeden olmaz. Diger yandan, ona herhangi bir seyi
kodladig1 nazariyla bakamayiz.

Hem lojistik sistemler hem de gerektirmeci sistemler, gordiigiimiiz
lizere, bir tiir tliretmeye sahiptir. Bu iki sistemin arasindaki temel fark
kendi sahsi tiiretmelerinin dogasinda yatar. Gerektirmeci sistemdeki
ttiretmeler, onciillerin se¢meli kiimelerinden olan tiiretmeler iken, lojistik
sistemin tiiretmeleri sistemin aksiyomlarma dayanmak zorundadir.
Gerektirmeci sisteminin, mantiksal dogrular1 oldugu kadar gecerli
arglimanlar1 da kodlayabilmesini saglayan bu farktir. Diger yandan
lojistik sistem yalmizca mantiksal dogrular1 kodlama gorevinde
uygundur.

Gegerli argiimanlarin kodlamas: olarak lojistik sistemleri kullanma
girisimleri olmustur (bakimiz [11], syf. 341 ya da [7], syf. 23). Eger bu,
varsayimlardan tiiretmeleri sunarak yapilmak zorunda olsaydi, o zaman
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tabii ki sistemin bir gerektirmeci sisteme doniistiiriildiiglinti sdylemek
akla uygun olurdu. Varsayimlardan tiiretmeleri sunmadan, lojistik
sistemlerin nasil gegerli argiimanlarin kodlamasi olarak goriilebilecegini
diistinmek adina kisa bir parantez agmama izin verin.

Ornegin LS de, bir [®] = & dnciilii ile argiiman formlarim kodlamak
igin (® > d) formunun teoremlerini kullanabilirdik. Fakat bu yetersiz olur
ciinkii o sadece tek oOnciillii argiimanlar1 kodlar. Bu sorun, gegerli
argiimanlardan mantiksal olarak dogru onermelere kadar ilgili olan eg
sarth (corresponding conditional) ilkesini kullanarak kismen onlenebilir.
Bu ilkeyi diizgiince belirtmek igin, dogruluk fonksiyonu anlaminin iginde
& de icermesi haricinde L gibi bir dili varsaymamiz gerekir. Ayrica o, ~
ya da & bagli olan L’ nin tiim mantiksal dogrularini o kodlamasi igin LS
nin déniistiiriildiigiinii varsayalim. Ornegin; (P & Q) o P), LS olarak
adlandiracagimiz bu yeni lojistik sistemin bir teoremi olacaktz.

Es sartl ilkesi, bos olmayan ve onciillerin sinirli bir kiimesine sahip
olan bir argiimanin gegerliligi ile Onbileseni, oOnciillerinin tiimel-
evetlemesi ve artbilegeni ise sonucu olan kosullu 6nermenin mantiksal
dogrulugu ile iligski kurar. Daha agik olarak:

Ancak ve ancak (P1& P2& ... & ®n) D ) mantiksal olarak dogru ise
[®1, P2, ..., Bn] o O gegerlidir.

Bu yiizden, argiimanlar ile es sarth tarafindan kodlanan 6nermelerin
bos olmayan simurli kiimelerini alabiliriz. Dahasi, onciilleri olmayan
arglimanlar sonuglari tarafindan kodlanabilir. Ciinkii:

Ancak ve ancak d mantiksal olarak dogruysa A . 0 gegerlidir.

Bu sebeple, biitiin sonlu argiimanlar bir lojistik sistemin igerisinde
kodlanir. Sonsuz bir argiimani kodlamak icin, dnbileseni Onciillerinin
bazisinin tiimel —evetlemesi olan ve artbileseni sonucu olan kosulluyu
kullanabiliriz. Ornegin; H tiim sematik harflerin kiimesi olsaydi, o zaman
H .. P gegerli argtiman formu (P o P) tarafindan kodlanacakti. Ciinkii [P],
H'nin alt kiimesidir.

Bu diizenleme, su kosullarda yeterli olmayacakti: (1) sonucu igeren
onciillerin smirsiz bir kiimesinin oldugu kosulda (2) onciillerin, aym
sonucu igeren higbir smirli alt kiimesinin olmadigi kosulda. Ama
tiiretmeler yalmizca smirli uzunlukta oldugu igin gerektirmeci sistem
boyle bir argiimani kodlayamayacakti.
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Dolayisiyla bir lojistik sistem, mantiksal dogrular1 oldugu kadar
gecerli argiimanlar1 da kodlamak igin kullanilabilir. Fakat bu, bir turtay1
kalemle kesmek gibidir — alet gorev icin uygun degildir ama kisi
karmakarigik bir is olmasimi 6nemsemiyorsa kullanilabilirdi. Genel
olarak, es sartlinin tiiretmelerini anlamak, Onciillerden ¢ikan sonucun
tiiretmesini anlamaktan daha uzun siirecek ve daha zor olacaktir. Dahasz,
bir gerektirmeci sistemde giizel bir sekilde gerceklestirilebilen ama bir
lojistik sistemde neredeyse anlamasi imkansiz olan gegerli argiimanlar
arasinda birgok ilging iliski vardir. Bu konuda bir kisi, bir gerektirmeci
sistemdeki ¢ikarim teoreminin gelisimini, onun benzer lojistik sistemdeki
gelisimi ile kiyaslayabilir.

Muhtemelen, goreve uymayan bir sistemdeki gecerli argiimanlari ele
almaya calismanin en sikintili zorlugu kavramsal bir argiiman olmasidur.
(P1 & Do, ..., & On) D ) olarak kodlanan bir [P1, Ds,..., On] arglimanini
alirsak o zaman “>” ile “igerir” kavramlarin birbirine karistirma egilimi
vardir. Matematikgilerin, “>” i ifade etmek icin kisa bir kelimeye ihtiyac
duyarak “igerir” kelimesini kullandiklar1 sosyal bir gercektir. Bu gercek,
kafa karisikligimi ¢6zmeye hicbir sey katmaz ama aslinda onu saglama
konusunda yetki verdigi goriiliir. Kisi lojistik sistem {izerinde ¢alistyorsa
karisiklig1 ¢ozen apacik gercek gormezden gelinmeye meyillidir (6rnegin;
“igerir” olmamas gerekirken o, L dedir).

Ozetle gerektirmeci sistemler mantiksal dogrulugu oldugu kadar
mantiksal gerektirmeyi de islerken lojistik sistemlerin dogal olarak sadece
mantiksal dogrulukla ilgilendigi diistiniiliir. Gerektirmeci sistemler,
problemlerin daha kapsamli bir boliimiinii isledigi icin, bir gerektirmeci
sistem icin yeterlik kosullar1 lojistik sistemdekilerden daha kapsamhidir.
Saglam olmanin yaninda, bir gerektirmeci sistem giiclii bir sekilde saglam
da olmak zorundadir. Bir gerektirmeci sistem i¢in sadece tamamlanmighk
degil, giiglii tamamlanmuislik da istenilir. Ustelik bir lojistik sistemden Post
tamamlanmis olmasini beklemek mantikli olmamasina ragmen yeterli bir
gerektirmeci sistem bu Ozellige sahip olabilir ¢linkii o giiglii bir sekilde
saglamlik ile celisir. Son olarak gecerli argiimanlarin, onctillerden
tiiretmeleri olmayan bir sistemde kodlanabilmesine ragmen, kodlamanin
detaylar:1 gereksiz bir sekilde karmasik, verimsiz ve aydinlatici olmanin
da zittidar.
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3. Ispatlar: Dediiktif Sistemler

Ispatlar..., bir ispatin yapist mantiksal olarak analiz edilmeden
once var olmak zorundaydy; ve bu analiz matematiksel eserlerin genis
alamina  dayanmis  olmalydi. Baska bir deyisle mantik, -biz
matematikcilerin  bildigi kadaryla-  kullandi§imiz  dilin, gramer
olusturulmadan énce var olmak zorunda olan dilin, gramer yapisindan
ne eksik ne de fazladir.

BOURBAKI

Mantiksal olarak dogru cilimlelerin ve gecerli argiimanlarin
kodlanmasina ek olarak bir mantik¢, dilin ispatlarii kodlamak ile
ilgilenebilir. Bagka bir deyisle bir kisi, onciillerden ¢ikan bir sonucu
gostermeyi iceren akil yiiriitmenin adimlarini incelemek isteyebilir. Bir
kisi, bir dilin ispatlariin ne olduguna dair fikir almak icin dediiktif akil
ylriitmenin (geometri gibi) var olan birkag¢ kiilliyatinda olanlarin
bazilarini inceleyebilir.

Birtakim ispatlar1 inceleyerek bir kisi; ispatin, gikarimin kurallar:
olarak adlandirilabilen belli kurallara gore olusturulmus sinirl sayidaki
sOylemler oldugu sonucunu c¢ikarmaya neredeyse mecbur olur. Bu
sebeple bizler, ¢gikarimin kurallarini ve nasil uygulandigini belirterek dilin
ispatlarini kodlayabiliriz.

Bizler mantikta, meydana gelen biitiin kanitlar1 kodlamay:
amaglamay1z fakat iki yonde idealize ederiz. Ik etapta hatalari kodlamay1
istemeyiz, bu yiizden ¢ikarimin kurallarinin saglam olmasini, yani
onciillerden aslinda takip ettigi sonuclara varmalarim istemeyiz. Ikinci
olarak, mantiksal sezginin biiyiik sigramalarini kodlamak istemeyiz,
kurallarimizin mutlaka basit olmasini isteriz, yani olasi en fazla mantiksal
detaya sahip ispatlar1 kodlamak isteriz. Kisacas1 mantiksal olarak siki
ispatlar1 kodlamak isteriz.

Ornek olarak; L'nin ispatlarimin kodlanmasi problemini ve yalnizca
D ve ~ anlamlarini gevirenleri diisiinecegiz. Onlar1: 6rneklerinin tiimii,
sadece o ve ~ anlamlarini iceren kanitlar olan, sdylem semalar1 olan ispat
formlarini kodlayarak kodlayacagiz. CS nin tiiretmeleri, ispat formlar1 i¢in
makul bir adaydir. Fakat saglam olsalar da bunlar1 siki1 ispat formlar:
olarak almak i¢in apacik bir engel vardir.

Aksiyomlarin yazimi (6zellikle uzun ve anlasilmasi zor olanlar)
aslinda ne normal akil yiirtitmede bulunan bir ilkedir ne de sikidir.
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Aksiyomlarin CS deki gibi yazimlar1 siki degildir c¢ilinkii mantik
cercevesinde daha mantiksal bir ayrinti Onerilebilir ve kolaylikla
saglanabilir. Bu ytizden, boyle bir aksiyomu aktaran bir ispat mantiksal
bosluk (logical gap) icerecektir. Onciillerden tiiretmeler, saglam
olmalarina ve bir kiyasin saglam olmasi igin gereken bir sey olmalarina ve
onun i¢in mantiksal olarak basit olmanin olduk¢a baska bir sey oldugu
gercegine ragmen reddedilirler. Bir kisi, dogrudan aksiyomlardan saglam
bir sekilde ¢ok karmasik bir geometri teoremi ¢ikarabilir ama bir kisi de
bunu aksiyomlardan ¢ikan teoremlerin ispat1 olarak gormeyebilir.

(a) Akl Yiiriitmenin Ilkeleri

Asagida, ilke tiirlerinin aslinda normal akil yiiriitmede bulundugu
diisiincesini inceleyecegiz. Amacimiz, kesinlikle siki olmayan dogal akil
yliriitmeyi ya da normal akil yiiriitmeyi tanimlamak degildir. Ancak
asagida gorecegimiz tizere, normal akil yiiriitmede sik sik kullanilan siki
ilkeler vardir. Bu ilkelerin bazilarini, sadece mantiksal dogrular1 ve gegerli
arglimanlar1 degil hem de iyi bir gerekge ile siki olarak adlandirilabilecek
ispatlar1 kodlayan bir dediiktif sistem kurmak i¢in kullanacagiz.

Geometrinin (veya dediiktif akil yiiriitmenin baska herhangi bir
kisminin) kanitlarini incelemede, ¢ikarimin bir¢ok tiiriinti buluruz;
bazilar1 saglam ve bazilar1 -daha olas: olarak- saglam olmayan, bazilar
bosluksuz (gapless) ve bazilar1 da ek olarak birka¢ mantiksal ayrinti
doldurulmus olanlarna katlanabilenlerdir. Ispatin, bosluksuz yahut siki
ilkelerinin iig tiiriinii bulabiliriz. Ilkenin fark edilen ilk tiirii muhtemelen
dolaysiz ¢ikarim kurallar1 olacaktir. Bir dolaysiz ¢ikarim kurali, 6nceki bir
ya da iki siraya dayanilarak yeni bir siranin yazimina izin veren kuraldir.
Ayirma bu tiirdendir. Digeri, 6rnegin (P & Q) dan P ayirma ilkesidir.
Asagida onemi bahsedilecek olan dolaysiz ¢ikarim kurali tekrar olarak
adlandirilir. Bu kural, kisinin onceki siray1 tekrar etmesine izin verir.
(Burada dolaysiz kelimesini apac¢ik anlaminda kullanmadigimiza
dikkatinizi gekerim. Burada bahsedilen dolaysiz olmayan ¢ikarimlarin
bir¢ogu ayni zamanda apagiktir.)

Boyle bir arastirmada dikkat edilen sonraki ilke, ispattaki bir sira
olarak, bir sonug¢ cizmeyi istedigimiz varsayimlardan birine giris
yapmaya olanak veren bu kuraldir — eger ki bunun (iistiindeki adimlara
dayanan bir sonug degil) bir varsayim oldugunu agikga belirtirsek. Bu
kurala ¢ikarim deriz ve onu kendi basina bir sinifa koyariz.
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Aksiyomlarin girisine olanak veren kural haricinde, gerektirmeci bir
sistemin genellikle yalmizca dolaysiz ¢ikarim kurallarina ve varsayim
kuralina sahip olduguna dikkat ediniz. Mantiksal aksiyomlarin girisi
genellikle ispatta bosluklar yaratti1 igin bu tiirden ilkeleri siki olarak
degerlendirmiyoruz. Dikkat edilen {igiincti kural, sadece (normal akil
ylriitmede asla goriilmeyen) CSnin karmagik aksiyomlarmin siki
ispatlarii veren degil; ayni zamanda normal akil yiiriitmede bulunan (P
v ~P) ve ~(P & ~P) gibi basit aksiyomlarin siki ispatlarini veren bir anahtar
saglar. Ispatin sik1 ilkesinin iigiincii tipi normal akil yiiriitmede yaygin
olarak bulunur ama genellikle gerektirmeci sistemlerde bulunmaz.
Gerektirmeci sistemlerdeki tiiretmeleri dogal olmayan ve siki olmayan
hale getiren iigiincti tip kuralin yoklugu saglanabilir.

Ispatin iigiincii tip ilkesini yapisal kural olarak adlandiririz. Yapisal
kuralin ayirt edici 6zelligi, bir ispattaki ¢cikarimin 6nceki siralardan degil,
akil yiiriitme modeline dayanilarak yapilmasina olanak vermesidir.
Ornegin; asagidaki (bos kiimeden) (P & Q) o (Q & P)) ispatini diisiiniin:

Farz edelim ki

(1) (P & Q). (1)den
(2) Q. Yine (1)den
(3)P. (2) ve (3)ten
(4) Q& P).

Boylece 5) (P& Q) > (Q & P)).

(2), (3) ve (4) siralarinin tiimiiniin, sira (1) e dayandigina ve tiimiiniin
onceki satirlardan olan dolaysiz ¢ikarimlar olduguna dikkat ediniz.
Ancak sira (5) sira (1)e, ne baska bir siraya ne de yukaridaki diger siralara
dayanmaz. Sira (5), akil yiiriitmenin modeline dayanarak ¢ikarilmistir. (P
& Q) dan (Q & P) ye olan akil yiiriitmeye dayanarak ve dnceki herhangi
bir siraya dayanmadan ((P & Q) o (Q & P)) ¢ikarimini yaptik.

Genel olarak sartlilik ilkesi, @ den o ¢ikarimina dayanarak ve ®’a
dayanmayip belki de yalnizca akil vyiriitmedeki onceki diger
varsayimlara dayanarak yapilan (® 5 0) ¢tkarimina olanak saglar. Dolayli
ispat1 iceren iki yapisal kural vardir. Ilki degillemeye giris olarak
adlandirilir: @ den & ve ® den ~d akil yiiriitmesine dayanarak ~®
sonucunu cikaririz. Ikinci degillemeden ¢ikis: ~ ®’den d'ye ve ~®’den
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~d'ye akil yiiriitmeye dayanarak ® sonucunu gikaririz. Bunlar indirgeme
“reductio” tipi ispatlarinda ardindaki ilkelerdir.

Su kurallar1 kullanarak LS'nin ti¢ aksiyomunun bosluksuz ispatlarini
(gapless proofs) verecegiz: varsayim (A), tekrar (R), ayirma veya o
ayirmadan ¢ikis (oE), kosullu veya o kosulluya giris (=I), degillemeden
cikis (~E) ve degillemeye giris (~I). Varsayimlar1 gostermek icin (+) art1
isareti kullanacagiz ve akil yiiriitme modelini kutuya koyacagiz. Basitlik
i¢in, her akil yiiriitme modelinin sadece bir tane varsayim icermesi ve
varsayimin modeldeki ilk sema olmasi gerekir.

(A1) (D) +P A
(2) +0 A
3) P R
(4) (@ =P) =1

(3 F=>(2="r) =3

Bu ispatin fikri soyledir: (P o (Q o P)) yi kanitlamak istedigimiz igin,
P yi ve sonrasinda (Q o P) akil yiiriitmesini varsaymay1 deneyebiliriz.
Boylece P (satir 1) yi varsayariz. Varsayimlarimizdan simdi de (Q o P) yi
ispatlamak istedigimiz i¢cin Q ve P ye akil yiiriitmesini varsaymay1
deneyebiliriz. Boylece Q (satir 2) varsayariz. P yi, P (satir 3)
varsayimimizin tekrari takip eder. Boylece su an elimizde Q dan P ye akil
ylriitme modeli vardir — bu yiizden onu kutuya alir ve (Q > P) (satir 4)
sonucunu ¢ikaririz. Simdi de elimizde P den (Q o P) ye akil yiiriitme
modeli olur — boylece onu kutuya alir ve sonucu (satir 5) yazariz.

Dikkat ediniz ki, bir kutu bir varsayimi barindirabilir dedigimizde,
sadece bir tane kutuya koyulmamis varsaymmi kastettik —bazi akil
ylriitmeler, bir kez igindeki bireysel semalardan ¢ikarildiginda artik
ispatin bireysel adimlar1 olarak fonksiyonlar1 yoktur - ¢ikarimlar, artik
tekil semalardan yapilmaz ¢linkii onlar artik bir akil ytiriitme modelinin
pargasidir.
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(AZ) +(P=(2=R) A
+(P = Q) A

+P A

o SE

O0>R =F

R =5

(P=R) =7

(P> Q)> (P> R) =1

(P=>(@=>R)=>((P=>Q=>F=>R) =1

(A3) +(~P > ~0) 4
+(~P > Q) 4

+ ~P A

0 >EE

+ ~ P A

~0 SE

P ~EE

((~P=> Q)= P) =T
(~P=~Q)=2(~P=> Q)= P) =1

Bu ispatlar maksimum miktarda mantiksal detay igerir. Onlar
kesinlikle sikidir. Ispatta yeni bir sira her yazildiginda, talep edilen ve
(arda kalan olmadan) saglanan hicbir ek mantiksal detay yoktu. Bu kadar
bariz bir sekilde Ol¢iisliz iddialarin yapilabiliyor olma sebebi kabaca:
kanitlarin, yeni bir sira eklenmesi ile her uzayisi ya bir varsayim ya tam
olarak bir mantiksal sembole girisi veya ¢ikis1 igerir.
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(b)Dediiktif Sistemler

Dediiktif sistem terimini, mantiksal dogrulari, gegerli argiimanlar: ve
(saglam, siki) ispatlar1 kodlayan bir mantiksal sist emi belirtmek igin
kullaniriz. Dediiktif terimi, boyle bir sistemin en kapsamli amacinin
dediiksiyonun kodlanmasi oldugunu vurgulamak amaciyla secilmistir.
(yazarin notu: son zamanlardaki dediiktif sistem terimi kismen
yukaridaki gibi kullanilmistir. Fakat ge¢miste, gerektirmeci bir sisteme
iliskin kendi gerektirmelerini igeren bir ctimleler sinifin1 gésteren modern
teknik bir terim olan “teori’ ile es anlamli olarak kullaniliyordu.).

Asagida bir dediiktif sistem Ornegi olarak LS sistemini verecegiz ki
bu sistem; (1) L'nin, LS tarafindan kodlanmis olanlarla ayn1 mantiksal
dogrularini kodlar; (2) L'nin CS tarafindan kodlananlarla ayni gecerli
arglimanlarini kodlar; (3) dogrulugu o ve ~ sembollerini olusturan L'nin
( saglam ve siki) ispatlarini kodlar. Sonra, biitiin drnekleri, yukaridaki
tiirtin ispatlar1 olan sdylem formlar1 anlamina gelen ispat formlarinin
(PFs) kodlanmasi ile tamamlanmis olacak. Yukarida; (A1), (A2) ve(A3)
ispatlar1 olarak bahsedilen formlarin kendileri L deki ispatlar degillerdir.
Cunki P, Q ve R sembolleri gemalardir. Fakat P, Q ve R L'nin ciimlelerine
yerlestirildigi zaman sonugclar, formlarin 6rnekleri olurlar ve bu 6nekler
aslinda ispatlardir.

Ispatlari, gecerli argiimanlar1 ve mantiksal dogrular1 kodlayan bir
dediiktif sistemi tanimlamak i¢in, bir kisi (1) ispatlar1 tanumlayabilir, (2) S
onciiller kiimesinden p sonucuna varan ispatlar1 tanimlayabilir, (3)
onciillerinden sonucuna ulasan bir ispati olan bir argiiman gibi
tiiretilebilir bir argiimam tanimlayabilir ve son olarak (4) A .. p nin
tiiretilebilir bir argliman oldugu bir p ciimlesi olarak bir teoremi
tanimlayabilir.

Bir + isaretinden 6nceki bir semay1 belirtmek i¢in ‘eklenmis (plussed)
sema’ terimini, bir kutu igerisine ilistirilmis bir semay1 belirtmek icin
‘kutuya alinmis (boxed) sema’ terimini alarak, LS yi tanimlayarak
asagidaki dort tanimi sunuyoruz. PF nin endiiktif taniminda, ilkenin
adimin kisaltmasini kullanarak c¢ikarimin cesitli ilkeleri ile Ortlisen
ctimleleri vurgulayacagiz.

Tanim: Bir DS dediiktif sisteminin PF si sdyle tanimlanir:
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(i) (A)(a) bir eklenmis sema bir PF dir.

(b) her PF, herhangi bir eklenmis sema eklenerek baska bir PF
ye genisletilebilir.

(ii) (R) her PF, eger eklenecek sema eklenmis sema ise, zaten iginde
olan artiy1 ¢ikaran kutuda olmayan herhangi bir sema eklenerek bagka bir
PF ye genisletilebilir.

(iii) (o E) kutuda olmayan ® ve (® > d) (eklenmis sema olsun
olmasin) igeren herhangi bir PF, d eklenerek genisletilebilir.

(iv) (1) eklenmis sema kutu dis1 olan bir sema ile baslayan; (2) baska
(kutuya alinmamis sema) eklenmis sema icermeyen bir dizi ile biten bir
PF, eger kutuya alinmamis ve eklenmemis (unplussed) sema ile bitiyorsa
sonraki sira kutuya alinarak bagka bir PF ye genisletilebilir.

(v) (@1) (1) +® ile baslayan ve (2) d ile biten kutuya alinmig bir sema
ile biten herhangi bir PF, (® o d) eklenerek bagka bir PF ye genisletilebilir.

(vi) (~I) biri +® ile baslay1p 0 ile biten ve digeri +® ile baglayip ~0 ile
biten iki basarili kutuya alinmis dizilerde biten herhangi bir PF ~®
eklenerek genisletilebilir.

(vii) (~E)biri +~® ile baglay1p 0 ile biten ve digeri +~® ile baslayip ~0
ile biten iki bagarili kutuya alinmis dizilerde biten herhangi bir PF, ®
eklenerek genisletilebilir.

(viii) sadece yukaridaki kurallarin uygulamalarinin sinirli bir sayisi
ile olusturulabilir olanlar PF lerdir.

Aksiyomlara giris ile Ortiisen hicbir kural yoktur. Bu mantiksal sistem
aksiyom icermez. Ik ciimle ((i)a), her PF nin bir varsayim ile bagladigini
sOyler. (iv) ctimlesi akil yiiriitme modelinin kutuya alinmasinin kuralidir.
Kalan diger ctimleler, yeni bir semanin eklenmesi ile verilen bir ispatin
nasil uzatilacagini Dbelirler. Bu kurallar asagida diyagram olarak
verilmistir:

DS’deki Ispat Formlari Kurallarimin Diyagrami

(i) Varsayim: A (ii) Tekrar: R
, @ iy ® N
(@) +¢ ; LpF
®) 3PP +jc,5jP!f qgsjfff
o ¢ ¢
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(iv) Akil ytirtitme kalibini kutudan ¢ikarma

4
5

PF —~

+¢

(iii) Ayrrma: > E

(vii) Cikarim: ~E

4

L

» PF

Not: kutudan c¢ikarilmis ispatin bu kismi
kutuya alinmamis sadece bir varsayim
icerebilir (eklenmis sema)

(v)Kosullandirma: o I

PF

="

N
U
2.

(vi) Cikarim: ~I

-

+g
5

b PF

+eb
~5
~

o

Simdi, PF nin, ® nin bir sema ve X nin bir semalar kiimesi oldugu X
den ®, PF olmasinin ne anlama geldgini tanimlayacagiz.

Tanim: Bir PF, ancak ve ancak @, a nin sirast ise ve ® kutuya
alimmustir ve a daki her kutuya alinmis eklenmis sema X nin bir {iyesidir.

Bir 6rnek olarak [(P o (Q o R)), (P = Q)] den bir (P > Q) PF veririz.
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+(P>(Q > R)
+(2 P Q)
+F

o
(@=R)
R

(P=R)

PF yi yukaridaki gibi genisleterek, bos bir kiimeden ve (A2) den bir
PF elde ediyoruz, yani yalnizca mantiksal ilkelere dayanan (A2) nin bir
kanitiyla uyumlu olani elde ediyoruz. CS de bos bir kiimeden (A2)
tiiretmesi sadece bir tek sira tiiretmedir:

(P>(Q>2R)>(P>Q)>(P>R))

Bu, akil yiirtitmede bir boslugu 6zetlemek gibi goriiniir. Eger daha
¢ok mantiksal ayrint1 istersek, o zaman DS gibi bir sisteme gitmeliyiz.
Ciinkii CS de bagka bosluklar yaratmadan boslugu doldurmanin bir yolu
yoktur.

Tanim: Ancak ve ancak X den ® ya bir PF varsa ¥ .. ® DS de
tiiretilebilir bir argtiman formudur.

Tanim: Ancak ve ancak A .. @ DS de tiiretilebilir bir argiiman formu
ise ® DS nin bir teoremidir.

Bu o0zel dediiktif sistemin ilgilendigi kadariyla; saglamlik,
tamamlanmislik, giiclii saglamlik ve gli¢lii tamamlanmaislik; CS nin giiglii
saglamligindan ve giiclii tamamlanmishgindan kolaylikla gikarilabilir.
Tamamlanmishktan ve saglamliktan sirasiyla giiclii tamamlanmishk ve
glgclii saglamlik sonucu ¢iktig i¢in CS nin o6zgiiliiklerinden DS nin bu
sonraki ozgiiliiklerini kanitlamak yeterlidir. Her iki ispat da 6greticidir.

DS nin giiglii bir sekilde tamamlanmis oldugunu gostermek igin, her
gecerli argiiman formunun DS de tiiretilebilir oldugunu gostermeliyiz. CS
nin gli¢lii tamamlanmishigindan biliyoruz ki her gegerli argiiman CS de
tiiretilebilirdir. Bu yiizden CS de tiiretilebilir her gegerli argiiman
formunun LS de de gegerli oldugunu gostermek yeterlidir. X..® nin CS de
tiiretilebilir olmasina izin verelim. Sonra, CS de X den & tiiretmesi var
olsun. Bu tiiretme a olsun. Eger a y1, DS de X den @ nin PF si olsun diye
nasil degistirecegimizi gosterebilirsek, tamamlanmis oluruz. Artik a
¢oktan X den ® nin PF si olabilir. Bu durumda higbir seyin gosterilmesi
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gerekmez. Fakat a bir PF degil ise, o zaman igerisinde aksiyomlar
olmalidir ¢iinkii bosluklar tiiretmelerde, sadece ve sadece aksiyomlar;
cikis ve varsayim, tiiretme yapmanin diger tek yolu olarak tamitildig:
zaman olusurlar. a daki her bir aksiyom yerine (yukaridaki 6rnekteki gibi)
aksiyomlarin bir PF sini koyun. Boylece a, @’ olarak degistirilir ve a” artik
elenmis olan tiim bosluklar olarak bir PF'dir. Bu ytizden CS de tiiretilebilir
olan her argiiman formu, DS de de tiiretilebilirdir. Bu sebeple eger CS
gliclii bir sekilde tamamlanmais ise DS de dyledir.

DS nin giiglii bir sekilde saglam oldugunu gostermek igin her
tiiretilebilir argtiman formunun gegerli oldugunu gostermeliyiz. CS nin
gliclii saglamligindan, CS deki tiiretilebilir her argiiman formunun gecerli
oldugunu biliriz. Bu yiizden, DS deki tiiretilebilir her argiiman formunun
CS de de tiiretilebilir oldugunu gosterebilirsek bitirmis olacagiz.
Gostermemiz gereken sey, DS deki R, o I, ~E uygulamalarinca izin verilen
akil ytiriitmenin basit kaliplar1 CS deki tiiretmelerin biiyiik bir parcasi
tarafindan yiiriitiilebilir. Standart terminolojide, CS de R, oI ve ~E nin
tiiremis ¢ikarim kurallari ([3], s.83)olduklarini gostermeliyiz. oI nin CS de
tiiremis bir ¢ikarim kurali oldugunu gostermek Herbrand’in meshur
dediiksiyon teoremini kanitlamaktir. X ve ® varsayimlarindan o nin CS de
bir tiiretmesi var ise, o zaman yalnizca £ den (®50) nin CS de bir tiiretmesi
vardir. Bagka bir deyisle, 2.0 CS de tiiretilebilir ise, 0 zaman ¥’ ve Z iceren
L. (® 50)dadyisilerek ¥’ den saglanmistir. Aslinda, oI nin tiiremis
bir kural oldugunu gostermek i¢in ispat biraz daha fazlasini yapmal; X ve
® den 0 tiiretmesine uygulandigl zaman yukaridaki £ den (® o d)
tiiretmesini iireten bir tek diizenli yontem vermelidir. Bu, iyi bilinen
metotlarca (6rnegin; [12], sayfa 32 deki gibi) kolayca yapilabilir. Benzer
metotlar, R, ~E ve ~I nin tiiremis kurallar oldugunu gostermek igin
kullanilabilir. Ornek olarak; tekrarin (R), tiiremis bir kural olarak nasil
elde edilebilecegini gorelim. Bir @ sirasi olan verilmis bir a
tiretmesinden, siralar1 arasinda, a’nin tim siralar: bulunan ve son sirasi
@ olan bagka bir tiiretme {iiretecek olan tek bi¢imli metodu (uniform
method) verecegiz. Verilen tiiretmeye (yukaridaki gibi) (® o> @)
tiiretmesini ve bu tiiretmeyi de ®’a ekleyin. Sonug bir tiiretme olacaktir
ciunkii ® son sirasi, kabul edilmis onceki @ sirasindan ve (@ o P)
sirasindan ¢ikis yoluyla elde edilmisti. Bu sonuglar1 kullanarak, bir kisi,
DS de tiiretilebilir olan herhangi bir argiiman formunun, CS de de
tliretilebilecegini ve bu sekilde (CS nin giiglii saglamlig1 ile) gecerli
oldugunu gosterebilir.
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Aslinda dogrudan PF uzunlugundaki matematiksel tiimevarim
yoluyla DS nin giiglii saglamligini kanitlamak, belki daha az 6gretici fakat
daha kolaydir.

Bu ytlizden DS, saglam, tamamlanmis, giiclii bir sekilde saglam ve
glclii bir sekilde tamamlanmistir. Ayrica, soylemeye bile gerek yok, DS
etkilidir. Eger DS, salt bir gerektirmeci sistemden fazlasi olarak
diisiiniiliirse, (PFs) tliretmeleri yoluyla yerine getirilmis daha giiclii
yeterlik kosullar1 olmalidir. Aksi halde, onu gerektirmeci sistemin farkl
bir tiirti olmak disinda herhangi bir sey olarak degerlendirmek i¢in tam
eklemli sebebe (precisely articulated reason) sahip degiliz. Onun
tiiretmelerinin saglam ve etkili olmasi yeterli degildir; siki da olmali, yani
maksimum miktarda ilgili mantiksal detay igermelidirler. Sezgisel olarak,
tabii ki PFs bu kosulu kargilar. Ama siki bir PF kavrami tam olarak
tanimlanmig(precisely defined) olmadig1 i¢in PFs nin siki oldugunu
ispatlayamayiz.

Burada, Tarski'nin mantiksal gerektirme veya gegerli argiimanlar:
tanimlamasindan Once biz kendimizi, mantikgilar tarafindan
olusturulmus ayni tiir durumlar icinde buluruz: onlar sezgisel olarak
sistemlerinin bazilarmin giiglii bir sekilde saglam olup, fakat gegerlilik
tanimindan yoksun olduklarini ve ispat sunamadiklarini biliyorlardi.

Siki terimi ile ne kastedildigini anladigimiz1 varsaydigimizda, fark
ederiz ki DS siki ispatlar1 kodlamaya niyetli oldugu igin DS den onlarin
timiinii kodlamas: istenir. Eger bir dediiktif sistem tiim siki ispatlar1
(uygun bir tiirtinkileri) kodlarsa, o zaman biz bir dediiktif sistemi
dediiktif olarak tamamlanmis olarak tamimlayabiliriz. $Simdi, siki bir
ispatin tanimlanmasi ihtiyact daha da acil hale gelir. Ciinkii ya DS nin
dediiktif olarak tamamlanmis oldugunu ya da olmadigini gosterebilmek
istiyoruz. Tamimdan yoksun oldugumuz icin sadece akla yatkin
arglimanlara bagvurabiliriz. DS nin dediiktif olarak tamamlanmis
olmadigin ileri siiriyoruz, ¢linkii siki ispatlarin asagidaki iki tiirtint
kodlamada basarisizdir. Bunlar: (1) £ deki varsayimlar girildikten sonra,
yeni bir varsayim olan ~@ ile baslayip @ ile biten akil yiiriitme kaliplarina
dayanarak ® ¢ikarimimi yapan X den @ ya olan ispatlar ; (2) X deki
varsayimlar girildikten sonra, yeni bir varsayim olan @ ile basglayip ~® ile
biten akil yiiriitme kaliplarina dayanarak ¢ikarim yapilan £ den ~® ye
olan ispatlar.

Ispatlarin tiirlerinin ayr1 ayr1 6rnekleri agagidadir.
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(1 [(~P>P)] . P (2) (P> ~P)] -, ~P
l. +(~P>P) (inX) l. +(P> ~P) (inX)
2. [ +~P (~d) 2. | +p ()
3. 1 P 3| ~P
4 P 4, ~P

Bu tiirlerin ispatlari, kolaylikla DS de PFs nin kisaltmalar1 olarak
goriilebilir. (asagidaki) (a) y1 (1) deki 3. ve 4. siranin arasina ve (asagidaki)
(b) yi (2) deki 3. ve 4. siranin arasina koyun — sonug DS deki PFs olur.

(a) + ~F (b) +F
~P P

Ancak, (1) ve (2) deki gibi akil yiirtitmelerin ilkeleri saglam ve her
(klasik) matematiksel akil yiiriitmenin bir parcasidir. Dahasi, sezgisel
olarak bu ispatlar sikidur.

Genel olarak bir dediiktif sistem, mantiksal dogrulari, gegerli
arglimanlar1 ve saglam ve siki ispatlar1 kodlar. Bu ytiizden bir dediiktif
sistemin etkili, saglam, giiglii bir sekilde saglam ve siki olmasi gerekir.
Dahast bir dediiktif sistemin tamamlanmis, giiglii bir sekilde
tamamlanmis ve deduktif olarak tamamlanmis olmasi istenir.
Gordiigumiiz gibi, bu durumlarin her birinin gerekgesi, bir dediiktif
sistemin istenilen amaglarinda bulunmasidir.

Tablo 1 de sistemlerin {i¢ tiirliniin karsilagtirmasin 6zetledik.

Tablo 1 Sistem Tiirlerinin Karsilastirmast

Mantiksal Tlgi Alaru Gerekli Ozellikler Istenen Ozellikler
Sistemler
Lojistik Kodlama Etkili
Mantiksal Dogruluk ~ Saglam Tamamlanmis
(post tamamlanmuis)
Gerektirmeci ~ Kodlama Etkili
Mantiksal Dogruluk ~ Saglam Tamamlanmis
Gegerli Argiimanlar Giligli Bir Sekilde- Giigli Bir Sekilde-
Saglam Tamamlanmis
Dediiktif Kodlama Etkili
Mantiksal Dogruluk ~ Saglam Tamamlanmis
Gegerli Argiimanlar Giligli Bir Sekilde- Giigla Bir Sekilde-
Ispat Saglam Tamamlanmis
Siki Dediiktif Olarak-

Tamamlanmig
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Bu sirada iki seyi not edelim. Ilki: bazi mantikgilar, post-
tamamlanmighgin tamamlanmighga dayanmas: gibi bir iliski gibi,
sirastyla giiglii tamamlanmighga ve dediiktif tamamlanmishga dayanan
en fazla saglam tamamlanmislik ve en fazla dediiktif tamamlanmishk
kavramlari fomiile etmeyi istenir bulabilir. Tkincisi: Knelae, mantigin
diistinceli tarihinde, mantigin, ¢ikarim kurallarim1 kodlamak ile
ilgilenmesi gerektigini ileri stirmiistiir. Bu oneri, dogal olarak ¢ikarimsal
sistem olarak adlandirilan dordiincii bir tiir mantiksal sisteme yol agar. Bu
baglamda, DS yanlis yola girmis olabilir ciinkii gegerli argiiman
formlarmi kodlayarak gecerli argiimanlari1 kodlamada o, ¢ikarim
kurallarmi kodluyor gibi goriiniiyor. Ancak, (1) ¢ikarimin higbir yapisal
kurali, salt gecerli argiiman formlar1 olarak diisiiniilemez; (2) gegerli
argliman formu kavrammi tanimlamis olsak da, bir ¢ikarim kuralinin
genel bir tanimini formdiile etmis degiliz.

4. Siki Kurallar ve Yapisal Kurallar

Siki Dediiksiyon: Yukarida mantigin, mantiksal dogrulari ve gegerli
arglimanlar1 oldugu kadar ispatlar1 kodlamak ile de ilgili oldugunu
vurgulamistik. Dediiktif sistem terimini bu {i¢ amac1 gergeklestirmeyi
isteyen mantiksal bir sistemi ifade etmek i¢in kullanilmasini da 6nerdik.
Akl yiirtitmedeki ve mantiksal sezginin biiyiik atlayislarini kodlamadaki
hatalarin ikisinin kodlanmasindan da sakinilir.

Boylece dediiktif sistemlerin amagclar: tartismasinda ve sonug olarak
onlar i¢in uygun yeterlilik kosullarinin formiilasyonunda, saglam ve siki
terimleri mithimdir. Tarski'nin mantiksal gerektirme kavrami yorumu
sonucunda, saglamlik kavrami artik problematik degildir. Ancak,sikilik
kavrami benzer dikkatli bir yorumdan yoksundur. Bu boliimiin bir amaci
boyle bir yorumun olusturulabilecegi siralar1 onermektir.

Dediiktif sistemler arastirmasinda bir “siki ispat” tanimina ihtiyag
duyulur. Boyle calismalarda, iki tiir soruya cevap verebilmek istenir. Tlki;
dediktif bir sistem siki midir? Yani verilen sistem tarafindan kodlamis her
ispat siki bir ispat midir? Tkincisi; dediiktif bir sistem, dediiktif olarak
tamamlanmis midir? Yani her siki ispat aslinda sistem tarafindan mi
kodlanmistir? Asagida biz kendimiz direkt olarak siki ispat kavramu ile
ilgilenmeyiz, bunu yerine ilgili kavram olan ¢ikarimin siki kurali ile
ilgileniriz. Dahasi, tartismamizi mutlak anlamda ¢ikarim igin kullanilan
kurallarla simmirlayacagiz, yani varsayim ve tekrar kurallar1 diisiincesini
disarida birakacagiz.
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Evvela bir kural, siki olarak degerlendirilmesi i¢in saglam olmalidur.
Dahasi, bir kural olarak degerlendirilmesi icin etkili olmalidir. Saglamlik
ve etkililigin yaminda, sikilig1 da igeren iki uzak fikir gibi goriiniir. Ilkin,
siki bir kural maksimum miktarda ilgili mantiksal detay iceren ispatlarda
¢tkmalidir — siki bir kural bir akil yiriitmede bosluklara izin
vermemelidir. kinci olarak, siki bir kural bazi anlamda basit olmalidir.

Biz, maksimum miktarda mantiksal detayin, ya tanitan ya da tam
olarak bir mantiksal sembol olusumunu ¢ikaran kurallar tarafindan
basarildigin ileri siiriiyoruz. Ornegin; modus tollens ( ~d ve (® o d) den
~® c¢ikarimi yapmak) ~ in bir olusumunu tanitirken ~ in ve o in bir
olusumunu c¢karirken; ayirma > mnin  bir olusumunu c¢ikarir,
kosullandirma bir olusumu tanitir. Terse evirme (~0 den ~® ye (® > 0)
cikarimini yapmak) ~ in iki olusumunu ¢ikarir ve S nin bir olusumunu
tanitir. Tkili degilleme kurali ( ~~® den ® ¢ikarimi, ® den ~~® ¢ikarimi
yapmak) ayni zamanda iki sembol olusumlarin acar.

Diger yandan, basitlik mantiksal semboliin sadece bir tiiriinii igeren
tarafindan Orneklenebilir gibi gortinmektedir. Modus ponens, c¢ikis,
degillemeye giris ve degillemeden ¢ikis bu iki tiire de sahiptir, yani bu
kurallarin her biri : (1) mantiksal bir semboliin tam olarak bir olusumunu
ya tamtir ya da ¢ikarir. (2) yalnizca bir tiir mantiksal sembol igerirler.
Sadece ~ i igeren ikili degilleme kurallar1 hari¢ olmak iizere, az once
yukarida bahsedilen kurallar bu 6zelliklerin hi¢ birine sahip degildir.
Mantiksal bir kuralin tam olarak bir olusumunu tanitan veya ¢ikaran her
kuralin ayn1 zamanda kullanimda (veya ifadede) sadece bir mantiksal
sembol icerdigi dogru olabilir.

Cikarimin siki kural kavrammin yorumunun taslagi olarak sunu
sunuyoruz:

Bir ¢ikarim kurali, ancak ve ancak (1) etkili ise, (2) saglam ise, (3)
mantiksal bir semboliin tam olarak bir olusumunu tanitiyor veya
cikartyor ise, (4) kullanimi sadece bir mantiksal sembol igeriyor ise sikidir.

Bu arada belirtmek isteriz ki sadece bir mantiksal sembol icermenin
bazi ilging sonuglar: vardir. Bir dediiktif sistemin gelisiminde, varsayim
ve tekrar ilk sanilabilir. Daha sonra her bir mantiksal sembol diger
sembollerin tamamlanmis bagimsizlig icinde ele alinabilir. Dilde tizerine
diistiniilen her bir sembol i¢in, kisi bir tanitim kuralini ve dildeki baska
herhangi bir mantiksal sembole referansi olmaksizin bir ¢ikis kuralin
sunabilir. Dediiktif sistem kurallarinin belirtilmesinde mantiksal
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semboller arasinda higbir etkilesim olmadig i¢in karmagik bir dedtiktif
sistemi, karsilikli olarak bagimsiz basit dediiktif sistemlerin bir tirtini
olarak degerlendirmek miimkiindiir. Bu basit sistemlerin her biri bir ¢ikis
kuralina, bir tanitim kuralina, bir varsayim ve bir tekrar kuralina dayanir.
LS, degillemenin ve ‘ise’ nin basit bir sisteminin iiriiniidiir. Her bir basit
sisteme tamamlanmishk ve giliclii tamamlanmishk sorular1 sorulabilir.
Karmagik bir sistemi basit bir sistemlere ayirarak, belirlenememezlik
(undecideability), tamamlanmamighk (uncompleteness), yogun olmama
(noncompactness) gibi istenebilir gesitli 6zelliklerin sebeplerini dislamak
muhtemel olabilir.

Bu fikrin diger bir muhtemel kullanim1 da, baska bir sisteme dayali
bir sistemin kurallarini gevirerek bir kiime mantiksal sembole dayanan
gerektirmeci sistemin olusumuyla ilgilenen Hiz[8]in sonug¢larini anlamak
i¢in daha sezgisel bir bakis agis1 saglamada bulunur. Hiz 6rnek yoluyla,
tamamlanmis bir sistemi gevirerek bir kisinin tamamlanmis olmayan bir
sistem saglayabilecegini vurgulamaktadir. Altinda yatan fikir, bir ¢ikarim
kuralim gevirirken saglamligin korundugu fakat “dediiktif gii¢”iin
korunmadigidir.

Siki bir sistemde, dediiktif gii¢, bir sembolii baslica sembol olarak
giris ve bir sembolii baslica sembol olma durumundan ayirma becerisi
olarak diigliniilebilir. Mantiksal semboliin her tanimi bagka en az iki
sembol icerdigi icin, herhangi bir siki sistemin gevirisi siki olmayan bir
sistemde sonuclanmalidir. Ornegin; eger (P > Q) =ai~(P & ~Q) kullanarak
ayirmays1 gevirirsek, o zaman asagidaki ¢ikis kuralini elde ederiz: P ve ~(P
& ~Q) dan Q ¢ikar. Boylece cikisin siki kuralimi gevirerek ~ in iki
olusumunu ve & in bir olusumunu ¢ikaran bir kural elde etmis oluruz ki
dahasi bu, ifadesinde iki farkli mantiksal sembol igerir. Ayrica ayirma, o
yi baglica durumdan ¢ikarma giiciine sahipken, yeni kural & yi sadece ~(P
& ~Q) karmasik yapisinda gegctiginde ¢ikarabilir. Sartlandirmayi gevirerek
su kural1 elde ederiz: P den Q ya akil yiiriitme kalibina dayanarak ~(P &
~Q) cikarimi yapilir. Bu kural siki degildir. Dahasi 6zii itibariyle
sartlandirmadan daha zayiftir ¢linki & tamitiminin esas pozisyona
girmesine izin vermez. Baglayicilara ve yukaridaki iki geviri haricinde DS
i¢in ayni1 kurallar1 olan ~ e dayanan dediiktif bir sistemi diistiniin. &-gikis
kural1 ~(P & ~Q) baglamindan sadece & yi ¢ikardig: icin kisi bu sistemde
kanitlayamayacagi bir varsayima neden olur.

[(P&Q) - P
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Aslinda asagidaki iki matris, igerisinde 1 olarak bir P ¢ikarimi, (P &
Q) dogru kilan 1 olarak (belirtilmis) Q yu ve Q yanlis (belirtilmemis)
barindiran bir sistem igin bize saglam bir ti¢ degerli semantik saglar.

& 210 | ~

20 2 00 0
1 020 2
0 000 2

Diger bir ilgin¢g uygulama da modal mantiktaki denemelerdir. Modal
yoneticilere sahip bir dile dayanan modal olmayan bir mantik verilerek,
bir kisi her yonetici icin iki siki kural gostererek modal kurallar
olusturabilir. Modal problemler, sistemin geri kalanindan yalitilmighk
igerisinde goriilebilir. Uygulanabilir olan yerde, bu yaklasim modal
sistemlerle genis Ol¢lide deneme imkani saglar.

Bu makalenin, makul bir sekilde ¢oziiliiyor olarak diisiiniilebilecek
problemlerin bakis a¢isindan mantiksal sistemleri arastirmak olan esas
amacina nazaran bu diisiincelerin ikincil olduklar1 vurgulanmalidir.
Lojistik sistemler acikga mantiksal dogrulari kodlamay: hedefler.
Gerektirmeci sistemler agikca gecerli argiimanlar1 kodlamay1 hedefler. Bu
iki tip sistemin tamamlanmis olarak yeterli olmak igin yerine getirmesi
gereken durumlar zaten iyi bilinmektedir. Ded{iktif sistemler agik¢a ek bir
amact hedefler, o da; ispatlarin kodlanmasidir. Dediiktif sistemlerin
yeterlik durumlarini formiile etme problemiyle yiizleserek, basit ve
“bosluksuz” ispatlarin varliklarini varsaymaya zorlandik. Bu, sirayla,
yukarida gosterilen siki kavraminin formiilasyonunda bildirildi.

Bizim siki kavrami formiilasyonumuz en az iki yonden kusurludur.

flkin, temel “siki” fikri etkililigi, saglamligi, basitligi ve ilgili
maksimum mantiksal detay1 icermesine ragmen, aslinda bizim tanimimiz
her birine karsilik gelen bilesenlere sahiptir — bizim tanimimiz hala fazla
ozel goriiniiyor. Istememiz gereken sey, daha genel bir kavrama sahip
olmaktir. Aslinda, sdyle bir siki kavramina sahip olmay1 istemeliyiz: (1)
kavram Oyle geneldir ki DS sisteminin siki oldugunu gosteren
matematiksel bir ispat gerektirecektir, (2) kavram agikga fikri simgeler.

Tkinci olarak - ve belki de 5nemsizce - mantiksal bir sembole giris in
veya ¢ikisin, matematiksel olarak tam bir tanimini vermedik. Sezgisel fikir
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kusursuzca agiktir ve her sembol igin girisin ve ¢ikisin amaca 6zel bir
tanimini vermek kolaydir. Fakat, 6zel herhangi bir sembole isaret etmeyen
ve amaca 0zel tanimlarin takip ettigi genel bir tanimin olmasi ¢ok daha iyi
olacaktir. Bu eksiklikler, bu ¢alismanin esas amaciyla ilgili degildir. Su
anki amacimiza gore, ispat kavrami igin yeterlik kosullarinin bazi1 tam
formiilasyonunun gerekliliginin ortaya c¢ikmasmi saglamis olmak
yeterlidir. Dahasi bizim “siki” fikrimiz ig¢in yukarida Onerilen
uygulamalar, fikir sdylenmek istenen amacina uygunlugu kanitlasa da
kanitlamasa da, hala gegerlidir.

Ctkarmmin Yapisal Kurallari: Dolaysiz ¢ikarim kurallart ve yapisal
cikarim kurallar1 arasindaki fark yukarida tamitilmistir. Bu tartismada
varsayim, c¢ikarimin bir kurali olarak diistiniilmemektedir ¢ilinkii
kendisinde ¢ikarimlara izin vermez. Her bir ¢ikarim kurali — yukarida
tartisilmis olan veya olmayan — ya belli bir sayida siraya dayanilarak
uygulanir ya da uzunlugu Onceden belirlenmemis bir akil yiiriitme
kalibina dayamlarak uygulamr. Ornegin; sartlandirma ® den d ye akil
ylriitmeye dayanarak uygulanirken ve bu akil yiiriitme sonsuz
uzunlukta olabilirken ¢ikis daima iki siraya uygulanir. Benzer sekilde,
tikel 6zelleme (existential instantiation), (1) bir (3x) ® sirasina ve (2) ® den
0 ye bir akil yiiriitme kalibina dayanarak (varsayimlarinin hicbiri bagsiz x
icermeyen) bir ispatta (bagsiz bir x icermeyen) bir & ¢ikarimina izin
verirken, tikel genellemesi (existential generalisation) daima bir siraya
uygulanir ve uygulandigl ispatin geri kalanina bir baglihig yoktur.
Koordineli olarak, tiimel genellemeyi (universal generalisation) ispatin
timiine uygulamak ic¢in diisiiniilmesi gerekirken, tiimel genellemeyi
(universal generalisation) tek bir siraya dayanan ¢ikarima izin verir.

Yapisal olan bir ¢ikarim kurali i¢in uygulandig kurala gore siralarin
sayismin, sabit olmamasi gerekli goriinmektedir. Bu, kurallar1 yapisal
olarak smiflandirmak igin bir 6l¢iit saglar.

Bir dediiktif akil ytirtitme kiilliyatina giderek veya farkinda olmadan
kendi kendine birkag ispat yazarak, bu kurallarin i¢cinde bulunan akil
ylriitme kaliplarinin  mantigin1  kesfetmek miimkiindiir. Yapisal
kurallardaki 6nemli fikir, akil yiirtitme kalibidir — yukarida verilen gerekli
ve yeterli kosullar, salt gramere ait dlciitlerdir.

Belli ki, baz1 ¢ikarim kurallarinin yapisal dogas: daha 6nce agik bir
sekilde taninmamuistir. Aslinda, kisitlamalar ile dolaysiz ¢ikarim kurallari
formundaki yapisal kurallar: ifade etme egilimi ile belli yapisal kurallar
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formiile etme ¢abasinda, yetkin mantik¢ilar tarafindan deneyimlenen
zorluklart agtklamak mimkiindiir.

5. Sonug

Diger Hiyerarsi: Belirtilmelidir ki yukarida tartisilan sistem
hiyerarsileri asagidaki hiyerarsiden tamamen bagimsizdir: eklemler
mantigl, birlik (monadic) yiiklemler mantigl, yiiklemler mantig, ikinci
dereceden mantik vs. bu sonraki hiyerarsi, mantiksal analizin derinligi ile
ilgilenir: ikinci dereceden mantikta mantiksal dogrular olarak analiz
edilebilir olup ytiiklemler mantiginda analiz edilebilir olmayan ciimleler
vardir. Yiiklemler mantiginda mantiksal dogrular olarak analiz edilebilir
olup, birlik yiiklemler mantiginda analiz edilebilir olmayan ciimleler
vardir. Bu durum birlik (monadic) yiiklemler_ve eklemler mantig:
kargilagtirildiginda da ayrudir. Ornekler asagidadur:

1) Her seyin bir tabiat1 vardir.
Ikinci derece: (Ax)(dP)Px
Yiiklem: (Ax)Hx
2) Her seyin bir nedeni varsa o zaman her sey bir nedene sahiptir.
Yiiklem: ((dx)(Ay) Cxy o (Ay)(dx)Cxy)
Birli: ((3x) Cx o (Ay)Hy)

3) Tiim insanlar Yunan ise ve Sokrates bir insan ise o halde Sokrates
Yunan’dir.

Birli: ((Ax) (Mx 2 Gx) o (Ms o Gs)
Onermesel: (A > (M o G))

Bu hiyerarsi, tabii ki yukariya dogru genisletilebilir ve modal
mantiklar icin tekrar edilebilir. Yukarida konusu agilan problemlere (
orneklerimizi ¢ok basit bir onermesel mantiktan almamiza ragmen) genel
olarak deginilmistir. Tabii ki mantiksal sistemlere iliskin tiim gozlemler,
bahsedilen hiyerarsilerin her bir seviyesine uygulanir.

Mantiksal ~ Sistemler Hiyerarsisi: Mantiksal sistemlerin git gide
karmagsik hale gelen ti¢ tiiriinii gordiik. Lojistik sistemler, mantiksal
dogrular1 kodlama problemine uygun goriildii. Gerektirmeci sistemler
mantiksal dogrular1 kodlamistir. Bu gorev biiyiik zorlukla sadece lojistik
sistemler tarafindan yapilabilir olmasina ragmen, gerektirmeci sistemler
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ayn1 zamanda gegerli argiimanlar1 kodlama gorevine de uygundur. Son
olarak dediiktif sistem mantiksal dogrulara ve gecerli argiimanlara ek
olarak ispatlar1 da kodlamuistir.

Bu {ig tip sistemin artan kapsamliligini karsilastirmak, sistemler igin
artan kapsamli yeterlik kosullaridir. Ideal lojistik sistem saglam ve
tamamlanmistir. Ideal gerektirmeci sistem giiclii bir sekilde saglam ve
gliclii bir sekilde tamamlanmistir. Saglamlik ve tamamlanmiglik, sirasiyla
gliclii saglamligin ve giiclii tamamlanmislhigin 6zel durumlari oldugu icin
gerektirmeci sistemler o0zii itibariyle lojistik sistemlerden daha
kapsamlidir. Dahasi, bu iki tiir sistem arasindaki ayrim, bir lojistik
sistemin mantiken giiglii saglamlik yani ‘post tamamlanmislik’ ile
bagdasmayan bir durumu yerine getirmesi beklenebilir. Lojistik sistemler
ve gerektirmeci sistemler i¢in yeterlik kosullarinin net gerekgeleri i¢in kisi
onlarin ayr1 ayr1 istenilen amaglarina atifta bulunabilir.

Gergek dediiktif uygulamayr diisiinerek gegerli argiimanlari ve
ispatlar1  birbirinden ayirmaya siiriikleniriz. Boylece ispatlarin
kodlanmasini ve bu amaci giiden bir sistemi gostermek icin dediiktif
sistem teriminin kullanimini makul bir amag olarak kurabiliriz. Resmi
olmayan fakat diistinceli bir bakis acisindan, iki nedenden ispatlarin
kodlanmasi olarak gerektirmeci sistemleri reddetmeye siiriikleniriz. Ilkin;
onlar sezgisel olarak siki ispatlar1 (sartlandirmayr veya tikel
Ozellemeyi(existential instantation) kullanan), bosluklara sahipmis gibi
islerler, ikincisi; gerektirmeci sistemlerdeki onciillerden olan tiiretmeler,
apacik bosluklara sahiptir. Dahasi, gerekli kosullar genelde gerektirmeci
sistemler i¢in anlasma saglar, yani giiglii saglamligin ve etkililigin
herhangi bir sik1 olma fikrine referans1 yoktur. Boylece; (1) ispatlarin siki
olmak icin karsilamas: gereken ve (2) salt gliclii saglamlig1 ve etkililigi
asan bir matematiksel kosulu formiile etme problemi ile yiizlesiriz.

Bu sonug boliimiiniin amaci, yukarida tanitilan siki olma kavraminin
dogru olup olmadigi noktasinin hemen yamindadir. (1) Ispatin
kodlamasinin makul bir amag¢ oldugu gercegine ve (2) gerektirmeci
sistemlerin bu amaci yerine getirmedigi acik ama bilimsel olmayan bu
gercege dayanarak, iiglincii tip bir sisteme ihtiya¢ oldugu sonucunu
cikaririz.

Tarihsel Notlar: Bu makaleyi, yukaridaki mantiksal sistemler
hiyerarsisi ve onlarin modern zamanlardaki gercek tarihsel gelisimi
arasindaki iligskinin kisa bir degerlendirmesi ile sonuglandirmak istiyoruz.
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Bu degerlendirme, modern mantik tarihinin bir taslagi olarak
diistintilemez; yukarida degerlendirilen sorular, modern mantigin 6nemli
fakat nispeten kiigiik bir boliimiinti olusturur.

Mantik tarihinin bu boliimiinde birbiriyle iligkili iki temaya
odaklaniyoruz. Birincisi; mantiksal sistemlerin kurulusu, ikincisi; bu
sistemler igin yeterlik kosullarinin formiilasyonu. Agikgasi, olusturmak
istedigimiz sonuglar asagidadir:

1) Sistemlerin kendisine iliskin olarak; lojistik sistemler, gerektirmeci
sistemler ve dediiktif sistemler bu sirada gelistirilmistir.

2) Yeterlik kosullarmma iligkin olarak; ilk olarak tamamlanmiglik,
saglamlik ve ‘post tamamlanmishk’ kavramlar1 formiile edildi. Sonra
glclii saglamlik, giiclii tamamlanmishik ve son olarak siki kavramina
deginildi.

Oncelik kriterimiz yayim tarihidir. Daha karmagik bir kriter
kullanimi hatir1 sayilir derecede tarihsel arastirma igerirdi.

En eski sistemler kesinlikle lojistik sistemlerdir. Frege ve Russell i¢in
motivasyon, matematigin tiim teoremlerinin mantiksal yasalar oldugu
inanciydi. 1934’de ispatin dogasina iliskin ilk aragtirmalar yayinlandi ([10]
syf, 538,539). Biri Gertzen, digeri Jaskowski sayesindedir. Bu alanda daha
sonraki gelismeler bu iki calismaya dayanir ([10] syf. 539 ve [1] syf. V)
1934’den 6nce gelistirilen gerektirmeci sistemleri kurmak i¢in ilk 1930’da
yayinlanan Tarski'nin gerektirmeci sistemlerin Onemli metodolojik
calismasindan bahsetmek yeterlidir ([19] syf. 30-37).

Lojistik sistemler icin yeterlik kosullari, 1920’de Post tarafindan
formiile edildi. Post, saglamligi, tamamlanmishg ve post
tamamlanmigsligi (bu adlarla olmasa da) tartismistir. Goriiniir bir sekilde,
glgclii saglamlik ve giiglii tamamlanmigslik basili olarak ilk kez 1951'de
Abraham Robinson tarafindan tartisilmistir ([18], sirasiyla teorem 3.1.2 ve
3.2.2). Bu kavramlarin 6nemi agisindan bu, tamamen sasirtici bir sonuctur;
ancak bircok mantikgmnin, 1951'den Once disiincelerinde ve
ogretimlerinde bu kavramlar1 kullanmis olduklar1 muhtemelen
dogrudur. Bu baglamda birinci derece mantigin giiclii tamamlanmighgin
Onemsiz bir sekilde belirten teoremlerin 1931’de Godel [5] ve 1949'da
Henkin [6] tarafindan yayimlandigi not etmeye degerdir. Bu teorem
kavramsal olarak aslinda onlarin ispatladiklar: teoremlerden daha ilging
olmasina ragmen ikisi de giiglii tamamlanmisliktan bahsetmez.
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Belirleyebildigim kadariyla bu makale haricinde, etkililigin ve
saglamligin {izerinde ispatlar ig¢in yayimlanmis hicbir durum
degerlendirmesi yoktur.

Tesekkiir: Bu makalenin daha onceki halinin meslektaglarim James
Munz ve William Snavely ile yapilan ilging ve ilham verici tartismalar:
igin tesekkiir etmek bir zevktir. Ayrica, bu ¢alismaya cesitli sekillerdeki
katkilar1 i¢in asagida ismi gecen 6grencilere de tesekkiir etmek isterim:
Uwe Henke, Nicolas Noviello, Howard Wasserman ve George Weaver.
Bu calisma aslen Pennsylvania Universitesi Felsefe Boliimiine Aralik
1966’da bir ders olarak verilmek iizere kaleme alinmistir.
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