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OZET

H-tipi elemanlar kullanilarak dairesel bir bosluk igeren levhalarin gerilme analizi uyarlamali sonlu elemanlar
metoduyla MATLAB® ortaminda yazilan bir programla yapilmistir. Yiik etkisindeki levhanin uyarlamali sonlu
elemanlarla iteratif ¢6ziimiinde iki tip yaklasim kullanilmistir. Bunlardan ilkinde sisteme ait baslangic ¢6ziim ag1
teskil edilip gerilme analizi yaptiktan sonra, Zienkiewicz ve Zhu tarafindan olusturulmus olan hizli yakinsayan
yama diizeltmesi (HYD) kullanilmakta ve sonlu elemanlar ¢éziimiinden elde edilen gerilmeler iyilestirilmektedir.
Ikinci yaklasimda, segilen bir gerilme bileseninin komsu noktalar arasindaki degisimini dikkate alarak sonlu
elemanlar ag1 siklastirilmaktadir. Sonlu elemanlar ¢6ziim aginin olusturulmasinda Delaunay kriteri kullanilmis-
tir. HYD iyilestirmesi kullanarak optimum sayida sonlu elemanla uyarlamali analiz yapilmustir. Ikinci yontemde
elde edilen liggen eleman sayis1 birinci yontemdekine gore yaklasik yilizde 50 daha fazla olmaktadir.

Anahtar Kelimeler: H-tipi sonlu elemanlar, uyarlamali ¢6ziim, HYD.

H-VERSION ADAPTIVE FINITE ELEMENT ANALYSIS OF
PLATE WITH CIRCULAR HOLE

ABSTRACT

Stress analysis of rectangular plates with a circular hole is carried out by a program written in MATLAB®
environment and iterative h-version adaptive finite element method. Two different approaches were used in the
adaptive solution of loaded plate. In the first one, stress calculation was made using initial course mesh and
superconvergent patch recovery technique (SPR) proposed by Zienkiewicz ve Zhu was employed to refine the
stress values. In second approach, finite element mesh was refined considering the variation of a chosen stress
component between adjacent nodes. Triangular mesh was obtained using Delaunay criterion. Adaptive analyses
were carried out using SPR technique with optimum number of finite elements. Number of triangular elements
obtained from second approach was about 50 percent greater than the number of elements in the first approach.

Keywords: H-version finite elements, adaptive solution, SPR.

1. GIRIS INTRODUCTION)

Sonlu elemanlar metodu sonuglarmin tutarliligi, miithen-
dislik problemlerinin analiz siirecindeki en dnemli fak-
tordiir. Tutarlilik kavrami, problemin kesin sonuglari
ile hesaplanan yaklasik sonuglarinin arasindaki farkin
yani kesin hatanin az oldugu duruma karsilik gelir.
Coziimde olusan hata, sonlu elemanlar metodu ¢6ziim
agimnin problem sinirlartyla tam olarak ortiismemesi,
enterpolasyon, integrallerin sayisal olarak hesaplanmasi
ve olusan denklem takiminin ¢dziimiindeki yaklasik-
liktan dolayidir ve bu hatalar1 azaltmak elimizdedir.

Literatiirde uyarlamali analiz yontemleri olarak adlan-
dirilan %-, p-, r- ve h-p-tipi sonlu elemanlarla standart
sonlu elemanlar ¢6ziimiinden elde edilen sonuglarin
tutarliligr artirilmaya ¢alisilir. p-tipi uyarlamali sonlu
elemanlarda, kullanilan sekil fonksiyonunun derecesi
(p) artirilir [1]. Sekil fonksiyonlart degistirilmeden ele-
man sayisini (%) degistirerek daha fazla serbestlik sayisi
elde edilen yontem h-tipi uyarlamali sonlu elemanlardir.
Burada eleman formiilasyonu ayni kalir. Sekil fonk-
siyonlarmin derecesini ve ¢6ziim agmdaki eleman
sayisini degistirmeden var olan ¢6ziim agini hareket
ettirerek bazi bolgelerde daha kiigiik sonlu elemanlar
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olusturmay1 hedefleyen yontem r-tipi uyarlamali sonlu
elemanlardir [2]. A-tipi ve p-tipi sonlu elemanlarin
birlikte kullanildig1 karma yontem ise A-p-tipi uyar-
lamali sonlu elemanlardir [3].

Sonlu elemanlarda yapilacak uyarlamanin bolgesel veya
genel olmasi s6z konusudur. Béylece homojen ve ho-
mojen olmayan uyarlamali sonlu elemanlar analizleri
olmak {iizere iki ana grup olusur. Homojen uyarlamali
analizlerde, ¢6ziim agindaki sonlu elemanlarin polinom
sekil fonksiyonlarinin mertebesi veya boyutu, beklenen
dogruluk derecesi elde edilene kadar problem sinirlar
icerisindeki biitiin sonlu elemanlarda artirtlir. Bu yon-
tem, ¢ok sayida denklem igeren bir sistem ortaya ¢i-
karmakta ve bu denklem takiminin ¢dziimii igin biiyiik
bilgisayar hafizasina ve zamana ihtiya¢ duyulmaktadir
[4]. Bilgisayar hafizasin1 ve zamani etkili ve ekonomik
kullanmay1 saglayan homojen olmayan uyarlamali ana-
liz yontemlerinde polinom sekil fonksiyonlarinin mer-
tebesi veya sonlu eleman sayisi sadece yiiksek mertebe-
de hata igeren elemanlarin olustugu bolgelerde artirtlir.

Uyarlamali analiz igin gereken ana unsur, baglangi¢
(ilk) ¢6ziim agindaki diigiim noktalarinin koordinatla-
rini, eleman yerlesimlerini ve sayisini ne kadar degis-
tirecegimizi bize sOyleyecek bir gostergedir Bazi
yaklagimlara gore, sonlu elemanlarin farkli yonlerdeki
boyut degisimleri bir metrik tansor ile tanimlanir veya
sonlu elemanlarin i¢ ac1, alan ve yiikseklik gibi geo-
metrik 6zelliklerinin optimizasyonu kullanilarak ¢6zim
agl yenilenir [5-7]. Bunlarin genel 6zelligi sonlu
elemanlar ¢oziimiinden elde edilen deplasman veya
gerilme degerlerinin uyarlama siirecinde kullanilma-
masidir. Diger bir yaklagimsa hata kontrolii yapmak-
tir. Bu kontrolii yapabilmek i¢in ¢oziimdeki hatalarin
belirlenmesi, ¢ogu zaman tahmin edilmesi gerekir.
Ekseriyetle kullanilan hata tahmin metotlari, residiiel
metotlar (artik deger metotlar1) ve diizeltme metotlari-
dir. Artik deger hata tahmini ilk olarak Babuska ve
Rheinboldt [8] tarafindan seksenli yillarin basinda
verilmistir. Burada hata tahmininde, problemin yoneti-
ci diferansiyel denkleminde bulunan artik deger kullanilir.
Sonlu elemanlar metodu yaklasik bir yontem oldugu
icin yonetici denklemi saglayacak sonuglar her zaman
elde edilemez ve artik bir deger ortaya cikar. Prob-
lemin ydnetici diferansiyel denklemini Lu+f=0 olarak
alacak olursak, Lu"+f=R sonlu elemanlar metodu i¢in
gegerli olacak diferansiyel denklem olur. Residiiel tipi
hata tahmininde hata, R artik degeri cinsinden yazilir.
Diizeltme metotlarindaysa, standart sonlu elemanlar
¢oziimiinden bulunan sonuglarin kullanimiyla elde
edilecek ve kesin sonuclara daha yakin degerlerin
bulunmasi amaglanir [9-11]. Bu tiir hata tahmininde
etkili sonuglar elde edebilen bir yontem Zienkiewicz
ve Zhu [12,13] tarafindan olusturulan gerilmelerin iyi-
lestirilmesi teknigidir. Hizli yakinsayan yama diizelt-
mesi (HYD) olarak adlandirilan yontemde hata diizel-
tilmis gerilme ile sonlu elemanlar ¢dziimii arasindaki
fark olarak alinmaktadir. Boliim 2.1°de bu yontemle
yapilan hata tahmini ayrintilartyla agiklanmaktadir.
Yontemin matematik ispati [14]’de bulunabilir.
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Uyarlamali olmayan sonlu elemanlar yazilimlarinda
h-tipi elemanlar ile bolgesel siklastirma kullanici tara-
findan geometrik siireksizliklerin goriildiigii bolgeler-
de yapilmaktadir. Bu siireksizlikler problem sinirlari-
nin egimindeki siireksizlikler veya i¢ bolgelerdeki bos-
luklardir. Analizi yapan kullanici gorsel olarak veya
komut satirindan siklastirma bolgelerini ve kullanila-
cak siklastirma algoritmasini belirterek h-tipi bolgesel
siklastirmay siirekli ortama uygular [15]. Arka arkaya
yapacag1 analizler sonucunda, bir 6nceki adimda yap-
t1g1 analizden elde ettigi sonuglarla olan goreli degisimi
inceler. Bu analiz biitiiniiyle kullanici tecriibesine da-
yanmaktadir [16].

Bu calismada kullanici tecriibesine ve miidahalesine
ihtiyag duymayan ve A-tipi uyarlamali sonlu eleman-
lar metodu kullanan bir bilgisayar yazilimi olusturul-
mast amaglanmistir. Kullanicinin problem geometrisini
ve malzeme Ozelliklerini belirlemesinden sonra ilk
¢ozlim agmin olusumu, uyarlamali analizin yapilmasi
ve yeni ¢oziim agmin olusturulmasi ile problem ¢ozii-
miiniin grafik gosterimine kadar olan ve kullanict mii-
dahalesine gerek duymayan islemler otomatik olarak
tanimlanmaktadir. A-tipi sonlu elemanlar, var olan
sonlu elemanlar kodu iizerinde bir degisiklik yapma
ihtiyact duymadan uyarlamanin eklenebilmesi nede-
niyle tercih edilmistir. Standart sonlu elemanlar kodu-
muzun iizerine bdylesi bir ekleme yapmak i¢in gereken
temel 6ge ise giivenilir bir hata gostergesidir. MATLAB®
ortaminda yapilan uyarlamali sonlu elemanlar progra-
minda, ¢0ziim sonrast teknigi olan hizli yakinsayan
yama diizeltmesi teknigi kullanilmakta ve bulunan
deger yaklasik bir hata parametresi olusturulmasinda
kullanilmaktadir. Bu makalenin ilerleyen kisimlarin-
da, Boliim 2°de hata parametresinin olusturulmasi i¢in
gereken formiilasyonlar Zienkiewicz ve Zhu gergeve-
sinde gozden gegirilmektedir. Sonlu elemanlar aginin
siklagtirilmasi Boliim 3’°de ve dairesel delikli levha igin
yapilan sayisal analiz 6rnegi Boliim 4’de verilmektedir.
Boliim 5°te ise algoritmanin farkli delik tipleri i¢in ¢a-
lismasi test edilmektedir. Son olarak elde edilen so-
nuglar yorumlanmaktadir.

2. UYARLAMALI SE ANALIZi (ADAPTIVE FE ANALYSIS)
Esitliklerde kullanilan kalin biiyiik harfler matrisleri,
kalin kiiciik harfler ise vektorleri temsil etmektedir.

a={a, a, a;}" ve b={b, b, by}" iki vektor ise, bunlarin
skaler ve diyadik ¢carpimi sirasiyla

a-bzaibi (1)
a®b= afb_,-ei ® €; (2)

e; ve ¢, birim vektorlerdir ve tekrar eden indisler
lizerinde toplama anlagimi vardir. Bu ¢arpimlar matris
notasyonuyla sirastyla,

a'b = aibi = aib + axby + azbs 3)
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abr aib  abs
abT =ab; =| axbi @b axbs (4)

ash asby  asbs

olarak yazilir. Bu asamadan sonra sadece matris no-
tasyonu kullanilacaktir.

2.1. HYD: Gerilme iyilestirmesi (SPR: Stress Recovery)

Kesin ¢ozliimiin bilinmedigi durumlarda sonuclardaki
hata miktarinin tahmin edilmesi i¢in gesitli yontemler
vardir. Bunlardan biri de hizli yakinsayan yama dii-
zeltmesi teknigidir. Zienkiewicz ve Zhu [12,13], bu
yontemde bir diigiim noktasi etrafinda teskil edilen ve
adma yama denilen sonlu elemanlar ag1 pargasi iize-
rinde ayrik en kiiciik kareler kullanan bir diizeltme
teknigi uygulamislardir. Burada elemanda hesaplanan
gerilmeden yola ¢ikilarak, siirekli bir gerilme alani olus-
turulmaktadir. Bu gerilmenin dogrulugunun daha fazla
oldugu disliniilerek sonlu elemanlar ¢6ziimil igin
yaklagik bir hata degeri hesaplanmistir. Zienkiewicz
ve Zhu, yontem icin Esitlik 5°de verilen lineer eliptik
problemi kullanmislardir.

Lu=S"CSu=f 5)

Burada L, u degiskeni iizerine etkiyen lineer diferan-
siyel operator, S gradyan operatorii, C biinye 6zellik-
lerinin bulundugu elastisite matrisi ve f yiik vektorii-
diir. u degiskeni yer degistirme olarak alinirsa bu prob-
lem bir elastisite problemine doniistiiriilebilir. Soyle ki,
toplam dis kuvvetin sifir olmasi durumunda hareket
denklemi,

do: 0oy
- =0 6
ox i dy *+ (62)
0oy 00y
+ +/£,=0 6b
ox  dy / (6b)

Esitlik 6a-6b matris formunda,
STe+f=0 @)

olarak yazilabilir. Burada S gradyan operatdriiniin ele-
manlari,

T
Rl
s=|* Y
0 9 9
dy Ox

ve 6 diizlem gerilme bilesenleri vektorii ile f kuvvet
vektoridiir. Diizlem gerilme durumu i¢in birim defor-
masyon yer degistirme iligkileri,

E=—, & =—Ve 26y =—+— (®)

Bu bagntilar matris formunda,
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£=Su 9)

olarak yazilabilir. Burada birim deformasyon vektorii
e={& g &y 3T ve yer degistirme vektorii, u={ u v}"
dir. Birim deformasyon ile gerilme arasindaki bagin-
tiy1 saglayan biinye denklemleri,

Ox cr ez 0 || &
oy r=lca cn 0§ & (10)
Oxy 0 0 Co6 28xy

veya

c=C¢ (11)

Burada C matrisi elastisite matrisidir ve yukaridaki
haliyle iki boyutlu problemler i¢in gecerlidir. Katsayi-
larin degerlerini yazarak asagidaki formu alir.

E I v 0
C=ryz|v 1 O (12)

e 4 _

2

Burada E elastisite modiilii ve v Poisson oranidir.
Esitlik 5°de verilen eliptik problem Esitlik 9 ve 11’in
7’de yerine yazilmasiyla elde edilir. Bu diferansiyel
denklemlerde u degiskeni gergek yer degistirme dege-
ridir. Sonlu elemanlar metodu ile hesaplanacak yaklasik
yer degistirme alanin1 u" ile gdsterip, diigiim noktala-
rindaki yer degistirmeler ile sekil fonksiyonlari cinsinden,

u" =Nu" (13)
olarak yazabiliriz. Burada sekil fonksiyonlar1 matrisi,

_N1 0 N> O N3 O

= (14)
0 N 0 N 0 N

N

ve u" eleman diigiimlerindeki yer degistirme deger-
leridir. Lineer tiggen sonlu eleman i¢in bu sekil fonk-
siyonlar1 agagidaki gibidir.

Ni(x,y)= i[(xzyz —x3y2)—(ys — y2 )+ (x5 — x2)y] (152)
N> (x,y)=i[(X3y1 —x1y3)—(y1 -3 )x+(X1 —x;)y] (ISb)
N3 (x,y)z L[()myz —xzyl)—(yz - N )x+(m — X1 )y] (150)

24.

Burada x; ve y;, alt indis ile belirtilen diiglimiin koor-
dinatlar1 ve 4, eleman alanidir. Sonlu elemanlar meto-
dunda standart Galerkin yontemi kullanilarak diigiim
noktalarindaki yer degistirme degerleri, asagidaki li-
neer denklem sisteminin ¢dzlimiiyle bulunur.

Ku' =f (16)
Burada f eleman digiimlerine taginan yiiklerin olus-

turdugu vektori, K ise rijidlik matrisidir ve lineer tig-
gen sonlu eleman igin,
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K = 4.1(SN)'C(SN) (17)

olarak tanimlidir. Yer degistirmelerin bulunmasinin ar-
dindan, sonlu elemanlar ¢6ziimiine ait gerilme degerleri
Esitlik 18 ile hesaplanacaktir.

6" = CSu" (18)

Diizeltme tekniginin amact Esitlik 18 ile bulunan ge-
rilme degerinden daha dogru ve belirli bir bolgede ta-
nimli siirekli bir gerilme alani, ¢*, olusturmaktir. Bu
gerilme alani, sonlu elemanlar formulasyonunda da
kullandigimiz sekil fonksiyonlari ve diigiim gerilme-
leri cinsinden Esitlik 19°daki gibi ifade edilir.

6" =Ng’ (19)
veya

oi(x,y)=Ni(x,y)a; + No(x, y)as, + Na(x, y)as;  (20a)
o‘j(x,y): Nl(an/)Ej»l + Nz(x,y)(?f,z + N3(xay)5;3 (20b)

ao(x,y)= Nilx, )75, + Na(x, )75, + Ns(x, »)75,  (20¢)

Burada oy, ;i ve o4 (=1,2,3) liggen sonlu ele-
manlarin ilgili diigiim noktalarindaki gerilme degerle-
ridir. HYD tekniginde bu diigiim gerilmeleri birer
polinom agilimdan, o} ’den elde edilirler. Bu polinom

fonksiyonlar, sonlu elemanlar formulasyonunda kullanilan
sekil fonksiyonlari ile ayni derecede olacaktir.

6p = {agx,apy,apxy} vektoriiniin bilesenleri,

ope =pTax (21a)
o7, =p"a, (21b)
ngy = PTaxy (2 1 C)

Burada p sekil fonksiyonlarimiz ile ayni derecede olan
polinom fonksiyonlarinin terimlerini igeren vektordiir.
iki boyutlu lineer {iggen eleman kullanldigimiz icin p
vektoriiniin bilesenleri,

p={l x y (22)

Esitlik 21a-21c’de yer alan a.,a,,a., vektorleri
polinom agilim i¢in gereken katsay1 vektorleridir. Bu
katsay1 vektorlerinin belirlenmesi igin hizli yakinsayan
noktalarda sonlu elemanlar ¢6ziimiiyle hesaplanan ge-
rilmeler ve HYD iyilestirmesi ile bulunmak istenen
gerilmeler arasindaki farklarin karelerinin toplaminin
minimum yapilmasi prensibi kullanilmaktadir. Bu islem
sonucunda katsay1 vektorlerini bulmak igin gereken
esitlikler elde edilir.

2. ppTa: =) pop, (23)
ZPPT ay :Zpo'py (24)
prT Ay = Zpapxy (25)
)
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Sekil 1. Lineer iicgen elemanlarin olusturdugu yama
(Patch for linear triangle)
® yama merkez diiglimii (patch center node)

Jgerilmeler i¢in hizli yakinsayan noktalar (superconver-
gent points for stress values)

Burada n yama igerisinde bulunan hizli yakinsayan
noktalarin sayisidir (Sekil 1). Katsay1 vektorleri,

a;,=A"Db, , (j =X, xy) (26)

A=Y plxi, ) pTxi, i) 27)
i=1

b, = plx, yi)ot(xi, yi) (28)
i=1

ve xi,yi hizli yakinsayan noktalarin koordinatlaridir.
6 = {a}‘)‘ NN } gerilme bilesenleri ve iyilestirilmis

diigiim gerilme degerleri, a;, (j=x,y,xy) vektorlerinin
bilesenlerinin bulunmasi ile elde edilmis olur. Coziim
adiminda herhangi bir elemanda olusan hata veya
bolgesel hata degeriyse,

exe =

¢’ —o"| (29)

olarak hesaplanmistir. Burada 07,0} ve ox, HYD tek-
nigi ile diizeltilmis gerilme degerleri, o,0% ve ol
standart sonlu elemanlar metodundan bulunan gerilme
degerleridir.

3. ELEMAN AGI VE SIKLASTIRILMASI
(ELEMENT MESH AND REFINEMENT)

3.1 Ucgenlestirme (Triangulation)

Uggen ¢oziim ag1 olusturulmas: oncesinde gerekli
adimlar, sinir ve i¢ alan diigiim noktalarmin olusturul-
masidir. Geometrik alanmin karmasik olmasi ve i¢
bolgede bosluklarin bulunmast diizenli dagilmis noktalar
kiimesi ve ag yapisi olusumunu kisitlayici faktorlerdir.
Bu durumda iiggenlestirme igin gereken noktalarm olus-
turulmasinda rastgele iiretilen noktalardan yararlanila-
bilir. Bunun igin problem geometrisi alt bolgelere boliin-
miis, her bir alt bolgede rastgele bir nokta olusturul-
mugstur. Bu alt bolgeler genellikle kare olmakta, boyut-
lar1 ise nokta yogunluguna bagli olmaktadir. Geometrik
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b
c AN
(a) (b)

Sekil 2. a. Bos ¢ember kuralina uyan iiggenlestirme

b. Kurala aykir1 tiggenlestirme (a. Triangulation obeying empty
circle rule b. Triangulation which does not obey the rule)

alan i¢inde olusturdugumuz numaralandirilmis noktalar
ilk noktadan son noktaya kadar taranarak ii¢ggen olus-
turacak ii¢ nokta se¢imi yapilir. Bu taramada tiggen
koselerini olusturacak {i¢ nokta i¢in {i¢ adet for dongii-
sii gerekir. Uggen elemanlar birbirlerine girisim yap-
mayacak sekilde olusmalidir. Yani eleman kenarlar1 bir-
birlerini kesmemelidir. Segilen noktalarin olusturdugu
iicgen Delaunay tiggeniyse bagka bir ifadeyle bos
cember kuralina uyuyorsa kesisim veya girisim yapma
olasilig1 ortadan kalkar. Bos ¢gember kuralina gore s;, s;,
sk noktalarinin olusturdugu tiggene ait ¢cevre ¢emberin
icinde herhangi bir diigiim noktasinin bulunmamasi
gereklidir (Sekil 2a) [18]. Bu islem igin de ek olarak
bir adet for dongiisii gerekmistir.

3.2. HYD Hata Gostergesi Kullanarak Siklagtirma
(Refinement Using SPR Error Indicator)

[teratif ¢oziimlemede bir hesap adiminda belirlenen hata
seviyesi elde edilemedigi takdirde, yiliksek hata degeri
olan bolgelerde iiggen elemanlar silinerek daha kiigiik
sonlu elemanlar ile ¢dziim ag1 olusturmak gerekmek-
tedir. Bu boliimde Esitlik 29°da verilen ve elemanlarda
hesaplanacak olan hata degerleri kullanilacaktir. Hata
degerinin asilmas1 durumunda eleman igerisine Delau-
nay noktast eklenerek yeni diigiim noktasi teskil edi-
lecektir [17]. Bu yontemde, yeni olusturulacak digiim
noktasinin yeri i¢in tiggen ¢evre ¢emberin merkez nok-
tas1 esas alimmaktadir. Yeni eklenecek diigiim noktala-
rin hepsi olusturulduktan sonra, ¢éziim ag: tekrar tes-
kil edilecektir.

3.3. Gerilme Degisimi Kullanarak Siklagtirma
(Refinement Using Stress Change)

Yeni ¢dziim a1 i¢in nokta olusumunda ikinci bir yontem
olarak, birbirlerine komsu diigilimler arasindaki geril-
melerin degerlerini karsilastirma sonucunda, iiggen
kenart iizerine nokta ekleme kullanilmustir. Tki komsu
diigiim arasinda gerilme gradyani parametrik bir deger
haline getirilir ve kullanicinin belirleyecegi degerden fazla
olmasi durumunda eleman kenarinda yeni bir diigiim
noktast olusturulur. Bu diigiim noktasi, kenar orta nok-
tasina yerlestirilebilecegi gibi bir agirlik fonksiyonu
kullanarak farkli mesafelere de yerlestirilebilir.

4. SAYISAL ANALIiZLER (NUMERICAL ANALYSIS)

Dairesel delikli levhaya y=0 ve y=b smirlarinda, y ekseni
dogrultusunda q diizgiin yayil yiikii etkidigi diisiiniil-
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(a) (b) (©
Sekil 3. a. Levha geometrisi b. Baglangic ¢oziim ag1

c. Sonug ¢ozlim ag1 (a. Geometry of the plate, b. Initial mesh,
c. Final mesh)

miistiir (Sekil 3-a). Boliim 3.1°de verilen yontemle olus-
turulan baglangi¢ sonlu elemanlar aginda delik etrafin-
da olusan tiggen elemanlar ¢ok kiiciik i¢ acili iggenler
olarak olugmaktadir. Bu tip elemanlar katilar mekani-
ginde sonlu elemanlar analizi igin istenilmeyen ele-
manlardir. Ancak ilerleyen iterasyonlarda bu liggenler
otomatik olarak eskenar iiggenlere yakin tiggenler ile
siklasacaktir. Probleme ait geometrik sabitler, a = 6 m,
b =8 m, r=0.5 m’dir ve birim genislik diistiniilmiistiir.

Levha q = 10 N/m ¢ekme etkisi altinda bulunmaktadir.
HYD teknigi ve gerilme degisimi ile arka arkaya dort
iterasyon gergeklestirilmistir.Bu iterasyonlar sirasinda
olusan baslangi¢ tiggen eleman ag1 ve HYD teknigi
sonucunda olusan sonug ii¢gen eleman agi ile elde
edilen gerilme grafikleri sunulmaktadir (Sekil 3 ve 4).

34 nolu diiglim i¢in olusturulan yama igin Esitlik 24°de
verilen a, katsayilar1 hesaplanmis ve bu yamada ge-
cerli olan bir polinom fonksiyon o, = PTa, olarak elde
edilmistir. Bu fonksiyon ¢,(x,y)=a, +ayx+asy sek-
linde bir yiizeyi gosterir (Sekil 5). Fonksiyon yardi-
miyla eleman diigiimlerinde veya bagka bir noktasin-
da gerilmeler HYD teknigi kullanilarak hesaplanmig
olur. Arka arkaya yapilan dort iterasyon ile birinci
yontemde 779 liggen elemanla, ikinci yontemde 1155
licgen elemanla analitik ¢6ziime yaklagilmistir. Bu
diigiim noktas1 igin olusturulan yama HYD teknigiyle
hesaplanan hata gostergesine gore yapilan iteratif ¢o-
zim ile gerilme degisimi iteratif ¢dziimii sonucu elde
edilen normal gerilmenin {liggen eleman sayisiyla degi-
simi Sekil 6’da sunulmaktadir. Burada [19] da yer alan
hata tahmini yontemiyle ¢6ziilmiis benzer bir problem
HYD* ¢oziimii olarak goriilmektedir.

o 2 f & o B '] 2 4 6
Sekil 4. HYD teknigi kullanarak uyarlamali sonlu
elemanlar analizi gerilme degisimleri (Stresses obtained
from results of adaptive finite element analysis using SPR)
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Sekil 5. x,y = 3.5,4 koordinatlarinda bulunan 34 nolu diigiim i¢in olusturulan yama ve HYD gerilmesi grafigi

(Recovery patch and SPR stress graph for the point x,y = 3.5,4)
354

779 eleman
30.47

1154 eleman
30.8
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—B—HYD ¢dziimii

=+
4 1
£ 1z o g . -
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> --- Analitik ¢oziim
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Uggen sonlu eleman sayist
Sekil 6. 34 nolu diigiim i¢in normal gerilmenin sonlu

eleman sayisi ile degisimi (Normal stress variation versus
element number for the point 34)

Ayrica plak igerisinde o, normal gerilmesinin delik
kenarindan itibaren mesafe ile degisimini elde etmek
amaciyla ornek bir delikli levhanin %4’liikk alan1 model-
lenmistir. Bu 6rnek i¢in alman delik geometrisi ile HYD
uyarlamali ¢6ziimii ve analitik ¢ézliimiin [20] karsilas-

35 -
—&— Sonlu Elemanlar
—a— Analitik Gozim
30 A
25 A
<& 90
E
£
6 15 4
10 4
5 4
ikinci iterasyon
0 T T !
0 1 2 3
x(m)

Gy (N/m?)

tirmali grafikleri ikinci ve dordiincii iterasyonlar igin
elde edilmistir (Sekil 7). Bu grafiklerin olusturulma-
sinda y=4 smirinda bulunan diigiimler kullanilmistir.

5. ALGORITMA iCiN TEST (I'EST FOR THE ALGORITHM)

Bu testin amaci Boliim 4’de yer alan dairesel delikli
levhada olusturulan baslangi¢ tiggen eleman aginda
bulunan ¢ok kiiciik i¢ a¢ili tiggenlerin sonlu elemanlar
siklagtirmasina hakim olup olmadigimi anlamaktir. Bu
tiir elemanlar problemin dis sinirlarindaki diigiim nok-
tast araliginin, delik smirlarindaki noktalarin araligin-
dan ¢ok fazla olmasindan kaynaklanir. Bu nedenle, en
basit geometriye sahip bosluk olan {iggen ve dortgen
bosluklar olusturularak, bosluk smirlarinda baslangic
nokta liretiminde en az sayida sinir diiglimii elde edil-
mis ve nokta araliklari birbirlerine yakin olmustur (Se-
kil 8). Elde edilen ¢oziim aginda higbir ¢ok kiigiik i¢

35 4
—e— Sonlu Elemanlar
30 —a— Analitik Cézim
29.441

25 4
20 4

15 -

10 -

5 4

dordiincii iterasyon
fal

T o T T T T

0.06 0.11 0.16 0.21 0.2¢

x(m)

Sekil 7. y=4 smirindaki o, normal gerilmesinin degisimi ve ¢dzliim aglari (c, normal stress variation at y=4 boundary and

finite element meshes)
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Sekil 8. Test 6rnekleri: a. Baglangi¢ eleman agi, b. Sonug

eleman ag1, c. Deformasyonlar (Test examples: a. Initial mesh,
b. Final mesh, c¢. Deformations)

acilt igne olarak tabir edilen eleman bulunmamaktadir.
Yapilan iterasyonlar sonucunda uygulanan yiik ve bos-
luklar dikkate alindiginda beklenilen eleman siklagtirmasi
algoritma tarafindan basartyla gerceklestirilmistir.

6. SONUCLAR (RESULTS)

H-tipi sonlu elemanlar ile iteratif ¢dziimle yapilmis ve
yontem hakkinda gerekli bilgiler sunulmustur. Iteratif
¢oziimleme yapmak i¢in iki ayri yontem secilmistir.
Bu yontemlerden birincisinde HYD teknigi kullanila-
rak hatalarin kontrolii ile birlikte yiiksek hatali ele-
manlara Delaunay noktasi ekleme suretiyle ¢6ziim ag1
yenilenmistir. Se¢ilen bir nokta etrafinda olusturulan
yama iizerinde gegerli olan HYD tekniginin kullanil-
masi ile sonlu elemanlar ¢oziimiinde gergek degere
daha yakin sonuclar elde edilmektedir. Genellikle elde
bulunmayan kesin ¢ézlimiin yerine gergege sonlu ele-
manlar ¢oziimiinden daha yakin olan HYD gerilme
degerleri kullanilarak hatalar hesaplanmustir. ikinci yon-
temde ise hata kontrolii yapilmaksizin diigiimler arasi
gerilme degisimleri kontrol edilerek yeni ¢6ziim agi
olusturulmustur. Bu yontemde sisteme eklenecek yeni
diiglim noktalar1 {iggen sonlu elemanlarin kenarlari iize-
rinde bulunmaktadir.

HYD teknigi lineer iiggen sonlu elemanda basariyla
kullanilmstir. Bu yontem sayesinde sadece geometrik
sinir bilgilerinin bilgisayar verilmesiyle otomatik ola-
rak ¢oziim yapilabilmektedir. Yapisal diizensiz liggen
elemanlar ag1 kullanimi ile siklagtirma daha az sayida
iicgen elemanla gerceklesmistir. Yapilan karsilastirma
sonucunda HYD teknigi ile iteratif ¢6ziimiin, gerileme
degisimi algoritmasina gore daha az sayida ii¢cgen
eleman kullandig1 goriilmiistiir. 77 adet iiggen sonlu
eleman ile baslayan iterasyonlar dordiincii iterasyonun
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sonucunda HYD tekniginde 779, gerilme degisim al-
goritmasinda ise 1154 {iggen eleman ile sonuca yak-
lasmugtir. Uretilen sonlu elemanlar gerilme degisim
algoritmasinda HYD teknigine gore yaklagik %50 daha
fazla sayida olmustur.

Her iki yontem de iterasyon zamanlari agisindan yak-
lagik olarak ayni siirede ¢alismaktadir. Bu agidan da
bakildiginda esit siirelerde daha az iiggen eleman fire-
tebilen HYD teknigi daha avantajli goriilmektedir.
Cok daha fazla serbestlik derecesine sahip problem-
lerde elde edilecek denklem takimi sayisinin en az se-
viyede olmasi ¢6ziim igin gerekecek bilgisayar hafiza-
s1 problemini de azaltacaktir.

[k bakista, olusturulan baslangi¢ ¢6ziim agmda bulunan
¢ok kiigiik acili liggen elemanlarin iterasyonlari etkile-
yecegi ve eskenar liggenlerden c¢ok uzak olan bu
elemanlardaki hata seviyesinin yiiksek olmasinin ele-
man geometrisinden kaynaklanabilecegi diisiiniilmiis-
tiir. Ancak dordiincii boliimde yer alan ve biitiiniiyle
eskenar sonlu elemanlara yakin elemanlardan olusan
test geometrileri sonucunda bosluklar etrafinda siklas-
ma gergeklesmis ve siklagsmada tiggen elemanlarin ¢ok
kiiciik acili veya eskenar liggene yakin olmasinin etki-
sinin olmadig1 sonucuna vartlmstir. Burada yiiklii lev-
hada bulunan geometrik siireksizlikler rol oynamaktadir.

Uyarlamali olan ¢6ziimlerin mantiginda daha az sayi-
da sonlu elemanla dogru sonuca ulasma istegi bulun-
maktadir. Bu da HYD teknigi ile elde edilebilmektedir.
Verilen algoritmalar ile igerisinde istenilen sekilde ve
sayida bosluk igeren yiiklii levhalarin gerilme analiz-
leri kullanicinin geometrik stireksizlikleri belirlemesine
gerek kalmaksizin gerceklestirilebilmektedir.
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