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OZET

Bu calismada sivi-sivi—kati ii¢ fazli karisimin yatay silindirik boru igerisinden akist incelenmistir. Kararli akigi
ifade eden diferansiyel denklem sisteminin D’Alambert yontemi ile analitik olarak ¢oziimiinden karisim
fazlarinin yerel hizlar1 igin ifadeler elde edilmistir. Bu karisimin kararsiz akisi sonlu farklar yontemi kullanilarak
sayisal yontem ile de ¢oziilmiistiir. Kararli akisin gelisim siirecini gérmek i¢in fazlarin yerel hizlarinin zamana
bagl grafikleri ¢izilmistir. Kararli akigin analitik ve sayisal ¢oziim sonuglart farkli yarigaplar i¢in yerel hiz
grafikleri ¢izdirilerek karsilastirilmistir. Her iki ¢6ziimden elde edilen hiz profillerinin uyum igerisinde olduklari
saptanmustir.

Anahtar Kelimeler: Uc fazli akis, karsilikli etkilesim katsayisi, sayisal ¢oziim, yerel hiz.

THEORETICAL EXAMINATION OF THE THREE PHASE MIXTURE FLOW IN
THE HORIZONTAL CYLINDRICAL PIPE IN HOMOGENEOUS CONDITIONS
WITHOUT GRAVITY

ABSTRACT

In this study, liquid-liquid-solid three phase mixture flow through the pipe have been investigated. A differential
equation system representing the steady state flow has been solved analytically with D’Alambert methods;
formulas for the local velocities of the mixture phase have been obtained. The unsteady state flow of this mixture
was also solved numerically by using finite difference equation method. Local velocity-time graphics has been
obtained to see the phase in steady flow progress. The analytical and numerical solution results of steady state
flow are compared by plotting local velocity graphs for different radiuses. It was obtained that the velocity
profiles from both of the solutions are identical.

Keywords: Tree phase flows, interaction coefficient, numeric solution, local velocity.
1. GIRIS INTRODUCTION) amactyla bir matematik model gelistirmislerdir.
Akiskan olarak su, petrol ve gaz kullanmiglardir.

Cok fazli akisa bir¢ok uygulamada rastlanmaktadir.

Bu akiglarda bilesenlerin hiz ve debilerinin bilinmesi ~ Chen ve arkadaslari [2] pleksiglas malzemeden

oldukg¢a 6nemlidir. Cok fazli karigimlar iizerine ¢esitli
caligsmalar yapilmis, kararli ve kararsiz hareketlerinin
incelenebilmesi i¢in farkli modeller gelistirilmistir [1-
10].

Ghorai ve arkadaglar1 [1], yatay bir boruda ¢ok fazli
akis i¢in akiskanlarm hacimsel debilerine bagli olarak
farkli sartlarda basing derecelenmesini belirlemek

yapilmis borudan gaz, yag ve su karisimi iceren ii¢
fazli akisin basing diislisiine, debinin ve fazlarin
fiziksel ~oOzelliklerinin etkilerini deneysel olarak
incelemislerdir. Boru igerisindeki akig, yag iiste, su
alta olacak sekilde akmaktadir. Su ile yag fazlar
sinirinda birbirinden farkli ylizeyler olmasi nedeniyle,
tam gelismis akis halinin diigiik hizlarda gergeklestigi
goriilmiistiir.
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Dagli ve arkadaglart [3] sivi-kat1 iki fazli akis igin
Moddy diyagrammin uygulanabilirligini incelemistir.
Oztiirk ve arkadaslar1 [4] su tagkinlarryla tasman kati
madde miktarlar1 bulmak igin eldeki verileri
kullanarak debi ile katt madde miktar1 arasinda bir
bagint1 gelistirmistir. Badr ve arkadaslar1 [5] sivi-kati
iki fazli akista, ani ¢ap degisimi olan dikey bir boruda
katt madde miktar1 ve sivi hizimmi, ii¢ boyutlu
matematik model kurarak, farkli partikiil ¢aplar1 ve
farkli hizlar i¢in kati madde miktarn1 bulmustur.
Zhang ve arkadaslar1 [6] sivi-kat1 bir boyutlu akista
deneysel verilerle simiilasyon ve niimerik hesaplama
yaparak bunlar kargilastirmistir. Atik ve arkadasi [7]
ise sivi-kat1 iki fazli karisigmin bir boyutlu akisini
analitik ve sayisal yontemler ile incelemisler.

Uygulanan modellerden birisi de Rahmatulin
tarafindan verilen, Fayzullayev ve diger bilim
adamlar1 tarafindan gelistirilen karsilikli etkilesim
halinde hareket modelidir [8-10]. Bu modele gore
karisimi olusturan akiskanlarin her birisinin ayrica
yerel hizlari ve sabit fiziksel ozellikleri vardir.
Akigkanlar birbirileri ile karsilikli etkilesim halinde
harekette bulunmaktadirlar ve siireklidirler. Karisimda
akiskanlarmm homojen bir sekilde dagilmis olduklar:
varsayllmaktadir. Rahmatulin modeline goére iki ve
daha fazla akigskan karigiminin kararsiz hareketleri bir
diferansiyel denklem sistemi ile ifade edilebil-
mektedir. Rahmatulin modeline gore ii¢ fazli kararsiz
akis asagida verilen diferansiyel denklem sistemi ile
ifade edilebilmektedir.
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Goriindigi gibi, denklem sistemi fazlarin her birisi
icin yazilmis olan Navier-Stokes ve siireklilik
denklemlerinden olusmaktadir. Burada Ki,, Kj3, Ky;
fazlarin karsilikli etkilesim katsayilaridir.

2. ANALITIK COZUM (ANALYTICAL SOLUTION)
[gerisinden ii¢ fazli karigimmn aktif1 yatay silindirik
boru Sekil 1°de gosterilmistir. Akisin tek boyutlu (z

ekseni boyunca) ve simetrik oldugu disiiniilerek
asagidaki ifadeler yazilmstir:
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Ulr(l’)=0; uzr(r):() 5 U3r(l’)=0
U, (r)=0;u,,(r)=0;u,,(r)=0

ou, (1), au, ), 2, ()
b b a¢

a9 a9

Bu durumda fazlar i¢in siireklilik denklemleri de

aulz(r) auzz(r)zo. au3—2(r):0

02 ; 02 ’ 02

=0

sekillerinde yazilacaktir.

Yapilan sadelestirmelerden sonra (1)-(3) denklemleri
asagida gosterildigi gibi yazilabileceklerdir.

Ju o’u, 1du
P ~INFm 1{5}525}5} @
+K12(u2 _u1)+K13(u3 _ul)
ou, [0%u, 10u, ]
—2=—f,N+f S
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Kararli akis icin (4)-(6) denklemleri;

d’u 1d

h {d: +rﬂ+Klz(%—q)+Kn(u3 —4)=Nf (7
(du, 1du |

fz“z_ er:Z +rd%_+Klz(ul )+ KU~ )=NE (8)
[dPu, 1dy |

f3ﬂ3_erZJB+rdL:_+K13(U1_Us)+K23(Uz_Us)=Nf3 ©)

yazilis seklini alacaklardir. Burada yazimda kolaylik
saglamak acisindan

ulz(r):ul(r): u,
UZZ(I’)ZUZ(I’)ZUZ,
U3Z(I’)=U3(I’)=U3,

isaretlemeleri yapilmigtir. Sinir sartlari,
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Sekil 1. Yatay silindirik boru (Horizontal cylindrical
pipe)

u,(R)=0, u,(R)=0, u,(R)=0dir. (10)

(7)-(9) denklemleri taraf-tarafa toplanir ve r
degiskenine gore her iki tarafi (10) denklemlerinde
verilen sinir sartlar1 dahilinde integre edilirse,

fiauy + fou,u, + fiusuy = N(rz - Rz) (1)
elde edilir. Buradan,

fu U —

fou N
 ——2u
fap3

2 2
+ r-—-R (12)
fius 2 fu ( )

Uy =—

yazilabilir. (8) ile (9) denklemleri ve (7) ile (9)
denklemleri taraf-tarafa toplanir, u;’lin ve tiirevlerinin
ifadeleri de yerlerine yazilarak sadelestirilirse,

1d 1 K |
A _ay+bu=N———1 [’ —R|| 13
a? rar 1o h{ul 4f1,ulf3,u3( )_ (13)

1d 1 Ky; )
—2 4+~ —Z_cy+du=N——2—*-R|| (14
daf rdr Hred ’\{uz 4f2u2f3u3( )_ (14)

denklemleri elde edilir. (13) ve (14) denklemlerini
D’Alambert yontemi ile ¢ozelim. Bunun igin (13)
denklemini her hangi bir A ile ¢arpip (14) denklemi
ile taraf-tarafa toplayalim.

d? d

@(Aq+u2)+a(Aq+u2)—nf(Aq+u2)

:N|:[A+1J+ 1 [AKB_'_ Ky JR2:| (15)
Woowy ) A\t fLu

_ N [AKB_'_ K23 Jrz
4t \ o fu

(15) denkleminin (10) denklemindeki sinir sartlari
dahilindeki ¢oziimii,

e

+Q—3W—#%é2}a®
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seklinde olacaktir. Burada,

B = ! (AK13+K23J;D1=ﬁ+L
4t fi BV H Hy

B, = 1 (AQK13+K23J;D2=&+L
4t fiy fo1t,

_KptKi K oK —K13%

a bl 9
fu fiu fu fu F3015

c= K12+K23+ Ky d= Kip K fin

fort, fas3 T fort, z font f3015
N’ =c-bAve A=""—— isaretlemeleri yapilmistir.
A= aA-d denklemin ¢oziimleri,
c—bA
A= —(a—0)+y(a—c/ +4bd . A= —(a—0)—/(a—c) +4bd
b T b

olacaklardir. A; ve A;’ nin ifadeleri (16) denkleminde
yerlerine yazildiklarinda,

Au -+,

_ N8 Lm0 o el 4B |17
) rrf[ﬂf j'o(nﬂ 08 -R) nf}
A2u1+u2

4 | 4, | (13)
__N (Bl_DlJ o(myr) +D, _3(r2 _R2)_7Bl
mi\m )l(mR m
elde  edileceklerdir. m = c—bA;
m; =c—bA’dir.  (17) ve (18) denklemlerin
¢oziimiinden 1. ve 2. fazlarm yerel hizlar igin,

Burada,
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ifadeleri elde edilecektir. (19) ve (20) ifadeleri (11)
denkleminde yerlerine yazildiklarinda ise 3. fazin
yerel hizi,

uy(r)

b= (R

Nl 43 IO(mr) 2 43 (21)
nfﬁnf_Dljlo(mR)ml_B‘(r _Rz)_mz}
N4 Yme) e e 48
memf DZ]ImR)*DZ 5°-R) mi}

seklinde bulunacaktir. Burada,
Ny = fuyy = Aoy 5 Ny = fy = Ao,

isaretlemeleri yapilmistir. Karigim fazlarmin yerel
hizlar1 igin (19), (20) ve (21) ifadelerine gore
hesaplamalar  yapilmistir. Karisgimda — kullanilan
maddelerin fiziksel ozellikleri su sekilde alinmistir

[11]:

1 indisli akiskan petrol; f1= 0.6; p; = 30.107 kg/ms;
vi=2.10" m%/s; vi=3.33 10°m%s; p;=900 kg/m’;

2 indisli madde saf su; f,=0.3; b, = 10° kg/ms;
v»=3.107 m2/s; vo=1 10°¢ mz/s; p>=1000 kg/m3 ;

3 indisli ise kum; fi= 0.1; p3 =12.8.10° kg/ms;
v3=1.16.10 m?/s; vs=1.16 10° m?/s; ps=1100 kg/m’;

fazlar arasindaki karsilikli etkilesim katsayilar
K,=320 kgs/m* ; K»3=240 kgs/m"* ; K;3=400 kgs/m",

basing gradyani i;_P = N = -1 Pa/m, boru yarigap1 R =
z

0.02 m olarak almmustir.
3. NUMERIK COZUM (NUMERIC SOLUTION)

Elde edilen sonuglarin  dogru  olduklarini
gosterebilmek igin incelenen problem niimerik
yontem ile de ¢oziilmiistiir. Ug fazli karisimin boru
igerisinden zorlanmig akiginda kullanilan (4), (5) ve
(6) denklemlerinin ¢dziimii, sonlu fark denklemlerine
doniistiiriilerek  yapilmigtir. Diferansiyel esitlikleri
sayisallastirmada kullanilan sonlu fark denklemleri U,
icin asagida verilmistir [12].
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U, _Ure+1=Ure-

22
ot 2At 2)
ou —Ur-
L Ur +1,t—Ur -1t 23)
or 2Ar
aZU1 Ur +1,t=2Ur t +Ur -1t
S (24)

or? Ar?

Bu denklemlerle ¢oziim iteratif olarak yapilmaktadir.
Sekil 2’de goriildigii gibi ¢oziim bolgesi kiiglik
pargalara (sonlu farklar) ayrilmakta, her bir nokta i¢in
diferansiyel denklemi saglamasi istenmektedir [13].

Sinir sartlar1 baglangigta belirlenmis olup, ¢éziimde
bunlara uyularak her bir nokta igin her iki akiskanin
hizlar1 hesaplanmaktadir. Her iterasyon isleminde bir
onceki iterasyon sonuglar1 kullanilmakta ve bdylece
gergege daha yakin degerler elde edilmektedir. Belirli
tekrar sayisindan sonra sonuglar degismez olmakta,
yani gercek degerlere ulasilmis olup islem
bitirilmektedir.

Bu sonlu fark denklemlerinin  (7), (8) ve (9)
denklemlerinde yerine yazilmasiyla elde edilen
sayisal denklemler gelistirilen bir “Visual Basic”
programi yardimiyla biitiin noktalar i¢in hiz degerleri
hesaplanmistir. Coziim bdlgesi zaman ekseni ve
yarigap boyunca 100 er esit pargaya bdoliinmis,
bdylece 100 x 100 = 10000 diigiim noktasi olan ag
elde edilmistir.

Kullanilan sinir sartlart su sekildedir: Baslangigta
biitiin noktalarda hiz sifirdir. Zaman ilerledikce basing
etkisiyle hizlar artmakta fakat boru cidarinda her
zaman hiz sifir kalmaktadir. Sonuglar degismez
oluncaya kadar bu isleme devam edilmistir. Yaklagik
100,000 tekrar sonucunda biitiin noktalarda her iki hiz
sabitlenmis ve bu degerler grafikleri ¢izilmek iizere
bir dosyaya kaydedilmistir.

Karigimi olusturan fazlarin yerel hizlarinin zamana
bagli olarak kararli hale gegisi Sekil 3’te verilmistir.

Sekil 3’ten zamana bagli olarak yerel hizlarm 4.
saniyede kararli duruma ortalama olarak %99, 10.

r R TS|

Sekil 2. Coziim bdlgesinin sonlu parcalara
ayrllma51 (Dividing finite elements of solution location)
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4,5E-03
4,0E-03 A
3,5E-03 A
3,0E-03 A
2,5E-03

2,0E-03 N *ul -ﬁ-UZ

Hiz (m/s)

1,5E-03 A

1,0E-03

5,0E-04

0,0E+00

0 2 4 6 8 10

Zaman (Ss)

Sekil 3. Yerel hizlarin zamanla degisimi (Velocity-time
changes)

saniyede ise kararli duruma ortalama olarak %99.9
oraninda yaklastiklar1 goriilmektedir. Sayisal ¢dziim
sonuglarma gore t = 1.s, t = 5.s ve t = 10.s i¢in yerel
hiz profilleri Sekil 4’te ¢izdirilmistir. Yatay eksendeki
her bir birim 5.10™ m/ s’ye karsilik gelmektedir.

Analitik ve sayisal ¢oziim sonuglarini arasindaki hatay
degerlendirebilmek igin her iki yolla elde edilen
¢oziimlere gore yerel hiz profilleri Sekil 5°te ¢izdirilmistir.

Sekil 5’ten fazlarin analitik ve sayisal ¢6ziim
sonuglarma gore ¢izilen yerel hiz profilleri arasindaki
farkin ortalama da U igin %5.3, U, igin %5.7, U; igin
%6.5 olduklar1 goriilmektedir.

4. SONUC VE DEGERLENDIRME
(RESULTS AND DISCUSSION )

Makalede ¢ fazli karigimlarin yatay silindirik
borudaki akiglart teorik olarak incelenmistir.
Problemin analitik yolla ¢oziimii i¢in D’Alambert
yontemi kullanilmistir. Analitik ¢6ziim sonucunda
kararlt akis i¢in fazlarm yerel hizlarmin akiskanin
fiziksel ozelliklerine, boru yarigapmna ve koordinata
bagli olan dagilim ifadeleri elde edilmistir. Kararl
akis i¢in elde edilen analitik ¢6ziim formiillerine gore
hesaplamalar yapilmistir. Kararsiz akisin diferansiyel

0,02 ‘ ,
1 sayisal
0.018 ey, sayisal
0,016 u3 sayisal
0,014 =1 Analitik
E 0012 - =2 Analitik
= =03 Analitik
g 0011
g 0,008 A
0,006
0,004
0,002 A
0 3
0,E+00 1,E-03 2,E-03 3,E-03 4,E-03 5,E-03
Hiz (m/s)

Sekil 5. Kararli hal durumunda sayisal ve analitik

¢Oziimdeki hiz degerleri (Velocity values according to the
numerical and analytical solution in the steady state)

denklemleri sayisal yontem ile de ¢oziilmiistiir.
Kararli akismn gelisim siirecini gérmek igin fazlarmn
yerel hizlarinin zamana bagh grafikleri ¢izilmistir.

Yerel hizlarin kararli durumdaki hiz degerlerine
ortalama olarak 4. saniyede %99, 10. saniyede %99.9
yaklastiklar1 tespit edilmistir.

Kararli hal i¢in her iki yontemden elde edilen hiz
profillerinin birbirlerine yakinliklarmi gérmek igin;
fazlarm yerel hizlarmm boru kesiti boyunca dagilim
grafikleri aynmi eksen takimlar igerisine ¢izilmistir.
Analitik ve sayisal ¢oziim sonuglar1 arasindaki farkin
ortalama % 5.83 oldugu goriilmiistir. Bu sonuglar
hesaplamalarin dogru olduklarini gostermektedir.

SEMBOLLER (SYMBOLS)

f, 1y, T, : Fazlarin karisimin birim

hacmindeki miktarlar1
(fi+f+f,=1).
lo : Modifiye Bessel fonksiyonu
Ky, Ky, K3t Fazlarm karsilikli etkilesim

katsayist (kgs/m®*)

Yarigap (m)

10.s Hiz (m/s)

Sekil 4. Farkli zamanlardaki hiz profilleri (Velocity profile changes at different times)
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oP
N = 8_ : Basmg¢ derecelenmesi
z
P : Basing (Pa)
R : Boru yarigap1 (m)
r,z,p : Silindirik koordinatlar
t : Zaman (s)
Up,U,, Uy : Fazlarin eksen boyunca yerel
hizlar1 (m/s)
- - -
V,,V2,V3 : Fazlarin hiz vektorleri (m/s)
My My, My : Dinamik viskoziteler (kg/ms)
Vii>Vais Vi : Fazlarm indirgenmis kinematik
viskoziteleri (kg/ms)
P1sP2>P3 : Fazlarm yogunluklar1 (kg/m®)
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