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OZET

Bu calismada, iki boyutlu elastodinamik problemlerin ¢6ziimii igin siireksiz kuadratik sinir eleman formiilasyonu
yapilmistir. Fourier doniisiim uzayinda yapilan formiilasyonda, integral denklemlerin ¢oziimii Gauss sayisal
integrasyon yontemi ile yapilmaktadir. P sabit ve Q hareketli noktalarinin ayni eleman iizerinde olmasi halinde
ortaya cikan, 1/r tekilligi kaldirilarak, Ln(1/r) tekilligi ise uygun logaritmik ve standart Gauss yontemlerinin
kullanilmasiyla giderilmistir. Yapilan formiilasyona dayali, iki boyutlu dinamik analizler i¢in genel amagh
bilgisayar programi hazirlanmistir. Fourier doniisiim uzayida dinamik analiz yapan program ile frekansa kiigiik
degerler verilerek elastostatik analiz de yapilabilmektedir. Iki adet dinamik problem ¢oziilmiis ve elde edilen
sonuglarin, literatiirde verilen sonuglarla uyum i¢inde oldugu goézlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Elastodinamik, sinir eleman metodu, siireksiz kuadratik sinir eleman, Fourier uzay1.

FORMULATION OF 2D ELASTODYNAMIC PROBLEMS
WITH BOUNDARY ELEMENT METHOD

ABSTRACT

In this study, discontinuous quadratic boundary element formulation is presented for analysis of elastodynamic
problems. In the formulation, which is performed in Fourier transform space, the integral equations are solved
numerically by Gaussian quadratures. 1/r and Ln(1/r) singularities that exist when source point P and varied
point Q are within same element either removed or manipulated by using logarithmic and standard Gaussian
quadratures. Based on the formulation presented in this study, a general purpose computer program is developed,
for two dimensional dynamic analyses. The program performs the analysis in Fourier transform space and the
program which is developed for elastodynamic analysis can also be used for elastostatic analysis by assigning a
small value to the frequency. Two dynamic problems are solved and the obtained results are compared with
those in the literature.

Keywords: Elastodynamics, boundary element method, discontinuous quadratic boundary element, Fourier
space.

sonsuzda yayilma sartlarinin dolayli olarak hesaba
katilmast miimkiin olmaktadir [6].

1. GIRIS INRODUCTION)

Sinir eleman yodnteminde, ele alinan cismin davra-

nisini idare eden diferansiyel denklem, cismin sinirlari
iizerinde tanimlanan integral denkleme donistiirtile-
rek, yalnizca ¢éziim bolgesi sinirmin elemanlara bo-
liinmesi yeterli olmaktadir [1-5]. Boylece, ¢oziilecek
denklem sayis1 onemli Ol¢iide azalmaktadir. Sinir ele-
man yonteminin kullanilmasi ile problemin boyutlari-
nin indirgenmesi, sonuglardaki yiiksek kesinlik ve

Sinir eleman yonteminde integral denklemlerin ¢6zii-
miinde kullanilan biiyiikliiklere bagli olarak direkt
sinir eleman yontemi ve direkt olmayan sinir eleman
yontemi olmak iizere, iki farkli yaklasim yapil-
maktadir [1]. Direkt olmayan sinir eleman yakla-
siminda integral denklemler fiziksel anlami olmayan
biiytikliikler kullanilarak ¢6ziiliip, deplasman ve geril-
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me gibi smir biylikliikleri belirlenmektedir. Direkt
olmayan sinir eleman yaklagiminda ya birinci temel
¢Ozlimiin ya da ikinci temel ¢dziimiin siiperpozisyon-
lar1 kullanilir. Tkinci temel ¢dziim (traction) kullanila-
rak yapilan ¢éziimleme, deplasman siireksizligi olarak
bilinmektedir [7]. Shen [8] ¢alismasinda zaman uza-
yinda direkt olmayan yaklasim kullanilarak iki boyut-
lu elastodinamik problemler igin analitik ¢oziimil
incelemistir.

Direkt yaklagimda ise, integral denklemler dogrudan
sinir biiyiikliikleri cinsinden yazilip, bilinen ve bilin-
meyen simir biiylikliikleri birbirine baglanmaktadir.
Bu calisgmada formiilasyon, direkt smir eleman
yontemi ile yapilmistir. Bu yontemde, probleme ait
diferansiyel denklemler integral denklemlere dontistii-
riilmektedir. Problemde hacim kuvvetlerinin bulun-
mas1 durumunda, hacim integralleri de sinir integrali-
ne doniistiiriilerek integral denklemlerin tamami sinir
iizerinde tanimlanabilmektedir [9]. Integral denklem-
lerin i¢inde yer alan temel ¢éziimler, sonsuz ortamda
birim yiikleme yontemiyle analitik olarak elde edile-
bilmektedir [10]. Integral denklemler olusturulduktan
sonra ikinci adimda, ¢6ziim bolgesinin smirt kiigiik
elemanlara boliinmekte ve probleme ait bilinmeyen
sinir bityiikliikleri integral denklemlerin sayisal ¢6zii-
mii ile hesaplanmaktadir. Frangi [11] integralleri par-
calara aymrarak analitik olarak ¢oziimlemeyi tasar-
lamustir. zotropik elastisite icin tamamen farkli bir
yaklagim kullanilarak ayni yiiksek dereceli tekillik
problemlerinin (hypersingular) diizenlenmesi igin for-
miilasyon gerceklestirilmistir [12]. Bu teknik daha
sonra elastodinamik problemler icin genisletilmigtir
[13].

Bu caligmada, iki boyutlu elastodinamik problem-ler
icin siireksiz kuadratik smnir eleman formiilasyonu
yapilmistir. Yapilan formiilasyon dinamik halde lite-
ratiirde verilen problemlere uygulanmistir. Fourier
doniisiim uzayinda yapilan formiilasyonda, sabit nok-
tanin ve integrasyon noktasinin ayni smir elemant
iizerinde bulunmasindan dolay1 olusan Ln(1/r) ve 1/r
tekillik durumlart g6z Oniine alimmaktadir. Yapilan
formiilasyona dayal1 olarak, iki boyutlu dinamik ana-
liz icin genel amacli FORTRAN77 dilinde bir bilgisa-
yar programi hazirlanmistir. Ayrica Fourier uzaymda
elde edilen sonuglarin zaman uzayina doniistiiriilmesi
icin FFT algoritmasi kullanilmustir.

2. FORMULASYON (FORMULATION)
2.1. Elastodinamik Problemler i¢in Simir Eleman

Denklemi  (Boundary
Elastodynamic Problems)

Element  Equation for

Elastodinamik problemler ic¢in smir eleman denk-
leminin elde edilmesi, literatiirde detayli olarak veril-
mektedir [2, 4, 10, 14]. Hacim kuvvetleri ihmal edile-
rek, iki boyutlu bir cismin elastodinamik analizi igin
sinir eleman denkleminin matris formu,
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cu(P) = [G(P,Q)t(Q)dS - [H(P,Qu(Q)dS (1)
S S

seklindedir. (1) ifadesinde goriilen S cismin smnirini,
integralli terimlerde goriilen G ve H (2x2) boyutunda
matrisler olup elastodinamik problemleri i¢in elde
edilmis olan birinci ve ikinci temel ¢oziimleri, u ve t
ise (2x1) boyutunda deplasman ve gerilme vektorle-
rini, P ve Q noktalar1 ise integral islemlerinde
kullanilan sabit noktay1 ve integrasyon noktasini tem-
sil etmektedir.

(1) denklemi, Sekil 1°de goriilen P noktasinda olusan
deplasmanlar1 sinir yiizeyi (S) ilizerinde tanimlanan
integral ifadelerine baglamaktadir. (1) denkleminin
sol tarafinda goriilen (2x2) boyutundaki ¢ matrisinin
degeri P noktasmin konumuna bagli olarak degis-
mektedir [2].

Yardimer sistemin sonsuz ortam olarak tanimlan-
mastyla elastodinamik problemler i¢in verilen G ve H
temel ¢ozliimleri analitik olarak hesaplanmaktadir
[10]. Fourier doniisiim uzayinda elde edilen temel ¢6-
ziimler,

1
Gy =— |:\P6/k ) 2Y rk:l 2
1 d¥ or
Hy, = > {[g‘%}(azk on +rkn€j
or dy or
_z P S Tt
X[nk I I, I on J dr I, I on

seklinde tanimlanmaktadir. Burada; p kayma modiilii-
ni, ¢, S dalga hizinin degerini, ¢, P dalga hizinin
degerini, p kiitlesel yogunlugu, v Poisson oranini,
G, ve H, sirastyla birinci ve ikinci temel ¢oziim-
leri, r sabit nokta (P) ve integrasyon noktasi (Q) ara-
sindaki uzakhgi, ve 6, ise Kronecker Delta’y1 gos-

termektedir. G, ve H, ifadelerinde birinci indis

(¢), P noktasinda uygulanan birim yiiklemenin yonii-
nii, ikinci indis (k) ise Q noktasinda olusan deplasman
bileseninin

ya da gerilme vektori

belirtmektedir.

yoniini

Sekil 1. iki boyutlu elastik cisim (2-D Elastic Body)
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(3) ifadesinde goriilen c,, ¢, ve Or/dn ifadeleri (4)
esitliklerinde verilmektedir.

2(1-v) or
s =nn 4
\/ T2y S @

Indisli notasyonda yazilan (2), (3) ve (4) esitlikle-
rindeki ¢, k ve i gibi indisler, 1 ve 2 degerlerini
almaktadir. (2) ve (3) denklemlerinde goriilen ¥ ve ¥
fonksiyonlar1 r uzakligina bagli olarak degismektedir.
Bu fonksiyonlar iki boyutlu analizde,

‘I’:Ko(as)+L{K1 (a,) — =K, (ap)} (%)
a c,

S

o2
x =Ky - ; K, (ap) (6)
p

olarak verilmektedir. (5) ve (6)’da goriilen a, ve a,
degerleri,

ior 10T
ag=——"a,=—" (7

C Cp

ifadeleri ile tanmimlanmaktadir.

(5) ve (6) denklemlerindeki Ko, K; ve K,, ikinci tip
modifiye Bessel fonksiyonlarini ve (7) ifadelerin-deki
o ise acisal frekansi1 gostermektedir. Diizlem gerilme
problemlerinde Poisson orani (v) yerine, efektif

Poisson orani (;) kullanilmahidir. Efektif Poisson
orani,

v =v/(1+v) ®)

olarak tanimlanmaktadir. Sonug olarak, (1) denklemi
indisli notasyonda,

¢ U (P) =[G (P,Q)t, (Q)dS
s

9
- [H, (P,Q)u, (Q)dS )
s

ifadesine doniisir.

2.2. Siireksiz Kuadratik Simir Eleman

Formiilasyonu (Discontinuous Quadratic Boundary
Element Formulation)

Sinir eleman yonteminde secilen diigiim noktalari-nin
konumuna gore sinir elemanlar siirekli veya siireksiz
sinir elemani olarak adlandirilmaktadir. Dii-giim
noktalarmin elemanin ug¢ noktalarinda segilmesi
halinde siirekli sinir elemani s6z konusu olmaktadir.
Uc noktalarinda segilen diigiim noktalari komsu ele-
manlar i¢in ortak diigiim noktalart oldugundan bu
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noktalarda sinir bitytikliikleri i¢in siireklilik sartlarinin
saglanmasi gerekecektir. Diigiim noktalarmin elema-
nin i¢ bolgesinde secgilmesi halinde ise elemana siirek-
siz sinir elemani denilmekte ve elemanlar arasi siirek-
lilik kosullarina ihtiya¢ duyulmamaktadir.

Bu ¢aligmada, sinir eleman denkleminin sayisal olarak
¢Oziimii, silireksiz kuadratik sinir eleman for-
miilasyonu kullanilarak yapilmaktadir. Bu amagla, Se-
kil 2°de goriildiigii gibi, cismin sinir1 (S), N adet sinir
elemanina boliinmektedir. Sekil 2°de, S,, elemani igin

N ve k=1, 2, 3) ile gos-
terilmistir. Burada, N eleman sayisini, k ise her bir
eleman tizerindeki diigiim noktas1 sayisini belirtmek-

diigiim noktalart, PI]; (m=1,...

tedir. Sekil 2’de goriilmekte olan m’inci elemanmn PX
sabit noktasi i¢in (1) denklemi,

Cu(Py) = f G(P, Qt(Q)S

(10
-[H(P,,Qu(Q)dS
S

seklinde ifade edilmektedir.

Sinir eleman formiilasyonunda, eleman iizerinde yer
alan bir Q noktasinin koordinatlari,

3 k
X :é¢k(§)xi (11)

denklemi ile, smir elemani ilizerindeki smir biiyiik-
liikleri ise,

3

= Yo (OtF

i Mw

¢k(é)u ;t (12)

ifadeleri ile verilmektedir. Yukaridaki ifadelerde yer

alan x; Q integrasyon noktasinin koordinatlarini, x f

elemana ait k diiglim noktasinin koordinatlarmi,
uf ve t¢ k diigiim noktasindaki sir biiyiikliiklerinin

degerlerini, ¢y sekil fonksiyonlarini ve & ise Q nokta-
smin boyutsuz koordinatini temsil etmektedir. (11) ve
(12) ifadelerinde verilen sekil fonksiyonlari siireksiz

.

Sekil 2. Cisim smmrnm yiiksek dereceli smir

elemanlarma boliinmesi (Higher order boundary element
discretization of the body)
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kuadratik eleman i¢in boyutsuz koordinatlarda,

_15(5
n© =3[ j
é 2
%(&):1—@ (13)
¢3<@=1§[§+1]
2ola

seklinde tanimlanmaktadir (-1<E<1 ve O<oa<1). Sii-
reksiz eleman i¢in 1 ve 3 no’lu diiglimlerin konumlari
simetrik olarak degismektedir. Bu simetriklik o para-
metresi kullanilarak belirlenmektedir. o parametresi 1
ve 3 numarali diiglim noktalar1 aras1 mesafenin ele-
man boyuna oranint temsil etmektedir. a=1.0 olmasi
stirekli sinir eleman1 durumuna karsilik gelmektedir.
Cisim sinirinin N adet elemana boliiniir ve (12) esit-
liklerinde verilen sinir biiytikliikleri ile ilgili ifadeler,
(10) denkleminde yazilirsa,

N 3|1
cmu(Py) =3 z{ [I©G(Ey, Q)gdé}z(Qi)
n=lIs=1| —|

- (14)
-2 Z{ [I@©H(P;, Q)d_)sdé}g(Qi)

n=ls=1| —1

denklemi elde edilir. Burada sekil fonksiyonlar
matrisi,

—(I)SO =1,2,3 15
(I_)S_O(i)s (S_va) ()

seklinde tarif edilmektedir. (14) esitliginde verilen
J(E), Jacobian matrisinin determinantin1 gostermekte-
dir.

1
G = [J(E)G(Py, Q)0 de

| (16)
H = [J(EH(P,, Q)0 d&

-1

tanimlamalar1 kullanilarak, (14) denklemi, Pjg (k=1,

2, 3) sabit noktalart ve N adet sinir elemani igin
yazilarak birlestirilirse, elde edilen denklemler matris
formunda,

Hi=GT (17)
esitligi bulunur. Burada,
G-{o™) i=( 35

ﬁ = (gn) ; E = (f’) (mn=1,2,...N)

(18)
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olarak verilmistir. (17) sistem denklemi 6N adet denk-
lem icermektedir. Cisim smirmin N adet siireksiz
kuadratik sinir elemanina boliinmesinden dolayi,
toplam 12N adet sinir biiylikligi (u, t) oldugu icin,
siir sartlart olarak her bir diigiim noktasi lizerinde x;
(i=1,2) dogrultusunda t; veya u; bilesenlerinden birinin
bilinmesi gerekmektedir. Boylece, bilinen simir sart-
lar1, (17) sistem denkleminde yerine konularak, tim
bilinmeyenler denklemin sol tarafinda toplanacak

sekilde E ve é matrislerinin ilgili kolonlarmin yer

degistirilmesiyle elde edilen A X=B Y formundaki
denklem ¢oziilerek, cismin smiri lizerindeki bilinme-
yen sinir bityiikliikleri hesaplanmaktadir.

2.3. Tekillik (Singularity)

(17) sistem denkleminde bulunan é ve H sistem

matrislerinin kdsegen elemanlarini olusturan G|, ve

mm . e e
H,, matrisleri igin,

G' = [ G(Py, Q)¢ dS

Sm (19)
H™ = | H(PL,Q)¢_dS

S, -

n

esitlikleri yazilabilmektedir. Burada k, sabit diigiim
nokta numarasini, s ise sekil fonksiyonu numarasini
gostermektedir. Bu esitliklerde, integral islemlerinde

kullanilan sabit nokta PI'; ve integrasyon noktasi Q,

ayni smir elemani (S,) izerinde bulunmaktadir.
Ayrica, bu esitlikler Cauchy kuralina gore yazilmakta

ve dolayisiyla Prlfl ve Q noktalarinin ¢akigmadigi ka-

bul edilmektedir [10]. Ancak, PI]; ve Q noktalar ayni

eleman iizerinde bulunmasi durumunda, bu iki nokta
arasindaki uzaklik (r), sifira yakin deger alacaktir. Bu
durumda, temel ¢oziimler igin verilen esitlikler g6z
Oniine alinirsa, (19) denklemlerinde goriilen integrant-
larda tekillik durumu ortaya ¢ikmaktadir.

2.3.1. Statik hal (Static case)

Tekillik hali, P kaynak noktasi ile Q hareketli
noktanimn ayni elemanda (m=n) olmasi durumunda
ortaya ¢iktigi igin, eleman formundaki digim
noktalart yerel koordinatlarin (§) fonksiyonu olarak
(20) esitliklerinde verilmektedir (Sekil 3).

x=L,(1-8%) ; y=(L,/2)(1+&) (20)

Yerel birim teget “t” ve birim normal “n” ifadeleri
asagidaki sekilde elde edilir.

W@ _dx 1 ok @1)

o) = =5 &J@
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L}
A

-1£E2] ) 0Zm]
Sekil 3. Tekil eleman durumu igin r® ifadesinin
¢ikarilmasi (Deﬁnition of 1* for singular element case)

Burada J(&) Jacobian olup, (dx*+dy*)"* ifadesi ile
tanimlanmaktadir. Ayrica, Jacobian J(§) ve birim
normal “n” esitlik (25) yardimiyla da hesaplanabil-
mektedir.

JE=EELHL 4" s n(@)~(Ly2i+2ELJ)IE)  (22)

(17) denkleminde bulunan Q ve H sistem
matrislerinin kdsegen elemanlarini olusturan G, ve

H,." matrisleri,

G =[Gy (rP(£) 0o (&) I() dg (23)
H™ = [Hy (P (8)) 9o (£)J () d& (24)
ifadelerinden  bulunacak olan alt matrislerin
birlestirilmesiyle  olusturulmaktadir. Burada iki

boyutlu hal icin /=1, 2 ve k=1, 2 degerlerini alacak-
tir. G, ve H, birinci ve ikinci temel ¢oziimleri, P

ve Q ise sirasiyla sabit ve hareketli diigiim noktasi
numaralarin1 temsil etmektedir. Sekil fonksiyonu
numarast olan Q hareketli nokta numarasi ile ayni
olacaktir. Birinci ve ikinci temel ¢oziimler esitlik (25)
ve (26)’da verilmektedir.

1 1
Gy=—"—""—@-4v)In| — 5, +—— 25
" 8nu(l_v){( )[rp}/,k | @9

O L1=2v)5, +2 L T
1 on ) P P
Hy :—m (26)
v +(1—2v)(r—kn/—r—énkj
P
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Burada, 6, Kronecker deltayi, v Poisson oranini, p
kayma modiiliinii, n, ve n, ise birim normalleri tem-

sil etmektedir. Tekillik durumunda r® ifadesi sifira
yaklasacagimndan, G ve H ifadelerinin hesaplanabil-
mesi icin 6zel teknikler gerekmektedir. ilk olarak,
(25) denklemindeki integralli ifade, Ln(1/r) ve (1/r)
tekilliklerini iceren iki ayri integrale boliinmektedir.
Esitlik (20) ifadeleri kullanilarak,

1y = Ly (1-€)i +L/2 (148)j (27)
r, = Ly (1-a%)i +L,/2 (1-o)j (28)
1= Ly (0?87 +Ly/2 (0] (29)

ifadeleri bulunur. P ve Q noktalariin ayni eleman
lizerinde olmast durumunda Sekil 3’de gosterildigi
gibi 1P ifadesi tP= r,-r, ifadesinden hesaplanir. Benzer
yontem kullanilarak sabit noktanin 2. ve 3. diigiimde
oldugu hallerdeki t* ifadeleri bulunur. Sabit noktanin
1., 2. ve 3. digiimde oldugu hallerdeki r* ifadeleri
(30a), (30b) ve (30c) esitliklerinde verilmektedir.

() = (o) ((a-§)’ L, +L,7 /4)!? p=1 (30a)
(&) = (&) (€7L +L,°/4)"? p=2 (30b)
() = (0-§) ((0+8)° Ly +L,° /4)' p=3 (30c)

Ayni eleman fiizerinde integral islemi yapilirken
(at+g), (&) ve (a-&) biiylikliikleri sifira yaklastiginda
tekillik problemi ortaya cikar. G'Q ifadesi esitlik
(25)’de verilen temel ¢oziimil gosteren G, ifadesin-
den dolay1 dogal logaritma formunda zayif tekillik
igermektedir. Esitlik (23) ifadesi esitlik (31) formuna
doniistiiriilerek logaritmik Gauss sayisal integrasyon
yontemi kullanilabilir [15].

[In(@/m) f(m)dn=Y f(n;) w; 31)

Burada n bagimsiz degisken, f(n)) n nin fonksiyonu
ve w; agirhk fonksiyonudur. (25) ifadesi esitlik
(23)’de yerine yazilirsa,

(3—4v)1{rip}s,k

GR=[———
ISnu(l—v) + r/ rk

Po(©)J(©)dE (32)

ifadesi bulunur. (32) esitliginde yer alan Ln(l/ rP (&))

ifadesini igeren terimi (31)’deki forma doniistiirme
islemi, esitlik (30)’daki rP(§) ifadeleri kullanilarak ve
uygun degisken doniisiimleri yapilarak gerceklestiril-
mistir. Bulunan ifadeler; G™ i¢in, P sabit nokta ve Q
hareketli nokta olmak tiizere diigiimlerin (0<o<1)
herhangi bir konumu igin,
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6% = (1+a)[In(l/ Py (PENI(PENdp  (330)
+(1- a)jln(l/ t) ¢ (1(£)) I (t(S)) dt (33b)
+ J.[—ln(l +a)-1/2In{((a - &) L2
(33¢)
+ L2 /4o () I(§)dé
+1/2(0-a)In{(1+a)/(1-a)}
33d
[fo@nI@@)d 39
Burada,
p=(@=-8/(-1-a) ; t=(a-E/Na-1)
z=[2(0—E&)/(a—-1)]-1
seklinde tanimlanmaktadir.
G* = fln(l/ (&) +¢o(=5)13(£)dS (34a)
- 1/2jln(§ZLX2 +L,2/4) 4o (£)I(E)dE  (34b)
6™ = (1+@)[In(/ P o (PN I(pENdp  (353)
+(-a) j In(1/1) o (1(£)) I (t(£)) dt (35b)
+ J.[—ln(l +a)—1/2In{((ar + &)L
(35¢)
+—Ly2/4)}]¢b(§)3(§)d§
+1/2(1-a)In{(l+a)/(1-a)}
35d
[fo@nI@@nd 29
Burada,

p=(@+&/(1+a); t=(a+&/(1-a)
z=[2(a+&)/(1-a)]-1

seklinde tanimlanmaktadir. Esitlik (13) ve (22)’de
verilen sekil fonksiyonlart ve Jacobian terimleri; p, t
veya z ye bagl integrasyon parametreleri olarak
degerlendirilmelidir. (33a), (33b), (34a), (35a) ve
(35b) integralleri tekil integraller olup logaritmik
Gauss sayisal integrasyon yontemi ile hesaplanmak-
tadir. (33c), (33d), (34b), (35c) ve (35d) integralleri
ise tekillik bulunmadigindan dolay1 standart Gauss
sayisal integrasyon yoOntemi ile hesaplanmaktadir.
(30)’daki ifadeler (32)’de yer alan r, /rP ve r/t” terim-
lerinde yerine yazilirsa ilave bir isleme gerek
kalmadan bu terimlerdeki tekillik sorunu ¢ozilmiis
olmaktadir. Bdylece, tekil integraller iceren
formiilasyon, standart ve logaritmik Gauss sayisal
integrasyon yontemleri kullanilarak ¢oziilmektedir.
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Denklem (24)’de wverilen, ikinci temel ¢oziimleri
igeren Hpo' matrisinin elemanlari, sabit nokta ve

hareketli noktanin ayni diiglim noktasi olmasi (P=Q)
durumunda rijit cisim hareketi yontemi yardimiyla,

N 3
Hpp =-2 > Hpg (m#nve P£Q igin) (36)
n=1Q=1

esitligi kullanilarak ¢6ziilmektedir [2].
2.3.2. Dinamik hal (Dynamic case)

Dinamik durumda ortaya ¢ikan tekillik problemi, (37)
ifadesinde verilen integrallerin ¢oziilerek G ve H
matrislerinde ilgili yerlere yerlestirilmesi seklinde ele
almmmaktadir.

J'()Dinamik ds :J' ()Statik ds+ J‘[()Dinamik _ ()Statik ]dS (37)

(41) ifadesi kapali formda her iki temel ¢oziim igin
yazilirsa,

§D=§s+(QD _gs)
(38)
Hy, = Hg + (Hy, - H )

seklinde iki terimin toplami olarak ifade edilebil-
mektedir. Burada, Gp ve Hp, dinamik analiz i¢in
temel ¢oziimleri, Gs ve Hg ise statik analiz i¢in temel
coziimleri gostermektedir. Buna gore, (38) denklem-
lerinin sag tarafinda bulunan ve statik temel ¢oziimleri
gosteren birinci terimler, ayn1 zamanda dinamik temel
¢Oziimlerin tekil olan kisimlarini temsil etmektedir.
Bu terimler, statik durumdaki tekilligin kaldirilmasi
icin yapilan formiilasyon ile hesaplanabil-mektedir.
(38) denklemlerinin sag tarafindaki ikinci terimlerde,
tekil olan kisim bulunmadigindan, bu terimler,
standart Gauss integrasyon yontemi ile belir-
lenebilmektedir. Hp ifadesi i¢in esitlik (38)’de belirti-
len yontemle tekillik ifadesi kalkiyorsa da bu
calismada, dinamik haldeki tekillik durumu igin de
statik halde kullanilan rijit cisim hareketi yontemi
kullanilmustir [10, 14].

3. SAYISAL UYGULAMALAR (NUMERICAL
EXAMPLES)

Sayisal uygulama olarak ele alinan &rneklerde, Sekil
4a’da goriilen, iniform P c¢ekme kuvvetine maruz
dikdortgen plak problemi goz Oniine alimmistir. Plak,
zamanla degisimi adim tipi ve liggen tipi P ¢ekme
kuvvetinin etkisinde ele alinmustir. Sekil 4a’da
goriilen A noktasindaki diisey deplasmanin zamanla
degisimi incelenmektedir. Se¢ilen 4mx2m’lik dikdort-
gen plak Sekil 4b’de goriildiigii gibi alt ve iist sinirlar-
da 3’er sag ve sol kenarlarda ise 6’sar eleman olmak
iizere toplam 18 adet siireksiz kuadratik sinir elemani-
na bolinmektedir. Sekil 4b’de daire igerisinde verilen
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Sekil 4. Dikdortgen plak ve kullanilan sinir eleman
ag1 (Problem geometry and boundary element mesh)

rakamlar formiilasyonunda kullanilan diigiim noktala-
rin1 gostermektedir. Problemlerin analizinde, siirek-
sizligin saglanmasi i¢in boyutsuz diiglim noktasi
koordi-natlart &;=-0.75, &,=0., &;=0.75 ve a=0.75
olarak se¢ilmistir. Hesaplamalarda Poisson orani v=0,
kayma modili u=40kPa, kiitlesel yogunluk
p=1.0kg/m’, ve Py=1kN/m almmuistir. Fourier uzayn-
da elde edilen sonuglar FFT algoritmasi kullanilarak
zaman uzayina doniistiirilmiistiir.

3.1. Adim Tipi Yiik Etkisindeki Dikdortgen Plak
(Rectangular Plate Under Step Load)

Problem, zamanla degisimi Sekil 5’de goriilen adim
tipi P ¢ekme kuvvetine maruz birakilmistir. Sekil
4a’da goriilen A noktasinda, P ¢ekme kuvvetin-den
dolay1 meydana gelen diisey deplasmanin zaman-la
degisimi incelenmektedir.
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Pt}

Py

0 te)
Sekil 5. P yikiiniin zamanla degisimi (Variation of
loading with time)

A noktasinda elde edilen diisey deplasman degerleri,
Chien ve Wu [16]’dan alinan kesin sonuglar ile Mengi
ve ark. [10] tarafindan gelistirilen sabit ele-man
formiilasyonundan elde edilen sonuglarla Sekil 6’da
kargilagtirilmaktadir. Sekil 6 incelendiginde, sonugla-
rin birbirleri uyumlu oldugu, hatta siireksiz kuadratik
siir elemanlar ile bulunan sonuglarin, kesin sonuglara
daha yakin oldugu goriilmektedir.

1.2E-04
1.0E-04
8.0E-05
6.0E-03
40E-05 4
2.0E-05 1
0.0E+00 &

Ditgey Deplasman (n)

Kuadratik Fleman <  Sabit Eleman

Eezsin  +

Sekil 6. A noktasindaki diisey deplasmanin zamanla
degisimi (Variation of vertical displacement at point A)

3.2. Uggen Yiik Etkisindeki Dikdértgen Plak
(Rectangular Plate Under Triangular Load)

Problemde incelenen dikdortgen plak zamanla
degisimi Sekil 7’de goriilen tiggen tipi P ¢ekme kuv-
vetine maruz birakilmistir. Sekil 4a’da goriilen A nok-
tasinda P ¢ekme kuvvetinden dolayi olusan diisey
deplasmanin zamanla degisimi incelenmektedir.

A noktasinda elde edilen diisey deplasman deger-leri,
Chien ve Wu [16]’dan alinan kesin sonuglar ile Mengi
ve ark. [10] tarafindan gelistirilen sabit eleman
formiilasyonundan elde edilen sonuclarla Sekil 8’de
karsilastirllmaktadir.

P.j ________ !
/':\
1
i o

0 0.01 0.02 t(s)

Sekil 7. P Yiikiinlin zamanla degisimi (Variation of
loading with time)
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4.0E-03

20E-03 §
0.0E+00 #

-2.0E-03

Ditgey Deplasman (m)

-4 0E-05 4

Zaman (zn)

Kesin + KuadratikEleman ©  Sabit Elarna:l.l

Sekil 8. A noktasindaki diisey deplasmanin zamanla
degi§imi (Variation of vertical displacement at point A)

Sekil 8 incelendiginde siireksiz kuadratik simir ele-
manlar1 ile bulunan sonuclarin, kesin sonuglarla ve
sabit eleman formilasyonu ile bulunan sonuglarla
uyumlu olduklar1 goriilmektedir.

4. SONUCLAR (CONCLUSIONS)

Bu c¢aligmada, iki boyutlu elastodinamik problem-
lerin ¢oziimi i¢in smir eleman formiilasyonu yapil-
mistir. Fourier doniisiim uzaymda yapilan formiilas-
yonda, siireksiz kuadratik sinir eleman yaklagimi
kullanilmgtir. Yapilan formiilasyonda, integral islem-
lerinde kullanilan sabit nokta ve integrasyon noktasi-
nin ayni sinir elemani iizerinde bulunmasindan kay-
naklanan tekillik durumlarinin giderilebilmesi igin,
logaritmik tekillik durumunda degisken doniigiimii
uygulayarak logaritmik ve standart Gauss sayisal
integrasyon yontemi kullanilmigtir. 1/r tekilligini ige-
ren kisim ise bulunan r ifadesinin kullanilmasiyla
tekillik problemi kaldirilarak standart Gauss sayisal
integrasyon yontemi ile hesaplanmustir.

Problemlerin ¢6ziimiinde kullanilan siireksiz kuad-
ratik smir eleman formiilasyonunda; secilen eleman
boyu, boyutsuz diigiim noktasi koordinatlar1 ve sayi-
sal integrasyon yonteminde ele alinan Gauss nokta
sayist onem kazanmaktadir. Bu yiizden sayisal uygu-
lamalarda siireksizligin saglanmasi i¢in boyutsuz
diigiim noktast koordinatlari &;= -0.75, £,=0., £;=0.75
ve a=0.75 olarak belirlenmistir. Integrasyon nokta
sayist olarak da 10 noktali Gauss degerleri kullanil-
mistir.

Bu ¢alisma kapsaminda analizi yapilan problem-lerin
¢Oziimiinden elde edilen sonuglarla literatiirde verilen
sonuglar grafiksel olarak karsilastirilmigti. Bu
karsilastirmalar sonucunda yapilan formiilasyonun ve
hazirlanan programlarin dogrulugu gosterilerek hazir-
lanan formiilasyon ve programin giivenle kullanilabi-
lecegi sonucuna ulasilmistir.
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