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ÖZET

İçerisinde düzgün olmayan ısı üreten, fonksiyonel derecelendirilmiş malzemeden yapılmış uzun bir tüpün elastik davranışı analitik olarak incelenmiştir. Tüpün ısı iletim katsayısının ve elastisite modülünün radyal koordinat boyunca lineer olmayan formda değiştikleri varsayılmıştır. Tresca akma kriteri kullanılarak, fonksiyonel derece​lendirme parametrelerinin tüpteki plastik akmanın başlangıcına etkileri incelenmiş,  akmanın bu parametrelere bağlı olarak önce iç yüzeyden, önce dış yüzeyden, ya da tüpün iç bölgesinden başlayabileceği gözlenmiştir.

Anahtar Kelimeler: Isıl gerilme analizi, fonksiyonel derecelendirilmiş malzemeler, Tresca kriteri.

YIELDING OF FUNCTIONALLY GRADED LONG TUBES 

UNDER THERMAL LOADING

ABSTRACT

The elastic behavior of a functionally graded non-uniform heat generating long tube is investigated analytically. The thermal conductivity and the modulus of elasticity of the tube material are assumed to vary radially in nonlinear forms. Making use of Tresca's yield criterion, the effect of grading parameters on the yielding behavior of the tube is investigated. It is observed that plastic flow may commence at the inner surface, at the outer surface or inside the tube depending on the functionally grading parameters.

Keywords: Thermal stress analysis, functionally graded materials, Tresca’s criterion.
1. GİRİŞ

Fonksiyonel derecelendirilmiş malzemeler kullanılarak yapılan elemanların Poisson oranı, elastisite modülü, akma gerilmesi gibi önemli bazı mekanik özellikleri bu elemanların boyutları boyunca değişebilir. Aynı yükleme ve sınır koşulları altında, bu tip malzemeler​den yapılmış temel elemanların mekanik dayanımının homojen malzemeden yapılmış olanlardan daha yüksek olduğu uzun yıllardır bilinmektedir. Bu nedenle fonk​siyonel derecelendirilmiş malzemelerin temel yapı ele​man​larının üretiminde kullanımı son yıllarda giderek artmıştır. Bu tip malzemelerde seramik-metal karışım​ların kullanılmasının yanısıra, bu çalışmada ele alınan problemde olduğu gibi metal malzemeler de yaygın olarak kullanılmaktadır [1].

Bu çalışmanın amacı fonksiyonel derecelendirilmiş malzemeden yapılmış uzun tüplerde düzgün olmayan iç enerji üretimi etkisi altında ısıl gerilme ve defor​mas​yon ifadelerinin analitik olarak elde edilmesidir. Ho​mo​jen malzemeden yapılmış tüplerin ısı etkisi altındaki davranışları değişik sınır koşulları ile birçok çalışma​da incelenmiştir [2]. Fonksiyonel derecelendirilmiş malzemeden yapılmış tüp ve silindirlerin ısıl yükler al​tında elastik gerilme durumu göz önüne alınarak yapılan analizler de çeşitli çalışmalarda yer almaktadır [3-7]. Diğer çalışmalardan farklı olarak, burada tüp içerisinde radyal koordinat 
[image: image1.wmf]r

 ile değişen iç ısı üretimi göz önünde bulundurulmuştur. Buna ek olarak, Tresca akma kriteri kullanılarak fonksiyonel derecelendirme para​metrelerinin plastik akma durumlarına etkisi ince​lenmiştir.

İç yarıçapı 
[image: image2.wmf]a

 ve dış yarıçapı 
[image: image3.wmf]b

 olan, eksenel simetriye sahip, uçları aksiyel yönde sabitlenmiş, fonksiyonel derecelendirilmiş malzemeden yapılmış uzun tüpün düzlemsel şekil değiştirdiği ve ısıl gerilmeler sonucu oluşan şekil değiştirmelerin küçük olduğu varsayıl​mak​tadır. Tüpü oluşturan malzemenin ısı iletim katsa​yısının (
[image: image4.wmf]k

) ve elastisite modülünün (
[image: image5.wmf]E

) radyal yönde sırasıyla;
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şeklinde lineer olmayan formda değiştikleri kabul edil​miştir. Bu denklemlerde 
[image: image8.wmf]0

k

 referans ısı iletim katsayısı, 
[image: image9.wmf]0

E

 referans elastisite modülü, 
[image: image10.wmf]r

 radyal koor​dinat, 
[image: image11.wmf]n

 ve 
[image: image12.wmf]m

 de fonksiyonel derecelendirme para​metreleridir. Bilindiği gibi malzemenin termoelastik davranışını belirleyen beş temel parametre mevcuttur (elastisite modülü, Poisson oranı, ısıl genleşme katsayısı, akma dayanımı ve ısı iletim katsayısı). Bunların arasında malzemedeki deformasyonu belirleyen en önemli parametre elastisite modülü (
[image: image13.wmf]E

), termal özelliklerini belirleyen en önemli parametre ise ısı iletim katsayısıdır (
[image: image14.wmf]k

). Bu yüzden bu iki para​met​renin değişimlerinin etkisi öncelikli olarak incelen​miş​tir. Diğer malzeme parametrelerinin değişimle​ri​nin etkisinin araştırılması ise bir başka çalışmanın konusu olabilir. Bu kabuller altında, düzgün olmayan ısı üretim ifadesi içeren enerji denklemi dış yüzeyi yalıtılmış tüpler için çözülmüş ve elastik gerilme durumu göz önünde bulundurularak gerilme-yer değiş​tirme dağılımları kapalı formda elde edilmiştir. Tresca akma kriteri yardımı ile plastik deformasyona yol açan kritik ısı yükleri bulunmuş ve tüpteki çeşitli akma durumları değerlendirilmiştir.

2.
SICAKLIK DAĞILIMI

İç ısı üreten, eksenel simetriye sahip uzun silindirik bir tüp için enerji denklemi
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şeklindedir. Kuplaj etkisinin dikkate alınmadığı bu denklemde 
[image: image16.wmf]T

 sıcaklık, 
[image: image17.wmf]q

 ise iç ısı üretimini ifade et​mektedir ve bu terimin tüp içerisinde
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şeklinde değiştiği varsayılmıştır. Yukarıdaki denklikte, 
[image: image19.wmf]Q

 sabit ısı yükünü ifade eder. Böylece, ısı üretimi tü​pün iç ve dış yüzeylerinde sıfır olmakta ve nükleer reak​törlerde olduğu gibi tüp içerisine doğru art​maktadır. 

Bu kabuller altında, (1) denkliğinde verilen fonk​si​yonel derecelendirilmiş ısı iletim katsayısı kullanarak, enerji denklemi (3) dış yüzeyi yalıtılmış tüpler için geçerli olan,
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sınır koşulları göz önünde bulundurularak integre edilmiş ve radyal yöndeki sıcaklık dağılımı,
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şeklinde elde edilmiştir. Yukarıdaki denkliklerde 
[image: image23.wmf]0
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 çevre sıcaklığını göstermektedir ve (7) denkliğinde yer alan katsayılar,
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olarak bulunur. Yukarıda elde edilen çözüm kullanılarak fonksiyonel derecelendirme parametresi 
[image: image29.wmf]m

 nin tüpün sıcaklık dağılımına etkisi incelenmiştir. Hesaplamalarda, radyal koordinat için 
[image: image30.wmf]b
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, ısı yükü ifadesi için 
[image: image31.wmf])
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 boyutsuz büyüklükleri kullanılmıştır. Burada, 
[image: image32.wmf]a

 ısıl genleşme katsayısı ve 
[image: image33.wmf]0

s

 malzemenin elastik limit gerilimidir. Boyutsuz iç yarıçapı 
[image: image34.wmf]6
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 olan tüpte aynı sabit ısı yükü altında (
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) değişik 
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 değerleri için hesaplanan sıcaklık dağılımları 
[image: image37.wmf]0
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 için Şekil 1(a) da çizilmiştir. Şekilde 
[image: image38.wmf]m

 değeri özellikle tüpün dış yüzeye yakın bölgesinin sıcaklığını önemli ölçüde etkilediği görülmektedir. Aynı durum için hesaplanan sıcaklık gradyanları (
[image: image39.wmf]dr

dT

/

) da Şekil 1(b) de çizilmiştir. Bu şekilde görüldüğü gibi, 
[image: image40.wmf]m

 parametresindeki değişimin sıcaklık gradyanına etkisi özellikle tüpün iç yüzeye yakın bölgesinde belirgin hale gelmekte ve bu bölgede 
[image: image41.wmf]m

 arttıkça 
[image: image42.wmf]dr
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 nin mutlak değeri artmaktadır. Isıl gerilme problemlerinde 
[image: image43.wmf]dr
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/

 terimi yürütücü güç olduğundan 
[image: image44.wmf]m

 parametresinin tüpteki gerilmeleri de önemli ölçüde etkileyeceği açıktır.

[image: image195.wmf]m

3.
TEMEL DENKLEMLER VE ÇÖZÜM

Küçük deformasyonlar için birim şekil-yer değiştirme denklemleri, genelleştirilmiş Hooke kanunu denklik​leri ve radyal yönde denge denklemi sistemin elastik çözümüne yönelik temel denklemleri oluşturur. Timoshenko ve Goodier [8] notasyonu kullanılarak, uzun bir tüp için genelleştirilmiş Hooke kanunu,
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şeklinde ifade edilir. Burada 
[image: image48.wmf]i

e

 birim şekil değiştirme bileşenleri, 
[image: image49.wmf]i

s

 gerilme bileşenleri ve 
[image: image50.wmf]n

 ise Poisson oranıdır. Aksiyel yönde uçları sabitlenmiş, diğer bir deyimle düzlemsel şekil değiştirme durumunda, aksiyel yönde birim şekil değiştirme bileşeni 
[image: image51.wmf]0
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 olur. Denklem (15) kullanılarak aksiyel gerilme bileşeni 
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s

 diğer gerilme bileşenleri cinsinden
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şeklinde ifade edilebilir. Birim şekil-yer değiştirme bağlantıları: 
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 ve (13) ve (14) denklikleri kullanılarak gerilme-yer değiştirme bağıntıları,
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halini alır. Yukarıdaki denklemlerde 
[image: image58.wmf]u

 radyal yöndeki yer değiştirme bileşeni, 
[image: image59.wmf]u

¢

 ise 
[image: image60.wmf]u

 nun 
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 ye göre türevidir. Gerilme bileşenleri, aşağıda verilen denge denkleminde,
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yerine yazıldığında gerekli sadeleştirmeler yapılarak
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diferansiyel denklemi elde edilir. İkinci dereceden homojen olmayan bu denklemin genel çözümü,
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şeklindedir (bkz. Ek-1). Burada 
[image: image65.wmf]1

C

 ve 
[image: image66.wmf]2

C

 integ​ras​yon sabitleri olup diğer değişkenler,
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olarak tanımlanmıştır. Isıl gerilme bileşenleri de bulunan radyal yer değiştirme ifadesinin (17),  (18) ve (16) denkliklerinde yerine yazılmasi ile,
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olarak elde edilir. Burada
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tanımları yapılmıştır. İntegrasyon sabitleri 
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şeklinde elde edilir.

4.
SAYISAL SONUÇLAR
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 olarak hesap- lanır. Bu iki tüp için elde edilen boyutsuz gerilmeler ve yer değiştirmelerin karşılaştırılması Şekil 2’de gösterilmektedir. Homojen tüpte akma başladığı halde, fonksiyonel derecelendirilmiş tüpte akma henüz başlamamıştır. Radyal yöndeki yer değiş​tir​meler karşılaştırıldığında, fonksiyonel derecelendirilmiş malzemeden yapılmış tüpün daha az deforme olduğu görülmektedir. Aksiyel yöndeki gerilme bileşeni dağılımı da homojen tüpe göre daha düşük değerlere sahiptir. 

Fonksiyonel derecelendirme parametrelerinin tüpteki plastik akmanın başlangıcına etkileri incelendiğinde, Tresca kriterine göre, tüpteki plastik akmanın m ve n parametrelerine bağlı olarak önce iç yüzeyden (
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Burada 
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Yukarıdaki analizler ve sayısal sonuçlar gözönünde bulundurulduğunda, tüp malzemesinin fonksiyonel derecelendirme parametrelerine göre üç ayrı akma modunun olabileceği bulunmuştur. Söz konusu malzemeler kullanılarak yapılan tasarımlarda bu durumun gözardı edilmemesi gerekir. 

5.
SONUÇ

Bu çalışmada fonksiyonel derecelendirilmiş malzeme​den yapılmış bir tüp için elastik ısıl gerilme problemi analitik olarak çözülmüştür. Tüp malzemesinin ısı iletim katsayısının ve elastisite mo- dülünün radyal yönde lineer olmayan formda değiştiği varsayılmıştır. Tresca akma kriteri kullanarak tüpteki plastik akmanın başlangıcı incelenmiştir. Fonksiyonel derecelendirilmiş malzemeden yapılmış tüplerin ısıl yükler altındaki davranışının, homojen malzemeden imal edilmiş tüp​lerden oldukça farklı olduğu, seçilen parametrelere göre akmanın önce iç yüzeyden, önce dış yüzeyden, ya da tüpün iç bölgesinden başlayabileceği  görülmüştür.
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şeklinde ifade edilebilir. 
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olarak tanımlanmıştır. 
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ifadesi elde edilir. Sabit katsayılı bu diferansiyel denklemin çözümü,
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olarak verilir. Çözümün geri dönüşümü 
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homojen çözümü elde edilir. Yukarıda K değişkeni daha önce (22) nolu denklik yardımıyla tanımlanmıştır. Elde edilen iki homojen çözüm (
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formülü ile hesaplanır  Homojen olmayan çözüm ise,
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şeklindedir. Burada,
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olarak tanımlanır. Örneğin 
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olarak bulunur. Denk gelen kısmi çözüm ise (54) denklemi yardımıyla
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şeklinde elde edilir.
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[image: image191.wmf]i

s


gerilme bileşenleri (boyutsuz hali) (
[image: image192.wmf]0

/

s

s

s

i

i

=

)


[image: image193.wmf]0

s


elastik limit gerilimi


[image: image194.wmf]f


boyutsuz gerilme değişkeni
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Şekil 1(a). Değişik � EMBED Equation.3  ��� değerleri için sıcaklık dağılımları (� EMBED Equation.3  ���)



























































Şekil 1(b). Değişik � EMBED Equation.3  ��� değerleri için sıcaklık gradyanları (� EMBED Equation.3  ���)
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Şekil 2. Homojen (kesik çizgi) ve fonksiyonel derecelendirilmiş (� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���; düz çizgi) tüpte � EMBED Equation.3  ��� ısı yükü altında oluşan boyutsuz gerilmeler ve yer değiştirmelerin karşılaştırılması
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Şekil 3. Elastik limit ısı yükü altında (�), � ve � için boyutsuz gerilmeler ve yer değiştirme
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Şekil 4. Elastik limit ısı yükü altında (�), � ve � EMBED Equation.3  ��� için boyutsuz gerilmeler ve yer değiştirme
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Şekil 5. Elastik limit ısı yükü altında (� EMBED Equation.3  ���),� EMBED Equation.3  ��� ve � EMBED Equation.3  ��� için boyutsuz gerilmeler ve yer değiştirme
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