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ÖZET 
 
Bu çalışma, ilk olarak homojen olmayan fiber kompozit malzemeler üzerinde uygulanmakta olan burulma 
yüklemeleri altındaki çubuklara ait kayma modülü elastisite modelleri ve modellerin aralarındaki farklılıkların 
araştırılmasını içermektedir. İkinci olarak, kayma modülü tanımlamasının yanal izotrop malzemeler için yeni 
formda oluşturulması ele alınmıştır. Literatürde, değişik kesitlere sahip çubuklar için kısaca verilen iki boyutlu 

),( yxG  kayma modülü formülasyonları, yeniden oluşturulmuştur. Yeni bir form olarak, yanal izotropiye sahip 
fiber kompozit malzemeler için onbir bağımsız elastik sabite sahip kayma modülünün en genel tanımlaması 
yapılmıştır. Tanımlamaları yapılan bu yeni modelde kayma modülü, denklemler sistemi formunda 
oluşturulmuştur.  
 
Anahtar Kelimeler: Burulma yüklemesi, fiber kompozit, yanal izotropik, kayma modülü, mikro-mekanik. 
 
 

THE NEW FORMED SHEAR MODULUS FORMULATIONS 
FOR THE TRANSVERSELY ISOTROPIC FIBER COMPOSITE BARS 

UNDER TORSION LOADING 
 

ABSTRACT 
 
This study first includes the researches about the elasticity models for nonhomogeneous fiber composites under 
torsional loading and the differences between them. Secondly, constitution of the new formed shear modulus 
definition was held on for the transversely isotropic materials. In literature, the given two dimensional ),( yxG  
shear modulus brief formulations about various cross sectional bars were derived again. As a new model, the 
most general definition which has eleven independent elastic constants for the transversely isotropic fiber 
composite material was generated. In this new form in which the definitions were given, shear modulus was 
defined in the form of the system of equations.  
 
Keywords: Torsional loading, fiber composite, transversely isotropic, shear modulus, micro-mechanics. 
 
1.GİRİŞ 
 
Kompozit malzemelerin genel tanımı, üstün 
özelliklere sahip bir malzeme oluşturmak için makro 
veya mikro düzeylerde iki veya daha fazla farklı 
malzeme özelliklerine sahip yapıların birleştirilerek 
yeni bir malzemenin oluşturulması şeklinde 
verilebilir. Bu karmaşık yapılarda yeni elastik sabit 
değerleri ortaya çıkmaktadır ki, günümüzde bu 
değerler eşdeğer malzeme elastik sabit değerleri 
cinsinden bulunarak kullanılmaktadır. Bu çalışmada, 

kaynak taramaları sırasında bulunan kayma modülü 
analitik modelleri yeniden çıkarımları yapılarak 
oluşturulmuştur. Araştırmalar sonucunda, çalışmaları 
iki ana alt basamakta toplamanın gerekli olduğu 
ortaya çıkmaktadır. Buna göre ilk grubu, kayma 
modülü tanımlamaları iki boyutta ),( yxG  fonksiyonu 
formunda tanımlanarak her çubuk kesiti üzerinde, 
herbir koordinat noktasının farklı bir kayma 
modülüne sahip eleman olduğu varsayımından yola 
çıkılarak oluşturulan tanımlamalar oluşturmaktadır 
(Stokes [1], Birlik [2] ve Yaraşık [3]). İkinci grubu 
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ise, ortotropik ve anizotropik fiber kompozit 
malzemeler için tanımlanan elastisite formülasyonları 
oluşturmaktadır. Bu çalışmada, günümüze kadar bu 
konuda yapılan araştırmalarda elde edilmiş kayma 
modülü denklemleri açıklanmış ve yanal izotropik 
fiber kompozitler için en genel kayma modülünün 
yeni formu bulunmaya çalışılmıştır. Yanal izotropik 
fiber kompozitlere en anlamlı örnek günlük ortamdan 
organik yapıya sahip ağaç malzeme verilebilir. 
Aşağıdaki bölümlerde, bu konu başlıkları 
ayrıntılarıyla açıklanmaktadır. 
 
2. HOMOJEN OLMAYAN İNCE CİDARLI 

PRİZMATİK ÇUBUKLARIN TASARIMINDA 
KULLANILAN KAYMA MODÜLÜ 
TANIMLAMALARI 

 
Bu bölümde burulma yüklemesi altındaki ince cidarlı, 
homojen olmayan prizmatik çubuklara ait kayma 
modülü formülasyonları yer almaktadır. Stokes [1], 
çalışmasında, rijit termoplastik yapıya sahip dış 
kabukları olan kompozit malzemeden yapılmış 
burulma çubuklarının formülasyonunu mekanik 
tasarım amaçlı olarak elektrik kablo dış yüzey 
kaplamaları için elde etmiştir. Stokes [1,4] 
makalelerinde, homojen olmayan ve her koordinat 
noktasında değişik kayma modülü değerine ),( yxG  
sahip burulma problemini ve eğilme çubukları için de 
her koordinat noktasında değişik Young modülü 
değerlerine sahip ),( yxE  olan kompozit malzemeden 
hazırlanmış kiriş problemi için genel denklemleri 
çıkarmıştır. Stokes’un [1] makalesinde, ilgili 
formülasyonlar homojen olmayan malzemelerde 
elastik modül değerlerinin noktadan noktaya değiştiği 
kabul edilerek ve kesit alanlarının geometrik 
değişimlerine bağlı olarak ortalama bir kayma 
modülünün formüle edilmesiyle açıklanmaktadır. 
Birinci ve ikinci grup çalışmalardan elde edilmiş olan 
genel denklemler, ileride yapılacak yeni çalışmalara 
taban yaratması amacıyla bir bütün halinde aşağıdaki 
bölümlerde kısaca özetlenmektedir. 
 
• Prizmatik çubukların burulması (Stokes [1], 

Timeshenko ve Goodier [5], Oden ve Ripperger [6], 
Ugural ve Fenster [7]) aşağıdaki eşitliklerle 
verilmektedir. 

xzxz yxGyx γτ ),(),( =  (1-a) 

yzyz yxGyx γτ ),(),( =  (1-b) 
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Burada, ),( yxτ  kayma gerilmesini, ),( yxG  kayma 
modülünü, ),( yxψ  çarpılma (warping) fonksiyonunu 
ve θ0 ise sabit bir katsayı olarak burulma açısını 
tanımlamaktadır. 
 

• Dikdörtgensel yanal kesite sahip, ince cidarlı 
çubukların ortalama kayma modülüne ait ifade 
Stokes [1] tarafından aşağıdaki gibi verilmektedir. 
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Burada η  eğrisel koordinat sistemini, t  et kalınlığını 
tanımlamaktadır. 
 
• Dairesel kesitli, içi dolu rijit çubukların ortalama 

kayma modülü ifadesi ise Denklem (4) ile 
verilmektedir. 
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Burada karşılıklı olarak, GTC kayma modülünü, IP 

atalet momentini, R yarıçap değerini T tork ve θ 0 
burulma açısını belirtmektedir. 
 
• Dairesel tüplerin ortalama kayma modülü ifadesi 

ise (5) denkleminde  görülmektedir. 
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Burada GT efektif kayma modülü, T tork, R yarıçap ve 
θ0 burulma açısı cinsinden ifade edilmiştir. 
 
• Değişik kesit geometrilerine sahip, ince cidarlı 

tüplerin burulma problemine ait  ortalama kayma 
modülü GTW, Denklem (6) ile verilmektedir. 
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Burada. )(sGa , t sabit kalınlığa sahip, ince cidarlı 
dairesel kesitli tüpler için sabit kayma modülüdür. 
Şekil 1 ile verilen eğri, Stokes [1] tarafından 
tanımlanmakta olan rG , sG  ortalama kayma 
modüllerine ait ifade oranlarının, eğrisel koordinatlar 
üzerinde hareket ederken gösterdiği davranışı 
açıklamaktadır. Grafik, eğrisel koordinat sisteminde, 
koordinat eksenlerinin 11 0 +≤≤− η  ve 11 0 +≤≤− ξ  
değerleri arasında değiştiği dikkate alınarak, radyal 
yönde tanımlanmakta olan belirli 0η ’a karşılık 

sr GG=β ‘nın çizilmesiyle oluşturulmuştur. rG , 
herhangi bir r radyal koordinattaki kayma modülünü, 

sG  ise burulma çubuğunun yüzeyinde eriştiğimiz 
ortalama kayma modülünü göstermektedir. İlgili 
denklemler EK-A’da verilmektedir. 
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3. BURULMA VE MATEMATİKSEL 
MODELLEMELER  

 
3.1. Genel Burulma Teoremleri  
  
Bu konuda yapılan ilk çalışmalarda elde edilen 
denklemler, burulma esnasında burulma yüklemesi 
etkisindeki kesitlerin düzlemselliklerini koruyarak 
rijit dönme hareketi yaptığı, biçimleri bozulmaksızın 
döndüğü kabulleri ile elde edilmişti. Coulomb [8] 
tarafından geliştirilen bu teori, daha sonra Navier [9] 
tarafından enine kesit alan yüzeyleri dairesel olmayan 
prizmatik çubuklar üzerinde uygulanmıştır. 
Yukarıdaki belirtilen ana kabül altında çalışan Navier 
[9], verilen bir burulma momenti için çubukların 
burulma açısının kesitin ağırlık merkezine göre 
kutupsal atalet momenti ile ters orantılı olduğu ve 
maksimum kayma birim şekil değiştirmesinin kesit 
ağırlık merkezinden en uzak noktalarında ortaya 
çıktığı gibi, günümüzde elde edilen formülasyona ters 
sonuçlara ulaşmıştır. Daha sonra yapılan çalışmalarla, 
prizmatik çubukların uçlarına uygulanan kuvvet 
çiftleriyle burulma probleminin doğru çözümü Saint-
Venant [4] tarafından verilmiştir. Günümüzde yapılan 
son çalışmalara örnek olarak, Ergüven [10]’in 
homojen olmayan aynı zamanda yanal izotrop olan 
dairesel kesitli çubuğun burulma yüklemesi altında iki 
boyutta modellemesi verilebilir. Ergüven [10] 
çalışmasında, yanal izotrop fiber-kompozit malzeme-
den yapılmış katı çubuklarda G  kayma modülünü, 

44C  ve 66C  elastik sabitlerinin bir fonksiyonu olarak 
),( 6644 CCG  formunda tanımlamaktadır. Denge 

denklemi ),( zrφ  gerilme fonksiyonu cinsinden ikinci 
mertebeden bir kısmi diferansiyel denklem formunda 
oluşturulmuştur. Bu ifadeye, gerilme-birim 
yerdeğiştirme ifadelerinin içerinde yer alan birim yer 
değiştirmelerin, ),( zrφ  gerilme fonksiyonunun 
simetrik bir fonksiyon olan )cosh(z  hiperbolik 
fonksiyonu cinsinden ifadesinin tanımlanarak 
yerleştirilmesi ile ulaşılmıştır. Aşağıdaki bölümde, 

θθ ττ rz ,  kayma gerilmesine ait denklemler, yanal 
izotrop fiber kompozit katı silindirik çubuğun 
burulma etkisi altında kısaca açıklanarak 
gösterilmiştir. Ergüven [10]’in çalışmasındaki 

yöntem, bizim çalışmamızda üç boyutta en genel 
ifadelerin tanımlanmasına taban teşkil ederek 
kullanılmıştır (Konaklı [11]). 
 
3.2. Homojen Olmayan Yanal İzotropiye Sahip 

Fiber Yapılı Silindirik Kompozit Katı 
Çubuğun Burulma Yüklemesi Altında İki 
Boyutta Analitik Modellemesi 

 
Eksenel simetriye sahip burulma deformasyonu 
tanımlamaları (Ergüven [10]), silindirik koordinat-
larda 4466

2 / CC=α , αzz =' , 4466
2 / µµα = , 

αkk ='  ve µµµ =4466  parametrik dönüşüm 

eşitliklerinin kullanılması ile ',, zr θ  koordinatlarına 
bağlı olarak ifade edilmiştir (Konaklı [11]). Burada k  
sabit bir sayıdır. Bu döşümlerde görülmekte olan 

44µ  ve 66µ , )(cosh ''2 zk  hiperbolik fonksiyonun 
),(44 zrC  ve ),(66 zrC  elastik sabitlerin ifadelerini 

oluşturan denklemlerin çarpanlar halindeki sabit 
katsayılarıdır. İleride görüleceği gibi, bu dönüşümler 
sayesinde denge denklemi simetrik bir yapı 
kazanarak, ikinci mertebeden kısmi bir diferansiyel 
denklem formuna gelmektedir ve buradan ),( zrφ  
analitik olarak Bessel fonksiyonlarına bağlı olarak 
çözülebilmektedir. Formülasyonda, teğetsel yöndeki 
sıfır olmayan tek yer değiştirme vektör bileşeni olan 

),( 'zruu θθ = , r  ve 'z  koordinatlarının bir 
fonksiyonudur. Kayma gerilmesi-birim yerdeğiştirme 
ifadeleri ),( '

66 zrC  ve ),( '
44 zrC  kayma modülü 

tanımlamalarıyla fonksiyonel formda ifade edilir. 
Böylece (7) ve (8) denklemlerine ulaşılmaktadır. 

),( '
66 zrC  kayma modülü, ', zr  koordinatlarına bağlı 

olan, çubuk yanal kesiti üzerinde noktadan noktaya 
bağlı bir fonksiyonun ifadesi şeklindedir. Böylece, bu 
tanımlama sayesinde mikro düzeyde malzeme 
sabitlerini açıklamak da mümkün olabilecektir. 
Ayrıca aşağıda belirtildiği üzere ),( '

66 zrC , diğer iki 
sabit olan 1211 , CC ’ye bağlı bir fonksiyonudur. Bu 
aşamada, bilinmiyenler kCCC ,,,,, 6644441211 µµ  ve 
gerilme fonksiyonu ),( zrφ ’in de dikkate alınmasıyla, 
yedi olarak belirlenebilir. 
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Şekil 1. Eğrisel koordinal sisteminde 0η ’a karşılık sr GG=β grafiği 
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Yukarıda verilen (7) ve (8) denklemlerinde zr θθ ττ ,  
karşılıklı olarak, r  radyal doğrultudaki yüzey 
normalinin tanımlandığı silindirik yüzeylere karşılık 
gelen birim alanlar üzerindeki teğetsel kayma ve 
normal vektörü z  eksenine paralel olan dairesel 
kesitli yanal yüzey üzerindeki θ  açısı yönündeki 
kayma gerilmeleridir. Silindirik koordinatlarda 
tanımlanan denge denkleminde (EK-A), (7) ve (8) 
denklemleri yerlerine yazılırsa; 
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bulunur. ),( '
66 zrC  ve ),( '

44 zrC  kayma modülü 

tanımlamaları (10) ve (11) denklemlerinde h2cos  
fonksiyon tanımlaması yardımıyla yapılmıştır (Şekil 
2). 

)''(cosh)',( 2
6666 zkzrC µ=  (10) 

)''(cosh)',( 2
4444 zkzrC µ=  (11) 

 
Çevrimsel yönde tanımlanmakta olan ),( 'zruu θθ =  
yine hiperbolik cosh  fonksiyonu sayesinde denklem 
(12)’deki gibi ifade edilmiştir. 

)cosh(
),(),(

kz
zrzru φ

θ =  (12) 

 
Tanımlanan yerdeğiştirme fonksiyonu birim 
deformasyon tanımlamalarında ve onlarda gerilme 
ifadeleriyle birlikte denklem (9) ile verilen denge 
dekleminde yerlerine konduğunda, ilk olarak denge 
denklemi teğetsel yerdeğişimleri ),( zruu θθ =  
cinsinden denklem (13)’de görüldüğü gibi oluşturulur 
ve daha sonra da denklem (12)’deki 

)cosh(),( kzzru φθ =  ifadesinin θu  yerdeğişimi alan 
ifadelerinde yerinde kullanılması ile (14) numaralı 
denklem ),( zrφ  fonksiyonu cinsinden elde edilir.  
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Bu aşamada Denklem (14) ),( zrφ  gerilme 
fonksiyonu için çözüldüğünde, zr θθ ττ ,  kayma 
gerilme ifadeleri elde edilecektir. Hook kanununda, 
seçilen kompozit malzemeye ait elastik sabitler 

),(44 zrC  ve ),(66 zrC ’in r  ve z  noktasal 
koordinatlarına bağımlı bir fonksiyon formunda 
tanımlandığı dikkate alınarak, kayma gerilmesi 
dağılımlarının bu ifadellere bağımlı olarak ortaya 
çıkacağı açıkça görülebilir. zr θθ ττ ,  kayma gerilmesi 
dağılımları aşağıda açıklanmakta olan analitik yöntem 
sonucunda elde edilen son formuyla (26) ve (27) 
numaralı denklemlerde verilmektedir. ),( zrφ  
fonksiyonu Denklem (15) ve (16)’da verilmekte olan 
Hankel dönüşümlerinin [12] uygulanması elde 
edilmiştir. Gerekli işlemler aşağıda kısaca 
açıklanmaktadır. 
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Ters hankel dönüşümü ile Denklem (17) kullanılarak 
Denklem (18) elde edilir. 
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Aşağıda (18) numaralı denklemde görülmekte olan 
integralin değeri rs,  parametreleri cinsinden 
oluşturulur. Bu eşitliği göz önüne aldığımızda ve 
Denklem (14) içerisinde r  değişkenine göre birinci 
dereceden hankel dönüşümü uygulandığı zaman; 

1 2 3 4 5 6

2000

4000

6000

8000

10000

12000

 
Şekil 2. x ’in π20 −  aralığındaki değerleri için )(cos2 xh  fonksiyonunun )(xfx −  grafiği 
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eşitliği bulunacaktır. Bu değerler Denklem (14)’de 
yerine yazılarak Denklem (19) elde edilmiştir. 
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Yukarıdaki denklemlerde görülmekte olan ikinci 
dereceden kısmi türevler z’ye göre alınmakta olup 
Denklem (14) k, s ve φ’ın da fonksiyonu konumun-
dadır. Bu denklemin kökleri m1 ve m2 ise;  

ααα =−=⇒=− 21
22 ,0 mmm  (20) 

22222 ksks +=⇒+= αα  (21) 
olur. Burada çözüm 1Hφ , α’nın cinsinden aşağıdaki 
formda oluşturmuştur. 

ααφ zzH DeCe += −1  (22) 

( ) ( ) 2/1222/122
1 kszkszH eDeC ++− +=φ  (23)  

Denklem (23)’e ters Hankel dönüşümü uygulandığı 
zaman elde edeceğimiz fonksiyon ),( zrφ  gerilme 
fonksiyonu olacaktır ve Denklem (24)’de 
verilmektedir (Konaklı [11]). 
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Denklemlerde, [ ])(sfHυ  Henkel dönüşümünü, 

)(,)( 1 rsJsrJv  v ’inci ve birinci mertebeden Bessel 
fonksiyonları (Granino ve Theresa [12], Hildebrand 
[13], Spiegel [14]) olup C  ve D  ise dönüşümler 
sırasında ortaya çıkan iki sabittir. Denklem (25)’den 
yararlanılarak aşağıdaki (26-31) denklemleri 
yardımıyla gerilme dağılımlarına ulaşılmış olacaktır. 
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Gerilme dağılımları ),( zrzθτ  ve ),( zrrθτ , 
Denklemler (32) ve (33) ile )sinh(kz  ve )cosh(kz  
cinsinden tanımlanmış olacaktır. 
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4. EN GENEL FORMDA HOMOJEN OLMAYAN 

YANAL İZOTROPİK  FİBER-KOMPOZİT 
ÇUBUĞUN BURULMA YÜKLEMESİ 
ALTINDA  KAYMA MODÜLÜ 
MODELLEMESİ 

 
Yanal-izotropik fiber kompozitler, birbirlerinden 
bağımsız beş elastik sabit ile tanımlanmaktadırlar 
(Gibson [15]). Bunun yerine, bu çalışmamızda en 
genel durumda içerilen onbir elastik sabit ile 
başlıyarak yanal izotropik kompozit yapı 
tanımlanmaya çalışılmıştır. Yerdeğişimi fonksiyonları 
birbirlerine dik iki eksen boyunca 

)cosh(),(),(),( kzzrzrvzru φ==  ifadesi ile ifade 
edilmiştir (Ugural [7]). Katı silindirik çubuğun her 
kesiti üzerinde oluşmakta olan gerilme-birim uzama 
denklemleri en genel halde Denklem (34) ve Denklem 
(35)’de görüldüğü gibi tanımlanmıştır.  
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 (35) 

Burada onbir birbirlerinden bağımsız elastik sabit 
ijklC  veya MLC  indeks notasyonunda görülmektedir. 

Bu ifadeleri, birim şekil değiştirme - yerdeğiştirme 
tanımlamalarını’da kullanarak (EK-A) denge 
denklemlerinde yerine koyduğumuzda aşağıdaki 
Denklem (36) elde edilir. Daha önce burulma 
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yüklemeleri konusunda yapılan çalışmalarda, 
rzrz γεε ,,  birim şekil değiştirme ifadeleri 

denklemlere izotropik yapının özelliği ve yüzeylerin 
burulma yüklemesinden sonra yine düzlemsel 
kalacağı kabulü ile çarpılmanın olmaması nedeniyle 
dahil edilmemiştir. 

0],[],[1],[1
)cosh(

1),()tanh(),(

],[],[2],[],[
)cosh(

1),(

],[],[2],[],[
)cosh(

),(],[],[1],[1

2
666646

24565645

26161614

2
262624

×





 +

∂
∂

+
∂

∂
+

⋅





 −

∂
∂

⋅







 ++

∂
∂

+
∂

∂

+
∂

∂
⋅







 ++

∂
∂

+
∂

∂

+





 +

∂
∂

+
∂

∂

r
zrC

r
zrC

rz
zrC

r

kz
zrkzk

z
zr

r
zrC

r
zrC

r
zrC

z
zrC

kzr
zr

r
zrC

r
zrC

r
zrC

z
zrC

kz
zr

r
zrC

r
zrC

rz
zrC

r

φφ

φ

φ

 

( )

+×+×+












∂
∂

−
∂∂

∂+

+

−+

∂
∂

−







∂
∂

+×+×+

∂
∂

+
∂

∂

+

−+

∂
∂

−







∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂







 +

∂
∂

+
∂

∂
+

+
∂

∂






 +

∂
∂

+
∂

∂
+





 −

∂
∂

⋅







 +

∂
∂

+
∂

∂
+

×





 +

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂







 +

∂
∂

+
∂

∂
+







 −

∂
∂

−
∂

∂
−+

0],[0],[

),()tanh(),(
)cosh(

],[],[

),())(tanh(),()tanh(2

),(
],cosh[
],[0],[0],[

),(],[),(
)cosh(
],[

),())(tanh(),()tanh(2

),(
)cosh(
],[),(

)cosh(
],[

),(],[],[1],[1

0),(],[2],[],[

),()tanh(),(
)cosh(

1

],[],[],[

0],[],[1],[1
)cosh(

1),(],[],[],[
)cosh(

),(],[],[1],[1

6646

2
5614

222

2

2
44

6634

2

2

0562

2
66

222

2

2
45

2

2
16

02
464644

0
565645

464644

2
262624

666646

2
666646

r
zrC

r
zrC

r
zrkzk

zr
zr

kz
zrCzrC

zrkkzk
z

zrkzk

z
zr

zr
zrCzrCzrC

r
rzrC

r
zr

kz
zrC

zrkkzk
z

zrkzk

z
zr

kz
zrC

r
zr

kz
zrC

zr
r

zrC
r

zrC
rz

zrC
r

r
r

r
zrC

r
zrC

z
zrC

zrkzk
z

zr
kz

r
zrC

r
zrC

z
zrC

r
zrC

r
zrC

rz
zrC

r

kzr
zr

r
zrC

r
zrC

z
zrC

kz
zr

r
zrC

r
zrC

rz
zrC

r

φφ

φφ

φ

θψθφ

φφ

φφ

θ
ψθ

θψθ

φφ

φ

φ

 

00],[0]),[],[(

),(],[0],[0],[

),()tanh(),(
)cosh(
],[2

44
3645

2

0
462624

2
46

=×+×++

∂∂
∂

+×+×+












∂
∂

−
∂∂

∂

r
zrCzrCzrC

r
r

r
zrC

r
zrC

r
zrC

r
zrkzk

zr
zr

kzr
zrC

θ
θψ

θ

φφ

 

 36) 
 
Burada ),(,),( θψφ rzr  sırasıyla gerilme ve burkulma 
fonksiyonlarıdır (EK-A, Denklem (A4-A6)). Denklem 
(36)’nın aşağıdaki formda yeniden yazılması ile genel 
bir ifade haline getirilmiştir (Konaklı [11]). 
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Denklem (37) içerinde görülmekte olan (I), (II), (III), 
(IV), (V), (VI), ve (VII), (VIII), (IX), (X), parantezleri 
içerisindeki ifadelerin açık yazılışları Ek-A kısmında 
Denklemler (A9-A18) ile ekte verilmektedir. Uygun 
bir ),( zrφ  gerilme fonksiyonu seçebilmek için 
kabuller yapılmıştır (Denklem (38)). Örneğin, 
silindirin orta merkezinden geçen ve z-eksenine 
paralel kesit alındığı zaman oluşacağını beklediğimiz 
dikdörtgen alanların, bu eksen etrafında o360=θ  
döndürülmesi ile oluşacak silindirlerin, yanal izotrop 
yapıyı oluşturan silindirik fiber ve matris katlı yapıyı 
oluşturduğu düşünülmüştür. Buna uygun olarak 
seçilen ),( zrφ  gerilme fonksiyonu aşağıdaki gibi 
olup, (Şekil 3) ileride açıklanmakta olan sınır 
şartlarını en uygun şekilde sağlamaktadır. Şekil 3’de 
parabolik ),( zrφ  fonksiyonun grafiği örnek olarak 

22 ≤≤− r  ve 33 ≤≤− z  aralıklarında alınarak 
gösterilmiştir. 

)()(),( 22
2

22
1 LzKRrKzr −+−=φ  (38) 

Burada, 21 , KK  sabit çarpanlar, Rr ,  iç ve dış 
yarıçap koordinatları, L  ise çubuğun toplam 
uzunluğudur. Bu problemde uygulanmakta olan 
kompozit malzeme yanal izotropik malzeme olup, 
(38) denklemi ile tanımlanarak, ifadenin bütün yanal 
kesitlerde geçerli olduğu kabul edilmektedir. Veya 
diğer bir deyişle, her z kesitinde silindirik çubuğun 
dairesel kesitli yanal yüzeylerindeki θ,r  
parametrelerine bağlı olan malzeme sabitlerinin hep 
aynı kalması beklenecektir. Bu malzemeye örnek 
olarak yüzey fiber eğrileri (yaş eğrileri) hep aynı 
kalan ağaç numuneleri gösterilebilir. Burulma 
probleminde, seçilen gerilme fonksiyonu ),( zrφ , 
Denklem (39) ve Denklem (40) ile verilen sınır 
şartlarını sağlamalıdır. Bunlardan ilki, dış yüzey 
üzerinde ),( zRφ  fonksiyonunun sıfır veya sabit bir 
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değere eşit olması şeklinde aşağıdaki gibi verilerek 
açıklanabilir.  

0; =±= φRr  (39) 
0; =±= φLz  (40) 

Ayrıca bunlara ek olarak, biharmonik denklemin 
silindirik koordinatlardaki aşağıdaki ifadesinin 
sağlanması ana şartlardan biridir.  
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Bunlarla beraber, yukarıda ),( zrφ  ve ),( θψ r  
fonksiyonlarının cinsinden görülmekte olan (37) 
numaralı denklem parçalanarak zr ,,θ  üç geometrik 
parametre cinsinden, üç tane bağımsız (uncoupled) 
diferansiyel denklemler grubu formunda oluşturul-
muştur. Örneğin; )()()(),,( 321 zFFrFzrF ++= θθ  
formundaki bu fonksiyona benzer bir ifade, 
gruplandırılarak görülmüş olacaktır. Böylece, bu 
çalışmada üç ayrı fonksiyon birbirlerinden lineer 
bağımsız olarak çözülebilir hale getirilmiştir. Şekil 
3’den de görüldüğü gibi ),( zrφ  fonksiyonu ikinci 
derece parabolik bir yüzey oluşturmaktadır. Bu eğri 
yüzey, çubuğun z ekseni boyunca 0=r ’dan kesit 
alınmasıyla elde edilen yüzey olup 00 3600 −=θ  açı 
aralığında silindir ana ekseni etrafında çevrilmesiyle 
katı silindir çubuğun malzeme dağılımına ait 
geometrik şeklini ifade etmektedir. r,θ yüzeyinin en 
baştan dairesel kesit olarak alındığı belirtilmişti. 
Eliptik kesitli çubukların, gerilme fonksiyonu 
Denklem (42) gibi olacaktır (Ugural [7]). Eliptik ve 
dairesel kesitin burulma problemindeki farkı, dairesel 
kesitli çubuklarda ),( θψ r  çarpılma fonksiyonunun 
doğrudan sıfıra eşit olması ile açıklanabilir. 
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b
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a
xcφ  (42) 

θφ G22 −=∇  (43) 
Çünkü dairesel kesitli çubuklar eksenel simetriye 
sahiptirler ve burulma sonucunda çarpılmazlar 

( 0=ψ ) (Ugural [7]). Denklem (42)’yi (43) 
denkleminde yerinde uygulayarak;  
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−= θ  (44) 

c  sabiti çözülür. Daire kesitli çubuklarda, a=b olduğu 
için Denklem (44), aşağıdaki gibi olacaktır. 
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a
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Bu denklemi kutupsal koordinatlarda yazabilmek için 
aşağıdaki işlemler gerçekleştirilmiştir.  

2
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Denklem (46) ve θcosrx = , θsinry =  eşitlikleri, 
Denklem (42)’de yerine yazılacak olursa, ),( zrφ  
gerilme fonksiyonu; 
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formunda görülecektir. Burulma probleminde, (43) 
eşitliğinin ( θφ G22 −=∇ ) sağlanması gerektiğinden, 
yukarıda açıklanan ifadelerin kullanılması ile 

θGK 22 1 −=  olması gerektiği görülür. Denklem 
(37)’nin yukarıdada açıklandığı üzere, birbirinden 
bağımsız üç denklem grubuna ayrılması gerektiği 
düşünülerek, ),( zrφ  ve ),( θψ r  fonksiyonları zr ,,θ  
parametreleri cinslerinden ayrı ayrı gruplandırılarak 
ayrılmıştır. 
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Şekil 3. Gerilme ),( zrφ  fonksiyonunun yüzeysel grafiği 
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Böylece, (38) ve (48) denklemleri, (50) ve (51) 
numaralı denklemin içerisinde uygulanarak, aşağıda 
verilen iki ana grup denklem, yeni 21, KK , K  veya 

21 ,CC  sabitleri cinsinden aşağıdaki gibi elde 
edilmiştir.  

11
22 /)(2)(2))(( CKKIIIrIIIRr ==++−  (52) 

22
22 /)(2)(2))(( CKKVIVzIIILz ==++−  (53) 

Bu denklemlerin elde edilmesiyle, yüzey fonksiyon-
larına ait grafikler çizilerek, kayma modülünün 

malzeme sabitlerinin her noktadaki belirli yönlü 
doğrultularında tanımlaması sağlanmıştır. Örnek 
olarak çizilen Şekil 5 ve Şekil 6’daki iki grafiğin 
birleştirilmesiyle üç boyutlu görüntüsü olan Şekil 3 
kolaylıkla oluşturulabilir. Üç boyutlu uygulamaya 
diğer bir örnek, 33,82 ≤≤−≤≤ zr  aralığında 

çizilen 2222 )3()2(),( −+−= zrzrφ  gerilme fonksi-
yonunun, 121 ==CC  olarak seçilmesi ile Şekil 4 ile 
verilmektedir. 
 
Gruplanan denklemlerden ),( θψ r  çarpılma 
fonksiyonuna ait olan diferansiyel denklem, Denklem 
(54)’de görüldüğü gibi tanımlıdır. 
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Şekil 5. 22)( 2 −+= rrrf  fonksiyonunun kompozit malzeme değişiminin r-radyal 
yönde grafiksel tanımlaması  

                          f(z)                         f(z) 
       z 
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2

 
Şekil 6. 72)( 2 −+= zzzf  fonksiyonunun kompozit malzemenin değişimi anlamında z 
ekseni boyunca grafiksel tanımlaması 
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Gerilme-birim deformasyon ifadeleri, Denklemler 
(55) ve (56) ile )cosh(kz  ve )tanh(kz  cinsinden 
tanımlanmıştır. 
 
5. SONUÇLAR 
 
Homojen olmayan malzemelerin üzerinde uygulan-
makta olan standart kayma ve burulma testleri 
yalnızca ortalama ve yaklaşık GE,  elastik sabit 
değerleri vermektedir ve bu nedenle de ortalama bir 
kayma modülü değeri olduğu kabul edilmektedir. 
Çünkü bu konuda yapılmakta olan testlerde, ortalama 
kayma modülünün test numunesinin geometrisine ve 
testin çeşidine (çekme/burulma/ kayma) bağlı olduğu 
bilinmektedir. Dünyada yapılan bu konudaki analitik 
çalışmalarda ince cidarlı tüplerin değişik geometrileri 
için denklemler ortalama değerleri verecek şekilde 

çıkarılmıştır (Stokes [1,4]). Ayrıca bu çalışmalarda 
elde edilen formülasyonları da gruplamak 
gerekmektedir. Örneğin, i) koordinat bağımlı noktasal 
değerlere göre değişiklik gösteren, ortalama kayma 
modülü formülasyonları ),( yxG , ii) fiber yapılı yanal 
izotrop yapıya sahip kompozitler için tanımlamalar 
(Ergüven [10]), iii) fiber kompozit problem 
tanımlamalarına bağlı çözümlemeler (Johnson [16], 
Ting [17], Martynovich [18], Kardomateas [19], Zidi 
[20], Senitskii [21], Reissner [22], Chui ve Smith 
[23]) olarak gruplandırılarak özetlenebilir. Bu 
çalışmada, elastisite matrisinde ve burulma 
yüklemesini tanımlamakta olan elastik sabitlerin 
içerisinde bulunduğu gerilme-birim şekil değiştirme 
ve denge denklemlerinde sırasıyla uygulanmasıyla, 
genel kayma modülü formülasyonları çıkarılmıştır. 
Böylece, yanal izotropik yapıdaki elyaf takviyeli 
kompozit malzemeden yapılmış rijit silindirik 
burulma çubuk kesitlerinde oluşmakta olan gerilme 
dağılımlarına, daha doğru bir yaklaşımla 
ulaşılabilirlik sağlanmış olmaktadır. İleride yapılacak 
ek sayısal ve deneysel çalışmalarla, yeniden 
oluşturulmuş olan ),,( zrz θτθ , ),,( zrr θτ θ  denklem-
leri, çubuk kesitlerinde koordinat tanımlı olarak 
verebilecektir. 
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EK-A 
 
 

Üç parametre için kabuk-merkez (skin-core) modelde, ince cidarlı şaftın, burulma yüklemesi altındaki analizinde 
G kayma modülünün et kalınlığıyla orantılı olarak ve çevrimsel yönde değiştiği kabul edilmektedir. 
 
Silindirik kabuklu yapının yarıçap koordinatına bağlı ortalama kayma modülü formülleri aşağıdakilerdir; 
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G=Gc için 0≤η≤1-η0 ve G=Gs için 1-η0 ≤ η ≤1 

( )( )[ ] sc
r

sr GGrGG /,....,2,1,0,111 0 ==−−−= βηβ  (A2)  
 
Silindirik koordinatlarda denge denklemleri; 
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Burulmada yer değiştirme alan tanımlamaları; 
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Genel birim şekil değiştirme-yerdeğiştirme ifadeleri; 
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Yanal-ortotropik fiber-kompozit bünye denklemi; 
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Denklem (A8) ile verilen ifade εσ C=  Hook kanununu ifade etmektedir. 
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