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OZET

Bu calisma, ilk olarak homojen olmayan fiber kompozit malzemeler iizerinde uygulanmakta olan burulma
yiiklemeleri altindaki ¢ubuklara ait kayma modiilii elastisite modelleri ve modellerin aralarindaki farkliliklarin
aragtirilmasini igermektedir. Ikinci olarak, kayma modiilii tanimlamasinin yanal izotrop malzemeler igin yeni
formda olusturulmas: ele alinmistir. Literatiirde, degisik kesitlere sahip ¢ubuklar i¢in kisaca verilen iki boyutlu
G(x,y) kayma modiilii formiilasyonlari, yeniden olusturulmustur. Yeni bir form olarak, yanal izotropiye sahip

fiber kompozit malzemeler ig¢in onbir bagimsiz elastik sabite sahip kayma modiiliiniin en genel tanimlamasi
yapilmistir. Tanimlamalar1 yapilan bu yeni modelde kayma modiilii, denklemler sistemi formunda
olusturulmustur.

Anahtar Kelimeler: Burulma yiiklemesi, fiber kompozit, yanal izotropik, kayma modiilii, mikro-mekanik.

THE NEW FORMED SHEAR MODULUS FORMULATIONS
FOR THE TRANSVERSELY ISOTROPIC FIBER COMPOSITE BARS
UNDER TORSION LOADING

ABSTRACT

This study first includes the researches about the elasticity models for nonhomogeneous fiber composites under
torsional loading and the differences between them. Secondly, constitution of the new formed shear modulus
definition was held on for the transversely isotropic materials. In literature, the given two dimensional G(x, y)
shear modulus brief formulations about various cross sectional bars were derived again. As a new model, the
most general definition which has eleven independent elastic constants for the transversely isotropic fiber
composite material was generated. In this new form in which the definitions were given, shear modulus was
defined in the form of the system of equations.

Keywords: Torsional loading, fiber composite, transversely isotropic, shear modulus, micro-mechanics.

1.GIRiS kaynak taramalari sirasinda bulunan kayma modiilii
analitik modelleri yeniden c¢ikarimlar1 yapilarak
Kompozit malzemelerin genel tanimi, istin  olusturulmustur. Arastirmalar sonucunda, calismalari

Ozelliklere sahip bir malzeme olusturmak igin makro
veya mikro diizeylerde iki veya daha fazla farkli
malzeme Ozelliklerine sahip yapilarin birlestirilerek
yeni bir malzemenin olusturulmast  seklinde
verilebilir. Bu karmagsik yapilarda yeni elastik sabit
degerleri ortaya c¢ikmaktadir ki, giinlimiizde bu
degerler esdeger malzeme elastik sabit degerleri
cinsinden bulunarak kullanilmaktadir. Bu ¢aligmada,

iki ana alt basamakta toplamanin gerekli oldugu
ortaya cikmaktadir. Buna gore ilk grubu, kayma
modiilii tanimlamalar iki boyutta G(x, y) fonksiyonu

formunda tanimlanarak her g¢ubuk kesiti iizerinde,
herbir koordinat noktasinin farkli bir kayma
modiiliine sahip eleman oldugu varsayimindan yola
cikilarak olusturulan tanimlamalar olusturmaktadir
(Stokes [1], Birlik [2] ve Yarasik [3]). Ikinci grubu
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ise, ortotropik ve anizotropik fiber kompozit
malzemeler i¢in tanimlanan elastisite formiilasyonlari
olusturmaktadir. Bu caligmada, giiniimiize kadar bu
konuda yapilan arastirmalarda elde edilmis kayma
modiilii denklemleri agiklanmig ve yanal izotropik
fiber kompozitler i¢in en genel kayma modiiliiniin
yeni formu bulunmaya g¢alisilmistir. Yanal izotropik
fiber kompozitlere en anlamli 6rnek giinliik ortamdan
organik yapiya sahip aga¢c malzeme verilebilir.
Asagidaki  boliimlerde, bu  konu  basliklar
ayrintilartyla agiklanmaktadir.

2.HOMOJEN OLMAYAN iNCE CiDARLI
PRIZMATIK CUBUKLARIN TASARIMINDA
KULLANILAN KAYMA MODULU
TANIMLAMALARI

Bu boliimde burulma yiiklemesi altindaki ince cidarli,
homojen olmayan prizmatik cubuklara ait kayma
modiilii formiilasyonlar1 yer almaktadir. Stokes [1],
calismasinda, rijit termoplastik yapiya sahip dis
kabuklar1 olan kompozit malzemeden yapilmis
burulma c¢ubuklarmin formiilasyonunu mekanik
tasarim amagli olarak elektrik kablo dis yiizey
kaplamalar1 i¢in elde etmistir. Stokes [1,4]
makalelerinde, homojen olmayan ve her koordinat
noktasinda degisik kayma modiilii degerine G(x,y)

sahip burulma problemini ve egilme gubuklari i¢in de
her koordinat noktasinda degisik Young modiili
degerlerine sahip E(x,y) olan kompozit malzemeden

hazirlanmis kiris problemi igin genel denklemleri
cikarmistir.  Stokes’un [1] makalesinde, ilgili
formiilasyonlar homojen olmayan malzemelerde
elastik modiil degerlerinin noktadan noktaya degistigi
kabul edilerek ve kesit alanlarinin geometrik
degisimlerine bagli olarak ortalama bir kayma
modiiliiniin formiile edilmesiyle agiklanmaktadir.
Birinci ve ikinci grup ¢aligmalardan elde edilmis olan
genel denklemler, ileride yapilacak yeni calismalara
taban yaratmasi amaciyla bir biitiin halinde asagidaki
bolimlerde kisaca 6zetlenmektedir.

e Prizmatik c¢ubuklarm burulmasi (Stokes [1],
Timeshenko ve Goodier [5], Oden ve Ripperger [6],

Ugural ve Fenster [7]) asagidaki esitliklerle
verilmektedir.
T (%, ) = G(X,y)Vx: (1-a)
TyZ(x:y) = G(an’)}/yz (1-b)
oy (x,
rxz(x,y>=G<x,y)eo[M—y] (2-a)
ox
ryz(x,y)=G(x,y>eo[W+xj (2-b)

Burada, 7(x,y) kayma gerilmesini, G(x,y) kayma
modiiliini, y(x,y) carpilma (warping) fonksiyonunu

ve 0 ise sabit bir katsayr olarak burulma agisimi
tanimlamaktadir.
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e Dikdortgensel yanal kesite sahip, ince cidarl
cubuklarin ortalama kayma modiiline ait ifade
Stokes [1] tarafindan agagidaki gibi verilmektedir.

12

Joy'dy

Grr =2~ : =3[Gn’dn =G, 3)
[y*ay ©
0

Burada 7 egrisel koordinat sistemini, ¢ et kalinligini
tanimlamaktadir.

e Dairesel kesitli, i¢i dolu rijit ¢ubuklarin ortalama

kayma modilii ifadesi ise Denklem (4) ile
verilmektedir.
T
GTC - 5
1p6)
R
Ip=2x[rdr, 4)
0
1
[Guyrar
Grc = OR+ = 4J. G(’])773d77 =G;
J rdr 0
0

Burada karsilikli olarak, Gr¢ kayma modiiliint, Ip
atalet momentini, R yaricap degerini T tork ve 0
burulma agisini belirtmektedir.

e Dairesel tiiplerin ortalama kayma modiili ifadesi
ise (5) denkleminde goriilmektedir.

T
2Rt

Burada Gr efektif kayma modiilii, T tork, R yarigap ve
0, burulma agis1 cinsinden ifade edilmistir.

1
=Gr b, Gr = [Gn)dn = Go )
0

e Degisik kesit geometrilerine sahip, ince cidarli
tiplerin burulma problemine ait ortalama kayma
modiilii Grw, Denklem (6) ile verilmektedir.

S LIPS Ul (e (©)

= Ga(s)=— | G(s,
" fas (G R

Burada. G,(s), t sabit kalinliga sahip, ince cidarl
dairesel kesitli tiipler i¢in sabit kayma modiiliidiir.
Sekil 1 ile wverilen egri, Stokes [l] tarafindan
tanimlanmakta olan G,, G, ortalama kayma
modiillerine ait ifade oranlarinin, egrisel koordinatlar
iizerinde hareket ederken gosterdigi davranisi
aciklamaktadir. Grafik, egrisel koordinat sisteminde,
koordinat eksenlerinin —1<7 9 <+1 ve —1<& o< +1
degerleri arasinda degistigi dikkate alinarak, radyal
yonde tamimlanmakta olan belirli 779 ’a karsilik
B=G,/Gs ‘nin ¢izilmesiyle olusturulmustur. G, ,
herhangi bir r radyal koordinattaki kayma modiiliind,
G, ise burulma g¢ubugunun yiizeyinde eristigimiz
ortalama kayma modiiliinii gostermektedir. Tlgili
denklemler EK-A’da verilmektedir.
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Sekil 1. Egrisel koordinal sisteminde 7 ’a karsilik 8 =G, /G, grafigi

3.BURULMA VE MATEMATIKSEL
MODELLEMELER

3.1. Genel Burulma Teoremleri

Bu konuda yapilan ilk c¢aligmalarda elde edilen
denklemler, burulma esnasinda burulma yiiklemesi
etkisindeki kesitlerin diizlemselliklerini koruyarak
rijit donme hareketi yaptigi, bigimleri bozulmaksizin
dondiigii kabulleri ile elde edilmisti. Coulomb [8]
tarafindan gelistirilen bu teori, daha sonra Navier [9]
tarafindan enine kesit alan ytizeyleri dairesel olmayan
prizmatik  g¢ubuklar  iizerinde  uygulanmustir.
Yukaridaki belirtilen ana kabiil altinda ¢alisan Navier
[9], verilen bir burulma momenti i¢in g¢ubuklarin
burulma agisinin kesitin agirlik merkezine gore
kutupsal atalet momenti ile ters orantili oldugu ve
maksimum kayma birim sekil degistirmesinin kesit
agirhk merkezinden en uzak noktalarinda ortaya
ciktig1 gibi, giiniimiizde elde edilen formiilasyona ters
sonuglara ulagmistir. Daha sonra yapilan ¢alismalarla,
prizmatik ¢ubuklarin uglarma uygulanan kuvvet
ciftleriyle burulma probleminin dogru ¢6ziimii Saint-
Venant [4] tarafindan verilmistir. Giinlimiizde yapilan
son c¢aligmalara ornek olarak, Ergiiven [10]’in
homojen olmayan ayni zamanda yanal izotrop olan
dairesel kesitli gubugun burulma yiiklemesi altinda iki
boyutta modellemesi verilebilir. Ergiiven [10]
calismasinda, yanal izotrop fiber-kompozit malzeme-
den yapilmis kati ¢ubuklarda G kayma modiiliinii,
Ca4 ve Cgq clastik sabitlerinin bir fonksiyonu olarak
G(C4s,Cs6)

denklemi ¢(r,z) gerilme fonksiyonu cinsinden ikinci

formunda tanimlamaktadir. Denge

mertebeden bir kismi diferansiyel denklem formunda
olusturulmustur. Bu ifadeye, gerilme-birim
yerdegistirme ifadelerinin igerinde yer alan birim yer
degistirmelerin, ¢(r,z) gerilme fonksiyonunun
simetrik bir fonksiyon olan cosh(z) hiperbolik
fonksiyonu  cinsinden ifadesinin  tanimlanarak
yerlestirilmesi ile ulagilmistir. Asagidaki boéliimde,
r, ,7,, kayma gerilmesine ait denklemler, yanal
izotrop fiber kompozit kati

burulma  etkisi  altinda
gosterilmistir.  Ergiiven

0z 2 ré
silindirik  ¢ubugun
kisaca  agiklanarak
[10’in  galismasindaki
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yontem, bizim calismamizda ii¢ boyutta en genel
ifadelerin tanimlanmasina taban teskil ederek
kullanilmustir (Konakli [117).

3.2. Homojen Olmayan Yanal izotropiye Sahip
Fiber Yapih Silindirik Kompozit Kati
Cubugun Burulma Yiiklemesi Altinda iki
Boyutta Analitik Modellemesi

Eksenel simetriye sahip burulma deformasyonu
tanimlamalar1 (Ergiiven [10]), silindirik koordinat-

o’ = Ces/Cus, o’ =y | pas
k'=k/a ve A usspaa =p parametrik doniisiim

esitliklerinin kullanilmasi ile r,H,z' koordinatlarina

bagl olarak ifade edilmistir (Konakli [11]). Burada &
sabit bir sayidir. Bu dosiimlerde goriilmekte olan

larda '=z/a,

Has Ve Mg, cosh? (k'z') hiperbolik fonksiyonun
Cys(r,z) ve Cge(r,z) elastik sabitlerin ifadelerini

olusturan denklemlerin ¢arpanlar halindeki sabit
katsayilaridir. fleride goriilecegi gibi, bu déniisiimler
sayesinde denge denklemi simetrik bir yap1
kazanarak, ikinci mertebeden kismi bir diferansiyel
denklem formuna gelmektedir ve buradan ¢(r,z)

analitik olarak Bessel fonksiyonlarma bagli olarak
coziilebilmektedir. Formiilasyonda, tegetsel yondeki
sifir olmayan tek yer degistirme vektdr bileseni olan

ugzug(r,z'), r ve =z koordinatlarimin bir
fonksiyonudur. Kayma gerilmesi-birim yerdegistirme
ifadeleri Ces(r,z) ve Cas(r,z) kayma modiilii

tanimlamalariyla fonksiyonel formda ifade -edilir.
Boylece (7) ve (8) denklemlerine ulasilmaktadir.

C(,G(r,z') kayma modiild, r,z koordinatlarina bagh

olan, cubuk yanal kesiti lizerinde noktadan noktaya
bagl bir fonksiyonun ifadesi seklindedir. Boylece, bu
tanimlama sayesinde mikro diizeyde malzeme
sabitlerini agiklamak da miimkiin olabilecektir.

Ayrica agagida belirtildigi iizere Ceg (r,z') , diger iki
sabit olan Cj;, Cj,’ye bagh bir fonksiyonudur. Bu
asamada, bilinmiyenler Cy1,C\2,Ca4, flaa, tlos ,k V€
gerilme fonksiyonu ¢(r,z) ’in de dikkate alinmasiyla,
yedi olarak belirlenebilir.
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T0(r,z") = C66(V,Z')|:aug(r’z') _ ”9(’”32')} %) 0%ug(r,z) +l {aue(r,z) B Ue(i’,z)}
or r ar2 . or » )
aZug(r,Z) au@(l’,z)
' + —2"2 4+ 2k tanh (kz) ————=0
792(”’2')=C44(V,Z'){%} 0z anh (k) oz
% 1[op ¢ %
ks vt U o R RS 1)

Yukarida verilen (7) ve (8) denklemlerinde 7,9, 7. Bu asamada Denklem (14) ¢(r,z) gerilme

kargiliklt olarak, » radyal dogrultudaki yiizey

normalinin tanimlandif: silindirik yiizeylere karsilik } ) ) . .
gelen birim alanlar iizerindeki tegetsel kayma ve gerilme ifadeleri elde edilecektir. Hook kanununda,

normal vektérii z eksenine paralel olan dairesel ~ Sesilen kompozit malzemeye ait elastik sabitler
kesitli yanal yiizey iizerindeki & agis1 yoniindeki Cu(r,z) ve Ce(r,z)’in r ve z noktasal
kayma  gerilmeleridir. ~ Silindirik  koordinatlarda  koordinatlarna bagimli bir fonksiyon formunda
tanimlanan denge denkleminde (EK-A), (7) ve (8)  tammmlandigr dikkate alinarak, kayma gerilmesi
denklemleri yerlerine yazilirsa; dagilimlarinin bu ifadellere bagimli olarak ortaya
0tr9(r,z'") . 0tg.(r,z") . 27,9 (r,2") 0 ©) ¢ikacagi agikca goriilebilir. 7,9, 79, kayma gerilmesi

or oz' r dagilimlari asagida agiklanmakta olan analitik yontem
sonucunda elde edilen son formuyla (26) ve (27)
numarali  denklemlerde  verilmektedir.  ¢(r,z)
tanimlamalar (10) ve (11) denklemlerinde cos® / fonksiyonu Denklem (15) ve (16)’da verilmekte olan
fonksiyon tanimlamasi yardimiyla yapilmustir (Sekil — Hankel doniistimlerinin  [12] uygulanmast elde

fonksiyonu i¢in ¢oziildiigiinde, 7,9, 79, kayma

bulunur. C(,G(r,z') ve C44(r,z') kayma modiili

2). edilmistir. ~ Gerekli  islemler asagida  kisaca
Cos(r,2") = pags cosh?(k'z") (10)  aciklanmaktadir.
Caa(r,2') = pag cosh® (k'2") (11)

2
Hy, f"(t)+;f'(t)—’;l—2f(t) =-s’H,[f(0] (15)

Cevrimsel yonde tanimlanmakta olan ug =ug(r,z) ()= Hy[f(n)]=H, lfHu (s):r —>SJ
yine hiperbolik cosh fonksiyonu sayesinde denklem

(12)deki gibi ifade edilmisir. - Tr Jo(sr)f (F)dr (16)
B o(r,z) 0
uo(r:2) = k) (12)

Ters hankel doniisiimii ile Denklem (17) kullanilarak

T <o . - Denklem (18) elde edilir.

animlanan  yerdegistirme  fonksiyonu  birim

deformasyon tanimlamalarinda ve onlarda gerilme f(r)=H, [f (S)]= H, l_f fo(s):s—>r J
ifadeleriyle birlikte denklem (9) ile verilen denge o

dekleminde yerlerine kondugunda, ilk olarak denge = JS S ()T (sr)dr

denklemi tegetsel yerdegisimleri ug =ug(r,z) 0

(17)

Asagida (18) numarali denklemde goriilmekte olan

cinsinden denklem (13)’de goriildiigii gibi olusturulur integralin degeri s, r parametreleri cinsinden

ve daha sonra da  denklem  (12)’deki

ug = ¢(r,z)/cosh(kz) ifadesinin uy yerdegisimi alan olusturulur. Bu esitligi g6z Oniine aldigimizda ve

Denklem (14) icerisinde r degiskenine gore birinci

ifadelerinde yerinde kullanilmasi ile (14) numarali dereceden hankel doniisiimii uygulandifi zaman:

denklem ¢(r,z) fonksiyonu cinsinden elde edilir.

12000 r
10000 r
8000
6000 r
4000

2000

1 2 3 4 5 6

Sekil 2. x’in 0—27 araligindaki degerleri igin cos” & (x) fonksiyonunun x— f(x) grafigi
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2 H,
" =H[p] tanmlamasi ile H, il 949 ¢2
oz* Oz

esitligi bulunacaktir. Bu degerler Denklem (14)’de
yerine yazilarak Denklem (19) elde edilmistir.

j (a/ {‘Z ﬂ}/u(sr)dr— —s2pM (s, 2,k) (18)

FoRt
022 _(k2

+57)g" =0 (19)

Yukaridaki denklemlerde goriilmekte olan ikinci
dereceden kismi tiirevler z’ye gore alinmakta olup
Denklem (14) &, s ve ¢'in da fonksiyonu konumun-
dadir. Bu denklemin kokleri m; ve m, ise;

m*—a’>=0=>m=—a,m=a (20)
a?=s*+k* = a=s>+k? 1)

olur. Burada ¢dziim ¢, o’nin cinsinden asagidaki
formda olusturmustur.

¢ = Ce™** + D™ (22)

¢H1 — Cefz (s2+k2)”2 +D ez (S2+k2)l/2 (23)
Denklem (23)’e ters Hankel doniisiimii uygulandigi

zaman elde edecegimiz fonksiyon ¢(r,z) gerilme

fonksiyonu  olacaktir ~ve  Denklem (24)’de

verilmektedir (Konakli [11]).

P(r,z) = Ts {Cez(sz*kz)”2 1 pert ) } Ji(rs)ds
0

(24)

ug(r,z) = [cosh(kz)]_lJ'sCe_Z(SZJ'kZ)mJl (rs)ds  (25)
0

Denklemlerde, H,[f(s)] Henkel déniisiimiinii,

Jy(sr),Ji(rs) v’inci ve birinci mertebeden Bessel

fonksiyonlar1 (Granino ve Theresa [12], Hildebrand
[13], Spiegel [14]) olup C ve D ise doniigiimler
sirasinda ortaya ¢ikan iki sabittir. Denklem (25)’den
yararlanilarak ~ asagidaki  (26-31)  denklemleri
yardimiyla gerilme dagilimlarina ulagilmis olacaktir.

70.(r,z) = pas cosh’ (ke )1/#66 Qo(r,2) (26)
iy Oz
r.(r,2) = ﬁcoshz(kz)—auea(r’ ?) 27)
iz

79z (7‘ Z) =

1 cosh(kz )K

TC(S)[ (S +k )I/Z]e—z(s +k? ) J (I"S)dS
0

k sinh(kz) IC( Ye —z(s2+k2)2 J1(rs)ds
osh? (kz)

cosh(kz)
(28)
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Tr@(raz) =

s cosh? (k2)) ——— [ C)e ) gy
cosh(kz) p

L[ [—J 1 (”))ds
cosh(kz) | r

Trg(F,Z) =

He6 COSh(kZ)|:T C(s)e—2(52+k2) |:J1 '(VS) _ Jl (”'S) :|ds:|
0 r

(29)

(30)

Jl'(rs):—st(rs)+lJ1(rs) (31
r

Gerilme  dagilimlart  74.(r,z) ve 7.9(r,z),

Denklemler (32) ve (33) ile sinh(kz) ve cosh(kz)
cinsinden tanimlanmis olacaktir.
To:z (}”,Z) =

- ,UT C(s)[k sinh(kz) + (s + k)% cosh(kz)] (32)
0

2 25\1/2
N CIRR A (rs)ds

_ *? IRIENG
7+9(r,2) = ptes cosh(kz) [ s C(s)e J(rs)ds
0
(33)

4.EN GENEL FORMDA HOMOJEN OLMAYAN
YANAL iZOTROPIK FiBER-KOMPOZIT
CUBUGUN BURULMA YUKLEMESIi
ALTINDA KAYMA MODULU
MODELLEMESI

Yanal-izotropik fiber kompozitler, Dbirbirlerinden
bagimsiz bes elastik sabit ile tanimlanmaktadirlar
(Gibson [15]). Bunun yerine, bu calismamizda en
genel durumda igerilen onbir elastik sabit ile
basliyarak  yanal  izotropik  kompozit  yapi
tanimlanmaya g¢alisilmistir. Yerdegisimi fonksiyonlari
birbirlerine dik iki eksen boyunca
u(r,z) =v(r,z) = §(r,z)/cosh(kz) ifadesi ile ifade
edilmistir (Ugural [7]). Katt silindirik ¢ubugun her
kesiti lizerinde olugmakta olan gerilme-birim uzama
denklemleri en genel halde Denklem (34) ve Denklem
(35)’de goriildiigi gibi tanimlanmustir.

79z :c14[r,z] 8,—!—624[1”,2] 89+C34[F,Z] &z (34)
+caalr,z] yz0 +cas[r,z] ¥z +caslr, 2] 710

Tro :Cl6[r»z] (9,»+6‘26[}",Z] &0 +C36[V,Z] &z (35)
+C46[V,Z] Yz0 +C§6[V,Z] YVrz +CG6[V:Z] Yro

Burada onbir birbirlerinden bagimsiz elastik sabit
Ciju veya Cyy indeks notasyonunda goriilmektedir.
Bu ifadeleri, birim sekil degistirme - yerdegistirme
tanimlamalarini’da  kullanarak  (EK-A)  denge
denklemlerinde yerine koydugumuzda asagidaki
Denklem (36) elde edilir. Daha o6nce burulma
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yiiklemeleri ~ konusunda  yapilan  calismalarda,
Ez,8r,Yr birim sekil degistirme ifadeleri
denklemlere izotropik yapinin 6zelligi ve yiizeylerin
burulma yiiklemesinden sonra yine diizlemsel
kalacag kabulii ile ¢arpilmanin olmamasi nedeniyle

dahil edilmemistir.
(1 0Culr,z] 1 0Cxlr,z] Czé[”az]] ¢(r.2)
B

oz r or 72 cosh(kz)
(OCM[F,Z] L 9Cuelr.z] | 2Cielr2] Czé[r,z]j
0Oz or r r
0g(r,2) 1

or  cosh(kz)

0Cys[r, z] N 0Csg[7,z] N 2Cs6[r, 2] N Coylr,z]
Oz or r r

0¢(r,z) 1
. (—az — k tanh(kz)¢g(r, z)j .—cosh(kz)

[1 OCalr,2] |, 1 acsé[r,z] . C%[”’Z]jxo

or r2

+

5C46 [r,z] 10Celr,z] Ceslr,z]| ¢(r,2)
r or 72 cosh(kz)

(ac%[r z] OCe[r, z] C66[r,z]j8¢(r,z) 1

+

or r or  cosh(kz)
1 aC24[V 7.1 8C26[r 2, czé[r,z]jxo

or e

+[5C44[";Z] N aC46[",Z] N C46[",Z]j

+

oz or r

1 oh(r,z) (72
Cosh(kz)[ Oz ktanh()g(r )}

+(6C45[r, z] . 0Cse[r, 2] . 2Cse[r, z]) " oy (r,0) o

oz or r or
N 15C44[’”32]+15C46[V,Z]+C46[’%Z] % oy(r,z)
r oz r or e o0

. Gielr.2] O*d(r,2) , Cuslr.z] O*d(r,2)
cosh(kz)  or? cosh(kz)| &2

—2k tanh(kz)% +(k* tanh?® (kz) — k) p(r, z)] +
zZ

Ceolr,2] °4(r,2)

coshtz) a7 +Cselr, 2160

o’y (r,0)
or?

+ G347, z]x 0+ Ceg[ 7, 2] x 0+

Cualr, 2] (82¢(r, 2)

coshfr, z] o?

— 2k tanh(kz) M +(k? tanh? (kz) — k) p(r, z)j +

(Cralr, 2]+ Cselr, z])[@ LGS )6¢(r Z)J

cosh(kz) oroz or
L Gaslrz] o, Ceolrozl
r r

2Culr,z] [ O°¢(r,2) K tanh(k) o¢(r,z)
rcosh(kz)| oOroz or

2
N Coulr, 2] <0+ Coel7, 2] <0+ Cyelr, 2] O 0y (r,0)
r r r orol
Cuylr,z]
r

+ (Cys[r,z]+ Csg[r,z]) x 0+ x0=0

36)

Burada ¢(r,z), w(r,0) sirasiyla gerilme ve burkulma
fonksiyonlaridir (EK-A, Denklem (A4-A6)). Denklem
(36)’nin asagidaki formda yeniden yazilmasi ile genel
bir ifade haline getirilmistir (Konakl1 [11]).

2
‘MV’Z) 0+2 ﬂ;’z) )+, 2)I1) +—a¢(;z) (av)

62¢(r P ¢(r 2) ar//(r 0

N+

D+ v (37

ia@/(r,a) 621//(r,6’) ﬁw(rﬁ) _
e VI ag U0y (D=0

Denklem (37) igerinde goriilmekte olan (I), (II), (IID),
(IV), (V), (VD), ve (VII), (VIII), (IX), (X), parantezleri
icerisindeki ifadelerin agik yazilislari Ek-A kisminda
Denklemler (A9-A18) ile ekte verilmektedir. Uygun
bir ¢(r,z) gerilme fonksiyonu sec¢ebilmek igin

kabuller yapilmistir (Denklem (38)). Ornegin,
silindirin orta merkezinden gegen ve z-eksenine
paralel kesit alindig1 zaman olusacagint bekledigimiz

dikdortgen alanlarin, bu eksen etrafinda 6 =360°
dondiiriilmesi ile olusacak silindirlerin, yanal izotrop
yapiy1 olusturan silindirik fiber ve matris katli yapiy1
olusturdugu diisiiniilmiistiir. Buna uygun olarak
secilen ¢@(r,z) gerilme fonksiyonu asagidaki gibi
olup, (Sekil 3) ileride agiklanmakta olan smnir
sartlarin1 en uygun sekilde saglamaktadir. Sekil 3’de
parabolik ¢@(r,z) fonksiyonun grafigi 6rnek olarak

—2<r<2 ve -3<z<3 araliklarinda alinarak
gosterilmistir.

Hr.2)=K(r* = R) + Ky(z" = %) (38)
Burada, K;,K, sabit carpanlar, r,R i¢ ve dis
yaricap koordinatlari, L ise ¢ubugun toplam
uzunlugudur. Bu problemde uygulanmakta olan
kompozit malzeme yanal izotropik malzeme olup,
(38) denklemi ile tanimlanarak, ifadenin biitiin yanal
kesitlerde gecerli oldugu kabul edilmektedir. Veya
diger bir deyisle, her z kesitinde silindirik ¢ubugun
dairesel  kesitli  yanal yiizeylerindeki  r,0
parametrelerine bagli olan malzeme sabitlerinin hep
ayn1 kalmasi beklenecektir. Bu malzemeye Ornek
olarak yiizey fiber egrileri (yas egrileri) hep aym
kalan aga¢c numuneleri gosterilebilir. Burulma
probleminde, segilen gerilme fonksiyonu ¢(r,z),

Denklem (39) ve Denklem (40) ile verilen sinir
sartlarin1 saglamalidir. Bunlardan ilki, dis yiizey
iizerinde @(R,z) fonksiyonunun sifir veya sabit bir
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Sekil 3. Gerilme ¢(r,z) fonksiyonunun yiizeysel grafigi

degere esit olmasi seklinde asagidaki gibi verilerek

agiklanabilir.
r=xR ; ¢=0 (39)
z=%L ; ¢=0 (40)

Ayrica bunlara ek olarak, biharmonik denklemin
silindirik  koordinatlardaki  asagidaki ifadesinin
saglanmasi ana sartlardan biridir.

Vig=

or 1 o 1 0% 9 5 (41)
+— +— + Vg)=0
[Grz roor  r’ae? GZZJ( )

#(r,z) ve w(r,0)
fonksiyonlarmin cinsinden goriilmekte olan (37)
numaralt denklem pargalanarak r, 8,z {i¢ geometrik

Bunlarla beraber, yukarida

parametre cinsinden, {i¢ tane bagimsiz (uncoupled)
diferansiyel denklemler grubu formunda olusturul-
mustur. Ornegin; F(r,0,z) = F(r) + F>(0) + F3(2)
formundaki bu fonksiyona benzer bir ifade,
gruplandirilarak goriilmiis olacaktir. Bdylece, bu
caligmada {i¢ ayr1 fonksiyon birbirlerinden lineer
bagimsiz olarak ¢oziilebilir hale getirilmistir. Sekil
3’den de gorildigi gibi ¢(r,z) fonksiyonu ikinci
derece parabolik bir yiizey olusturmaktadir. Bu egri
yiizey, ¢ubugun z ekseni boyunca r=0’dan kesit
almmasiyla elde edilen yiizey olup 8 =0"—-360° a1
araliginda silindir ana ekseni etrafinda c¢evrilmesiyle
kat1 silindir c¢ubugun malzeme dagilimma ait
geometrik seklini ifade etmektedir. 7, 6 ylizeyinin en
bastan dairesel kesit olarak alindigi belirtilmisti.
Eliptik  kesitli ¢ubuklarin, gerilme fonksiyonu
Denklem (42) gibi olacaktir (Ugural [7]). Eliptik ve
dairesel kesitin burulma problemindeki farki, dairesel

kesitli cubuklarda w(7,0) carpilma fonksiyonunun
dogrudan sifira esit olmasi ile aciklanabilir.

2 2
X x

=21 42)
a- b

Vip=-2G80 (43)

Ciinkii dairesel kesitli cubuklar eksenel simetriye
sahiptirler ve burulma sonucunda carpilmazlar

Gazi Univ. Miih. Mim. Fak. Der. Cilt 19, No 1, 2004

(y=0) (Ugural [7]). Denklem (42)’yi (43)
denkleminde yerinde uygulayarak;

2,2
c(%+%) =2Gl, c=-Gb % (44)
a” b a“+b
¢ sabiti ¢oziiliir. Daire kesitli gubuklarda, a=b oldugu
icin Denklem (44), agagidaki gibi olacaktir.

a*t a’
Cc GH() 2a2 GH() > (45)
Bu denklemi kutupsal koordinatlarda yazabilmek i¢in
asagidaki islemler gerceklestirilmistir.

2

c=-Gb “? (46)

Denklem (46) ve x=rcosf, y=rsinf esitlikleri,

r=a;

Denklem (42)’de yerine yazilacak olursa, ¢(r,z)
gerilme fonksiyonu;

Gla* [ r?cos’ @+r2sin’ @
#r2) == [ -
a 47)

formunda goriilecektir. Burulma probleminde, (43)
esitliginin (V%¢=-2G6) saglanmasi gerektiginden,
yukarida aciklanan ifadelerin  kullanilmasi ile
2K; =-2G6@ olmast gerektigi goriilir. Denklem

(37)’nin yukaridada aciklandigi {izere, birbirinden
bagimsiz ii¢ denklem grubuna ayrilmasi gerektigi

diisiiniilerek, ¢(r,z) ve w(r,0) fonksiyonlar1 r, 6, z
parametreleri cinslerinden ayri ayri gruplandirilarak
ayrilmistir.

2
%:2}1(; %:2ZK; a—¢:2K;
or 0z or?
¢ .. 04
. =2K; 8r62_0 (48)
2

-2 1y SN2 gy gz

or arz (49)

2 2
L0002 D) ) 0900D)
oz poots oroz
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2
DD 1)+ L2 i+ g =0 (50)
v

or

od(r,2) *(r,z) %d(r, z) ~
pe )+ > V) + s VI)=0 (51)

Boylece, (38) ve (48) denklemleri, (50) ve (51)
numarali denklemin igerisinde uygulanarak, asagida
verilen iki ana grup denklem, yeni K;,K,,K veya

C;,C, sabitleri cinsinden asagidaki gibi elde
edilmistir.

(r2 = RHU)+2r(1)+2(I =K, /K = C, (52)
(22 = UIIN) +2z(IV)+2(V) =K, /| K = C, (53)

Bu denklemlerin elde edilmesiyle, yiizey fonksiyon-
larina ait grafikler g¢izilerek, kayma modiiliiniin

Yanal izotropik Fiber Kompozit Cubuklarda Burulma Yiiklemeleri igin Yeni Formda Kayma...

malzeme sabitlerinin her noktadaki belirli yonlii
dogrultularinda  tamimlamas1  saglanmustir.  Ornek
olarak ¢izilen Sekil 5 ve Sekil 6’daki iki grafigin
birlestirilmesiyle ii¢ boyutlu goriintiisii olan Sekil 3
kolaylikla olusturulabilir. Ug boyutlu uygulamaya
diger bir ornek, 2<r<8,-3<z<3 araliginda

gizilen ¢(r,z)=r>—(2)* +z> —(3)* gerilme fonksi-

yonunun, C; =C, =1 olarak segilmesi ile Sekil 4 ile
verilmektedir.

y(r,0)

fonksiyonuna ait olan diferansiyel denklem, Denklem
(54)’de goriildiigii gibi tanimlidir.

Gruplanan  denklemlerden carptlma

Sekil 4. ¢(r,z) =K (r* —R*)+K,(z* —I*) gerilme fonksiyonunun 2<r<8, —3<z<3

araliginda ti¢ boyutlu dagilim grafigi

£y

4

Sekil 5. f(r)=r? +2r—2 fonksiyonunun kompozit malzeme degisiminin r-radyal

yonde grafiksel tanimlamasi

fz) P

Sekil 6. f(z)= 22 4+2z-7 fonksiyonunun kompozit malzemenin degisimi anlaminda z

ekseni boyunca grafiksel tanimlamasi
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2 2
A A G A GG e
or or?

: (54

L V0 g
06

o = 2K
#o cosh(kz)

Ki(r* =R+ Ko (z* - I?)
+C| —
rcosh(kz)

e Hﬁ(kz) 2K,z - k tanh(kz)(K (- - R?)

(35)

1, ow(r,0)
+ Ky (22 -]+ =0, =2
2(z )) . 20 }

1 2 2
+ cas| ——— DKoz — ktanh(k2)|K, (2 R
C45Losh(kz)[ 27— ktanh(2) K, 0~ )

FKy (22— 1) 0, 220 9)}

or

e 2K Ki(r* =R*)+ K, (z* - %)
| cosh(kz) rcosh(kz)

j+c3{1<1(r2—1e2)+1<2(22—Lz)J

o = 27’K1
ro e cosh(kz)

+ a6 Km(ZKzz — k tanh(kz)(K, (r* - R? ))

rcosh(kz)

1, oy(r,0)
+ Ky (22 -1+ —0, 22
1) PRy, }

1 2 2
+ 2K,z - k tanh(k2)|K; (> - R
Cs{cosh(kz)[ 2z — k tanh( Z)[ 1(r )
et o 22020
"
2K Ki(rP R+ Ky (2 - L)
% cosh(kz) rcosh(kz)

(56)

Gerilme-birim deformasyon ifadeleri, Denklemler
(55) ve (56) ile cosh(kz) ve tanh(kz) cinsinden
tanimlanmustir.

5.SONUCLAR

Homojen olmayan malzemelerin {izerinde uygulan-
makta olan standart kayma ve burulma testleri
yalnizca ortalama ve yaklasitk E,G elastik sabit

degerleri vermektedir ve bu nedenle de ortalama bir
kayma modiili degeri oldugu kabul edilmektedir.
Ciinkii bu konuda yapilmakta olan testlerde, ortalama
kayma modiiliiniin test numunesinin geometrisine ve
testin ¢esidine (¢ekme/burulma/ kayma) bagl oldugu
bilinmektedir. Diinyada yapilan bu konudaki analitik
caligmalarda ince cidarli tiiplerin degisik geometrileri
icin denklemler ortalama degerleri verecek sekilde
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cikarilmigtir (Stokes [1,4]). Ayrica bu c¢aligmalarda
elde edilen formiilasyonlarnt da  gruplamak
gerekmektedir. Ornegin, i) koordinat bagimli noktasal
degerlere gore degisiklik gosteren, ortalama kayma
modiilii formiilasyonlart G(x, y), ii) fiber yapili yanal

izotrop yapiya sahip kompozitler i¢in tanimlamalar
(Ergliven [10]), i) fiber kompozit problem
tanimlamalarina bagli ¢oziimlemeler (Johnson [16],
Ting [17], Martynovich [18], Kardomateas [19], Zidi
[20], Senitskii [21], Reissner [22], Chui ve Smith
[23]) olarak gruplandirilarak Gzetlenebilir. Bu
calismada, elastisite  matrisinde ve  burulma
yiiklemesini tanimlamakta olan elastik sabitlerin
icerisinde bulundugu gerilme-birim sekil degistirme
ve denge denklemlerinde sirasiyla uygulanmasiyla,
genel kayma modiili formiilasyonlart ¢ikarilmistir.
Boylece, yanal izotropik yapidaki elyaf takviyeli
kompozit malzemeden yapilmis rijit silindirik
burulma g¢ubuk kesitlerinde olusmakta olan gerilme
dagilimlarina, daha dogru  bir  yaklasimla
ulasilabilirlik saglanmis olmaktadir. Ileride yapilacak
ek sayisal ve deneysel calismalarla, yeniden
olusturulmusg olan 74.(r,60,z), 7,.¢(r,0,z) denklem-

leri, ¢ubuk Kkesitlerinde koordinat tamimli olarak
verebilecektir.
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Ug parametre i¢in kabuk-merkez (skin-core) modelde, ince cidarli saftin, burulma yiiklemesi altindaki analizinde

G kayma modiiliiniin et kalinligiyla orantili olarak ve ¢evrimsel yonde degistigi kabul edilmektedir.

Silindirik kabuklu yapinin yarigap koordinatina bagli ortalama kayma modiilii formiilleri asagidakilerdir;

1-8 & -
G, =Gg|1- " R =0,1,2..
{ 1+ r ;::0771 n2 } r
G=@G_. i¢in 0<n<1-ng ve G=Ggsigin 1-np<n <1
G, = Gs[l—(l—ﬂ)(l—no)’] , r=012,..., B=G./G,

Silindirik koordinatlarda denge denklemleri;

oo, +l 0T,9 OT)s N o, —0p _0
or r 00 oz r
8r,z+16792+60'2 _,.k:o

or r 06 0z r

aTrg +150'9 + afgz + 22'”9 -0
or r 00 oz r

(AT)

(A2)

(A3)
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Burulmada yer degistirme alan tanimlamalari;

o) _
u(r,z) = cosh(kz) d(r,z)sech(kz)

b
v(r,z) = cosh(kz) #(r,z)sech(kz)
W(V,Z) = HO (//(r,t9)

Genel birim sekil degistirme-yerdegistirme ifadeleri;

ou ow 1ov u ov 1ou v
& =—, 8 =—, 6g=——+—, Yrg=—+————,
or 0z rol r or rol r
v o _ou o
Y0 00 " T % o

Yanal-ortotropik fiber-kompozit biinye denklemi;

o1 Gi G Gz 0 O 0 &l
o G, Ci Gz 0 O 0 &
03 Gy Gz G3 0 0 0 &
o[ |0 0 0 Cu 0 0 o
731 0 0 0 0 Cy4 0 731
) O 0 0 0 0 (Cui-GC2)/2] |n

C
Denklem (A8) ile verilen ifade o =C & Hook kanununu ifade etmektedir.

+
oz roor 2 cosh(kz)

(6C45[r, z] N 0Cs¢[r, z] N 2Cs¢[r, z] N C24[r,z]] (—k ta;?k(k)z» N
COS z

é(r, Z)Kl 0Culr,2] +l 0Ca[r, 2] N Coslr, Z]j 1
r

Oz or r r

0 ,(_ 1 6C46[r,z]_16C66[r,z]_C66[r,z]J L,
' 2 Jcosh(kz)

(6C44[r,z] N 0Cys[r, 2] N Cuglr, z]j (—k tanh(kz)) .
0z or r cosh(kz)

2 2 2 2 2 2
(K tanh? (k) =) | o G anh? (k) —k )}

r Oz r or r

Cas[r,
slr.2] cosh(kz) cosh(kz)

0¢(r,z) K 0C4[r, 2] N 0Cg[r, z] N 2C6[7, 2] N Colr, z]] 1

or 0z or r r cosh(kz)
a (8C46[r,z] . 0Ces[r,z] . Coelr, z]] L,
0z or r cosh(kz)
(—k tanh(kz))  2Ca[r,z]. (—k tanh(kz))
(Cualr.zlr Gl D= iy T, cosh(kz) }

oz

IV 0Cuslr,z] n 0Cye[r, 2] N Cyelr, 2] 1
oz or r cosh(kz)

(—2k tanh(kz)) T Culr.z] (—2k tanh(kz))
cosh(kz) i cosh(kz)

op(r,z) (6C45[r, z] . 0Cse[r,z] . 2Cs6[r,z] . C24[r,z]J 1
0z or r r

Cys[r,z]
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cosh(kz)

(A4)

(A5)

(A6)

(A7)

(A8)

(A9)

(A10)

(Al1)
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E. Gilinay ve S. Konakli Yanal izotropik Fiber Kompozit Cubuklarda Burulma Yiiklemeleri igin Yeni Formda Kayma...

C(r,2)| 1 2Culr,z]. 1
) e |l Gl 2 s T oy AP
v L2 Gelrzl | Colr| AL3)
or | cosh(kz)  cosh(kz) |
V) 82¢(z;,z)_C45[r,z]+C44[r,z]_ (Al4)
oz | cosh(kz)  cosh(kz) |
(VH) : 00 al//(}", 0) (6C45[F,Z] n 6C56[7‘,Z] n 2C55[}", Z]J (AIS)
or Oz or r
2
(VIII) : eow(csé[r,z]) (A16)
ax) : 4 aW(”aa)(laC44[”,Z]+ 1 5C46[V»Z]+C46[7”sz]j (A17)
- 06 r 0z r or 2
o, Oy(r.0) c4ﬁ[r,z]j
X) :6 500 ( ; (A18)
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