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ÖZET

Bu çalışmada, düzlemsel yüklenmiş ortasında dairesel delik bulunan kompozit plakta oluşan elastik gerilmelerin analizi yapılmıştır. Dairesel deliği bulunan plak, bir kenarı boyunca uniform eksenel düzlemsel yüklemeye maruz bırakılmış ve deliğin kenarları boyunca herhangi bir yükleme uygulanmamıştır. Alüminyum metal-matriksli kompozit plak, simetrik ve antisimetrik olarak farklı oryantasyon açılarında  takviyelendirilmiş  4 ortotrop tabakanın yapıştırılması ile oluşturulmuştur. Elastik gerilmelerin analizi, sonlu elemanlar yöntemi kullanılarak bilgisayar programı (FORTRAN) yardımı ile  yapılmıştır.
Anahtar Kelimeler: Elastik gerilme, ortotrop kompozit malzeme, sonlu elemanlar yöntemi.
THE ANALYSIS OF ELASTIC STRESSES IN THE COMPOSITE PLATE WITH CIRCULAR HOLE  SUBJECTED TO IN-PLANE LOADS  BY MEANS OF FINITE ELEMENT METHOD

ABSTRACT

In this study, the analysis of the elastic stresses on the cross-section of composite plate with circular hole subjected to in-plane loads is performed. The plate with circular hole is subjected to the uniform axial planar load along one edge where no load is exerted along the hole edge. Aluminum metal-matrix composite plate is composed of 4 orthotropic layers oriented with different angles in symmetric and anti-symmetric manner. The elastic stresses are analyzed with Finite Elements Method (FEM) by means of a program developed with FORTRAN.
Keywords: Elastic stress, orthotropic composite material, finite elements method.
1.GİRİŞ

Xiong [1] tarafından düzlemsel yüklenmiş sonlu geometride bağlantı elemanı deliği bulunan kompozit levhanın gerilme analizi yapılmıştır. Bu analiz  kompleks değişkenleri içeren formül üzerine kurulmuştur. Özbay [2] tarafından basit mesnetli, simetrik ve antisimetrik plak şeklindeki paslanmaz çelik ile takviye edilmiş alüminyum matriksli kompozitler düzlemsel olarak yüklenmiştir. Elasto-plastik gerilmelerdeki sayısal çözüm, çok sayıda iterasyon kullanarak sonlu elemanlar metodu ile çözülmüştür. Fish ve Guttal [3] tarafından sonlu elemanlar yönteminin s-versiyonu, kabuklar  ve düzlemsel plak için geliştirilmiştir. Sundareson ve arkadaşları [4] kısmi kenar basıncına maruz orta kalınlıktaki düzlemsel levhanın kritik yükleri üzerine etkilerini araştırmış, sekiz düğümlü izoparametrik levha üzerindeki  uygulamayı geliştirmiştir. Plak bağlantılarında ve kabuk yapılarda sonlu elemanlar yönteminin kullanılması, izoparametrik kabuk elemanlar için önerilir.  Bağlantılarda potansiyel enerji fonksiyonları ve yerdeğiştirmenin ara değerleri eklenerek integral tipli  özel bağlantı elemanların katılık matrisini içeren formül elde edilir. Burada belirtilen tekniği Yamazaki ve Tsubosaka [5] uygulayarak bağlantı parçaları ile optimum dizayn yapısı özel yapıştırıcı elemanın dizayn analiz formülasyonunda geliştirmiştir. Sonlu elemanlar yönteminde genel olarak; düğüm yer değiştirmelerinden hareketle elemanın herhangi bir noktasındaki yer değiştirmelerinin  bilinmesi beklenir.Galvanetto ve arkadaşları [6] tarafından 27 düğümlü prizmatik elemanın Gauss noktasında elemanın zorlanması ve daha sonra aynı noktadaki gerilme değerleri belirlenmiştir. 

Hyer ve arkadaşları  [7] pim bulunan ortotrop plakadaki delik kenarında oluşan gerilmelerin pimin elastisite ve sürtünme etkilerini araştırmışlardır. R.Karakuzu ve arkadaşları [8] tarafından elasto-plastik analiz için iki boyutlu sonlu elemanlar programı geliştirilmiştir. Dört düğümlü izoparametrik dörtgen eleman kullanılmış ve Lagrange polinomu enterpolasyon fonksiyonu olarak seçilmiştir.Sonlu elemanlar çözümünde başlangıç gerilme metodu (Newton-Raphson metodu değiştirilerek) kullanıl​mıştır. Jong [9], ortotrop veya izotrop plaktaki deliğin etrafında gerilme dağılımını araştırmıştır. Delik ile aynı çapa sahip olan pim, delik kenarları üzerine sürtünmesiz olarak yüklenmiştir. 

Kaltakçı [10] tarafından iki eksenli üniform yüklemede veya kesme etkisindeki dairesel delikli ortotrop kompozit levhalarda, dairesel delik kenarındaki gerilme  dağılımı incelenmiştir.  Ortotrop  plakta   kompozit malzeme olarak cam-epoksi ve grafit-epoksi dikkate alınmış, ayrıca karşılaştırma yapılabilmesi için izotrop plaktaki sonuçlar da elde edilmiştir. İki eksenli yüklemede, yüklemenin her ikisi de çekme veya basma olması hali ile, birisinin çekme diğerinin basma olması hali için sonuçlar bulunmuştur. Arslan, ve arkadaşları [11] termoplastik matriksli, simetrik ve antisimetrik olarak farklı doğrultudaki açılarda  takviyelendirilmiş  plakta elasto-plastik gerilme analizini  gerçekleştirmiştir. Ayrıca Arslan ve arkadaşları [12] tarafından  sonlu elemanlar metodu kullanılarak çelik fiberler ile kuvvetlendirilmiş termoplastik matriksli plakta elastik ve elasto-plastik gerilme analizi yapılmıştır. U şeklindeki izotrop çelik plakta  elasto-plastik gerilme analizi Sonlu Elemanlar Metodu kullanılarak Arslan  ve arkadaşları [13]  tarafından gerçekleştirilmiştir

2. MATEMATİKSEL FORMÜLASYON

Temel Bağıntı ve Denklemler
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Alüminyum metal-matriksli kompozit plak, 4 ortotrop tabakanın simetrik veya asimetrik biçimde birleştirilmesi ile oluşmuştur. xy düzlemi plağın referans yüzeyinde, z ekseni ise düzleme dik doğrultudadır. Plak, Şekil 1'de gösterildiği gibi bir kenarı sabit olup, karşı kenarı ise üniform çekmeye maruz bırakılmıştır. Plak 300(300(10 ebadında olup, ortasında 80mm yarıçapında delik bulunmaktadır.
Plağın elastik  sabitleri, akma mukavemetleri ve deformasyon sertleşme parametresi ile deformasyon sertleşmesi üssü değerleri Çizelge 1'de verilmiştir. 

	Çizelge 1. Plak özellikleri

	
	E1

(GPa)
	E2

(GPa)
	G12

(GPa)
	(12

	Plak  Elastik 

Sabitleri
	85
	74
	30
	0.3

	Akma Mukavemet Değerleri ve Parametreleri

	Boyuna Akma Mukavemeti      (X)
	Mpa

230

	Enine Akma Mukavemeti         (Y)
	24

	Kayma Mukavemeti                   (S)
	49

	Deformasyon Sertleşmesi Parametresi                                (K)
	1250

	Deformasyon Üssü                     (n)
	0.625


Ortotrop malzemede düzlemsel gerilme hali için 4 sabit değerden (Q11, Q22, Q12, Q66) oluşan gerilme-deformasyon bağıntısı denklem (1) ile verilmiştir. (xy) koordinatlarının (12) koordinatları ile çakışması durumda denklem (2) elde edilir.
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(2b)
Malzeme ana doğrultuları (1,2) ile koordinat sistemi (x,y)  arasında ( açısı yapan ortotrop plağın rijitlik matrisi aşağıdaki şekildedir:
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Tabakalı plaklar için gerilme ve deformasyon arasındaki bağıntı
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(4)

ifadesi ile yazılır.

Plak üzerindeki toplam kuvvet ve moment bileşkeleri tüm tabakalara etkiyen kuvvetlerin toplamı ile elde edildiğinden n katlı tabakalarda elastisite matrisleri terimleri,
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(5c)

şeklinde ifade edilir.

Plağın elastik gerilme analizi, klasik tabakalı ince plak teorisi üzerine kurulmuştur. Plağın orta yüzeyi x,y düzlemi ile çakışmaktadır. Referans düzlemin x ve y doğrultularında yer değiştirmeleri  u0 ve v0, z yönündeki yer değiştirmesi ise w olup, yalnız x ve y  koordinatlarının fonksiyonudurlar.
Dik normaller hipotezine göre tabakalarda yer değiştirmeler;
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yapısında ifade edilebilir (Şekil 2).
Kirchhoff-Love’ın birinci yaklaşım teorisine göre deformasyon z kalınlık koordinatının lineer fonksiyonu olup, 
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(7)

şeklinde tanımlanır. Burada,
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olup, (ox ve  (oy  sırasıyla orta yüzeyde x ve y eksenleri doğrultusunda deformasyonlar, (xy kayma defor​masyonu, Kx ve Ky sırasıyla deformasyona maruz kabuğun x ve y eksenleri doğrultusundaki eğrilik değişimleri ve Kxy orta yüzeyin burulmasıdır.

Sonlu Elemanlar Yöntemi Kullanılarak Yer Değiştirme ve Gerilmelerin Hesaplanması 

Ortasında dairesel delik bulunan plak Şekil 3’de sembolik olarak sonlu elamanlara bölünmüştür. Plağın ¼’ü kuadratik olarak alınmış ve sınır şartları gösterilmiştir. Nümerik çözümde 252 düğüm ve 48 eleman kullanılmıştır.

Şekil 3’de görüldüğü gibi plağa etkiyen kuvvet yalnız x ekseni boyunca olup, plağa herhangi bir  moment uygulanmamaktadır. Düzlemsel gerilme halinde plak üzerindeki z doğrultusunda etkiyen gerilmeler sıfıra eşittir: 
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Gerilmeler, cismin hacmi boyunca değişmekte ve yüzeye ulaşıldığı zaman yüzey üzerindeki dış kuvvetlerle dengede olacak şekilde bulunmaktadır.
Herhangi bir yer değiştirme sisteminde maddesel noktalar arasındaki karşılıklı etkilere karşı yapılan iş, depo edilen şekil değiştirmeye enerjisine (yer değiştirme enerjisine) eşittir. Cismin toplam zorlanma enerjisindeki değişim,
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şeklinde ifade edilir. İntegral, birim kalınlıktaki plağın bütün alanı üzerinde alınır. Dış kuvvetler tarafından yapılan iş hesaplanırken, sınıra tatbik edilen kuvvetlerle cisim kuvvetleri göz önüne alınır. Birim alana gelen sınır kuvvetlerin bileşenleri tx ve ty tarafından yapılan iş, 
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(11)

ile ifade edilir. Buradaki integral plağın s sınırı boyunca alınır. Cisim kuvvetleri tarafından yapılan iş benzer olarak denklem (12) de belirtilir. Fx ve Fy, plağın birim hacmine ait kütle kuvvetlerinin bileşenleri olup integralde plağın bütün alanı üzerinden alınır.
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Virtüel yer değiştirme esnasında yapılan toplam işin sıfır olması şartından dolayı denklem (13) yazılır.
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(13)

Dengeye karşı gelen konumda verilen kuvvetlerle, hakiki gerilme bileşenleri bir virtüel yer değiştirme esnasında sabit kaldıklarına göre denklem (13) da ( varyasyon işareti, integral önüne konulabilir ve denklemin bütün işareti değiştirilerek aşağıdaki ifade elde edilir.
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Parantez içindeki ilk terim zorlanma potansiyel enerjisidir. İkinci ve üçüncü terimler ise beraberce, cisme etkiyen kuvvetlerin, potansiyel enerjisini temsil eder. Parantez içerisindeki bütün ifade ise sistemin toplam potansiyel enerjisini temsil eder.

Böylece u ve v yer değiştirmelerinin çeşitli değerleri karşılaştırılırken; elastik sistemde verilen dış kuvvetlerin etkisi altında meydana gelen hakiki yer değiştirmeler, denge konumundan itibaren olan virtüel yer değiştirmeler içerisinde sistemin toplam potansiyel enerjisindeki değişimin sıfır olduğunu ifade edebilir.
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Denklem (16)’da belirtilen şekil değiştirme enerji değişimi denklem (10)’de yerine konduğunda denklem (17) ve (18) elde edilir.
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Denklem (14)’teki matris form kullanılarak denklem sonlu elemanlar modelinde geliştirilebilir. Temel  noktasal serbestlik derecesi olarak sayılan u ve v temel değişkendir. Ayrıca  u ve v’ nin yalnızca x ve y’ye göre ilk türevleri belirgindir. Böylece  u ve v’nin yaklaşık değeri enterpolasyon fonksiyonları  Lagrange tipi tarafından  belirlenir ve en azından ikili doğrusal (örnek; x ve y’de doğrusal) enterpolasyon kullanılır. Sonlu elemanlar enterpolasyonu kullanılarak yüzey üzerinde u ve v yer değiştirmeleri ile yazılır.
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Denklem (18)  deformasyon ve gerilme ifadeleri yerine konduğunda,
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elde edilir. Burada, 
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 olup, Ae  sonlu elmanlar yönteminde kullanılan her bir elemanın alanını göstermektedir. [Be] ve [Qe], x ve y’den bağımsız olduğundan elemanın rijitlik matrisi denklem (21)’de belirtildiği gibi yazılır.
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3. SONUÇ 
Düzlemsel yüklemeye maruz alüminyum metal-matriksli kompozit plakta yukarıda belirtilen durumlar için 200, 300 ve 400 iterasyon kullanılarak elastik gerilme analizi  yapılmıştır. Elastik gerilmeler  simetrik ve antisimetrik şeklinde oluşturulmuş   (900/00, +450/-450, -300/+300, +600/-600) oryantasyon açıları için incelenmiştir. Her bir durum için bulunan elastik gerilmeler kullanılarak oluşturulan çizelge ve şekiller ile aşağıda belirtilen sonuçlar elde edilmiştir:
1) Simetrik ve farklı doğrultu açılı tabakalarda, dairesel delik etrafındaki elastik gerilmelerin konum açısına göre değişimleri Şekil 5-9 incelendiğinde aşağıda belirtilen hususlar tespit edilmiştir (Şekil 4’te  gösterilen ( açısı, dairesel delik etrafındaki konum açısını tanımlamaktadır):
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1.1)
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 elastik gerilme değeri; (=0° iken sıfıra yakın değerler aldığı, 0° ile yaklaşık olarak 30° arasında  pozitif,  90° kadar ise negatif olduğu,
1.2)

[image: image36.wmf]y

s

 elastik gerilme değeri; (=0° iken pozitif, yaklaşık olarak 40° civarında sıfıra yaklaştığı, 60°-90°’de ise  negatif olduğu,

1.3)

[image: image37.wmf]xy

t

 elastik gerilme değeri; (=0°, 35°, 90° iken sıfır değerini aldığı, 35°’ye kadar pozitif, 35°-90°’de negatif değerler aldığı belirlenmiştir. Jong [9] çalışmasında  yapılan analiz Şekil 5-9 ile karşılaştırıldığında elde edilen gerilmelerin aynı şekilde pozitif ve negatif olarak değiştiği görülmektedir.

2) Doğrultu açısı nedeniyle  
[image: image38.wmf]y

s

 elastik gerilme bileşeni  
[image: image39.wmf]x

s

’den daha küçüktür. Özellikle 
[image: image40.wmf]xy

t

, 
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t

ve
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t

 elastik gerilme bileşenleri de aynı sebepten dolayı çok daha küçük değerlerde kalmıştır.

3) Bu çalışmada kullanılan plaka düzlemsel kuvvet uygulandığından elastik gerilmelerin  
[image: image43.wmf]xz

t

ve
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t

 bileşenleri sıfır bulunmuştur.
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SEMBOLLER

[a],[b],[c], [d]
 Tabakalarda uygunluk matrisleri

Ae 
Sonlu elmanlar yönteminde kullanılan her bir elemanın alanı
Aij, Bij,, Dij
Tabakalarda elastisite terimleri

E
Elastisite modülü

Fx
Eksenel çekme kuvveti

G
Kayma modülü

K
Deformasyon sertleşmesi parametresi
(K)x,y 
Plağın kıvrıklığı

Kij
Çarpılma

M
Eğilme momenti

N
Birim boyutlu kesite etkiyen kuvvet

n
Deformasyon üssü
(nx,ny)
Birim normal vektörü bileşenleri

Q
Rijitlik dönüşümü

S
Kayma mukavemeti

tx,ty
Plak  sınırı  boyunca uygulanan gerilmeler

u
x ekseni doğrultusundaki yer değiştirme

u0, v0
Referans düzlemin x ve y doğrultusundaki yer değiştirmeleri

v
y ekseni doğrultusundaki yer değiştirme

w
z ekseni doğrultusundaki yer değiştirme

X
Boyuna akma mukavemeti

Y
Enine akma mukavemeti
(z)k 
Plağın referans düzleme olan uzaklığı 
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x ve y eksenlerindeki dönme
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Toplam potansiyel enerji
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Deformasyon
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Gerilme
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Kayma deformasyonu
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Poisson oranı
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Referans  düzlemin   deformasyonu

Θ
Doğrultu açısı

τ
Kayma gerilmesi
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Şekil 9. Simetrik ve 90° doğrultu açılı plakta dairesel delik etrafındaki elastik gerilmelerin konum açısına göre değişimleri





Şekil 8. Simetrik ve 60° doğrultu açılı plakta dairesel delik etrafındaki elastik gerilmelerin konum açısına göre değişimleri





Şekil 7.  Simetrik ve 45° doğrultu açılı plakta dairesel delik etrafındaki elastik gerilmelerin konum açısına göre değişimleri





Şekil 6. Simetrik ve 30° doğrultu açılı plakta dairesel delik etrafındaki elastik gerilmelerin konum açısına göre değişimleri





Şekil 5. Simetrik ve 0° doğrultu açılı plakta dairesel delik etrafındaki elastik gerilmelerin konum açısına göre değişimleri





Şekil 4. Plakta bulunan  dairesel delik etrafındaki konum açısının yönü





Şekil 3. Plağın sembolik olarak ¼ ünün sonlu elamanlara bölünmesi





Şekil 2. Plağın deformasyon öncesi ve sonrası ABCD kesitinin durumu





Şekil 1. Bir kenarı sabit karşı kenarı üniform çekmeye maruz plak
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